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La gran aceptacion obtenida por la primera edicion de esta obra nos ha 
motivado a emprender la preparacion de la presente segunda e.dicion espanola 
de la misma, a la cual se han incorporado todos los cambios y mejoras intro- 
ducidos en la segunda y tercera ediciones del texto original en ingles. 

Durante el lapso de tiempo iranscurrido desde la publicacion de la edicion 
anterior, en el cual mas de 50.000 estudiantes hispanoamericanos la han 
empleado ventajosamente en su preparacion basica, los programas de los 
cursos a los cuales corresponde este texto han sufrido diversas modificaciones, 
que van desde un enfoque moderado en la presentacion axiomatica de estos 
temas a un tratamiento axiomatico acentuado, dejando de lado las aplicaciones 
concretas. 

A pesar de todos estos cambios, estamos convencidos de que existe la 
necesidad de un texto equilibrado que combine estos aspectos fundamentales: 
preparar al estudiante para reconocer a la Matematica como sistema logico 
deductivo y proporcionarle una agilidad operatoria que le permita interpretar 
en forma concreta el primer aspecto y asegurar la aplicacion de dichos con- 
ceptos a la resolucion de problemas de aplicacion practica. 

La presente obra del profesor Vance cumple con ambos aspectos. Y en el 
transcurso del tiempo — a traves del consenso de aquellos que la han utilizado 
en su primera edicion bilingiie — se ha consagrado como libro de texto clasico 
en las materias que trata. 

Fondo Educativo Interamericano tiene el agrado de presentar en es- 
pahol esta segunda edicion ampliada y mejorada de Algebra y trigonometria, 
con la confianza de que recibira una buena acogida por parte de los docentes y 
estudiantes de habla hispana. 
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Prologo 


En e! prologo a la primera edicion de Algebra y trigonometria, el autor ex- 
presaba que los dos objetivos basicos de esta obra eran educar al estudiante en 
la naturaleza de la Matematica considerada como sistema logico, haciendo 
hincapie en que el alumno debe captar la importancia de las definiciones 
precisas. la necesidad de plantear explicitamente las hipotesis y el hecho de que 
todo sistema matematico consta de estas definiciones e hipotesis Junto con los 
rcsultados deducidos mediante un razonamiento logico. El segundo objetivo 
puede expresarse en forma bien especifica: consiste en una presentacion 
unificada de los conceptos basicos del Algebra y de la Trigonometria Junto con 
una solida fundamentacion para ambas. Tal materia es fundamental en la 
preparacion de cualquier estudiante, tanto para el que piensa continuar es- 
tudiando Matematica, Ciencias Naturales o Ingenieria como para aquel cuyo 
interes son las Ciencias Sociales o la Economia. Una vez que domine las 
materias contenidas en esta obra, el alumno debe estar bien preparado para 
estudiar Logica Matematica, Matematica Finita, Estadistica y Probabilidades, 
o bien continuar con el Calculo y la Geometria Analitica. 

La intencion del autor fue la de escribir un texto versatil que pudiera usarse 
en toda la gama que va desde un curso de un semestre, que cubra solo lo 
minimo esencial, hasta un curso de un ano completo. El alumno de secundaria 
con una preparacion promedio no dcbiera tcncr dificultades con estas materias, 
pudiendo reducirse el numero de horas de clase del curso si la preparacion del 
estudiante es mas solida. 

La eleccion de temas, con la integracion del Algebra y la Trigonometria 
donde ello parezca natural; la proportion de tiempo dedicada a cada uno y el 
tratamiento logico a lo largo de toda la obra, tienen por objeto hacer resaltar el 
punto de vista moderno. Los problemas al final de cada section forman parte 
integral del libro, no solo contribuyen a dar unidad a la materia sino que con 
frecuencia conllevan conceptos importantes y teoremas a los que se hace 
referencia mas adelante. Tales problemas, necesarios para la continuidad de la 
exposition, van precedidos de un triangulo y deberan ser estudiados en todos 
los casos. Al final del libro aparecen las respuestas a los problemas con 
numeration impar y se incluyen tablas de potencias y raices, asi como tambien 
tablas a cuatro decimales para funciones circulares, logaritmos y logaritmos de 
las funciones circulares. 

En esta nueva edicion el autor ha tratado de mantener el enfoque y el estilo 
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original de este texto, empleado con exito por tantos profesores y aiumnos. Al 
mismo tiempo. ha hecho algunos cambios que reflejan las sugerencias recibidas 
de quienes lo han utilizado. Los principales cambios incorporados son los 
siguientes: 

Toda la materia introductory que se refiere a conjuntos se trata en forma 
concisa en el capitulo I. 

— Las propiedades de los numeros se tratan en el capitulo 2. donde propor- 
cionan una motivacibn adicional y una ilustracion sobre e! desarroilo de los 
numeros reales como un sistema deductivo. 

— En el capitulo 4 se ha modificado el tratamiento de desigualdades y se ha 
incluido un breve acapite sobre la pendiente de una recta, como una ilus- 
tracion del empleo de los sistemas de coordenadas. 

El capitulo correspondiente a los numeros complejos es ahora el 7 en vez del 
14, con el fin de que el estudiante tenga estos conocimientos previos al 
abordar los temas de ecuaciones cuadraticas y polinomiales. 

En el capitulo 9 se ha incluido un tratamiento novedoso y detallado sobre 
matrices, asi' como tombicn una breve introduction a los vectores, puesto 
que se recomienda ampliamente la inclusion de ambos temas en cualquier 
enfoque moderno de la Matematica a este nivei. ya que constituyen una 
preparacion previa excelente para cursos posteriores de Algebra Lineal. 

— Como una caracteristica adicional se han aumentado los problemas y se han 
agregado cinco juegos de problemas de repaso o globules, distribuidos en 
lugares adecuados del texto. Muchos de cllos ban sido tornados del desa¬ 
rrollo previo de problemas en los cuak' inters iene posteriormente el Calculo, 
algunos hacen hmcapie en la operatoria \ otros tratan aspectos mas abstrac¬ 
ts. 

En sintesis, el esfuerzo representado en esta nue\a edicion busca lograrque 
este texto sea cada vez mas accesible y util a los estudiantes del Algebra y de la 
Tngonometna. 

Tamo Fondo Educativo Interamericano como el autor estan muy 
agradecidos a todas las personas que, medianie sus comentarios y sugerencias, 
han contribuido a la aparicion de esta nueva edicion v esperan poder contar con 
tan valiosa participacion en el futuro. 
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Conjuntos 


Los procedimientos cuanlitalivos basicos de la ciencia comprendcn las 
opcraciones de contar y medir. Coniar signifies caracterizar una coleccion o 
conjunto de objetos mediante un numero. en lanto que medir es asignar un 
numero a alguna propiedad de un objeto. ( ^as nociones de «contar» y «medir», 
al igual que la de conjunto. distan dc scr conceptos simples. Cada una de estas 
nociones ha sido objeto de muchos estudiosen el campo de la metodologia cien- 
tifica. Lo importante para nosotros en el presente estudio es el hccho de que 
tanto <<contar» como «medir» conducen a numeros, y mediante el uso de numeros 
y conjuntos es posible lograr una buena comprension de los fenomenos de la 
naturaleza. Comenzaremos con una breve discusion sobre conjuntos y nota- 
cion basica. En la seccion 1.2 considcramos subconjuntos y numeros naturales 
(numeros para contar) y en la seccion 1.3 estudiamos las operaciones con con¬ 
juntos. 


1.1 Conjuntos y notacion basica 

La nocion basica de conjunto, cuya importancia en matematicas fue considc- 
rada por primera vez por Georg Cantor (1845-1918). es tan fundamental en las 
diferentes ramas de la materia que es imposible dar una definicion precisa en 
funcion de conceptos mas basicos. Sin embargo, esta nocion es tan intuitiva que 
nos basaremos en nuestra experiencia para considerarla. Podemos considerar 
un conjunto como una coleccion (o agregado) de objetos de cualquier especie, 
con la rcstriccion de cuiibidciai solo a aquellos objetos que han sido descritos 
en forma lo suficientemente clara como para que no haya duda acerca de si un 
cierto objeto pertenece o no al conjunto. Por ejemplo, podemos considerar 
como conjuntos: 

(a) El conjunto de alumnos del primer ano en tu Universidad. 

(b) El conjunto de los alumnos de (a) cuyos apellidos comienzan por la 
letra V. 

(c) El conjunto de los numerCs naturales (numeros que se usan al «contar») 
desde 1 hasta 4. 
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(d) El conjunto de los autores dc este libro. 

(e) El conjunto de todos los cstados de los Estados Unidos con una poblacion 
inferior a los 10.000 habitantes. 

(f) El conjunto de todas las rectas (de un piano) que pasan por un punto dado. 

(g) El conjunto de todos los puntos que estan sobre una linea dada. 

(h) El conjunto dc todos los fosilcs del mundo. 

(i) El conjunto de letras de la palabra «Mississippi>-. 

Si un objeto pertenece al conjunto, se dice que es un miembro o elemento 
del conjunto; de lo contrario, no es un elemento del conjunto. Para indicar 
pertenencia usamos el simbolo e. Las letras mayusculas se utilizan general- 
mente para denotar conjuntos y las minusculas para denotar elementos. Asi, 
si a es un objeto y A, un conjunto, escribimos tie .*1 como abreviatura de «a es 
un elemento dc A» o «a pertenece al conjunto A». Analogamente, escribimos 
a# A para indicar que a no es un elemento de A. 

Ej l:MPL() ILUSTRATIVO 1. Si designamos por \f i*! ronjunto de las letras 
diferentes en la palabra «Mississippi, entonces > e M pero t $ M. Si P es el 
conjunto de los numeros naturales pares, entonces 4 = p pero 7 * P. Si N designa 
el conjunto de los numeros naturales. entonces 7 € V pero 0 e -2 $ N y j £ N. 

Es imporiante tener una idea clara de lo que significa el que dos conjuntos 
sean iguales. 

Definicion 1.1. Dos conjuntos A y B se iliccn iguales si tienen exactanwnte 

los mismos elementos. En este caso esi nbinws I = B \ en caso contrario A B. 

Ejemplo ILUSTRativo 2. El conjunto M del ejemplo anterior es igual al de 
las letras diferentes de la palabra «imps». pero XI no es igual al conjunto de 
las letras de la palabra «prisma». va que r pertenece a este conjunto pero M. 
Si J es el conjunto de los numeros naturales desde 1 hasta 4 y K denota el conjunto 
cuyos elementos son 1, 4. 3 y 2. entonces J = K. 

Se vc claramente por los ejemplos que los conjuntos pueden diferir tanto en 
la clase como en la cantidad de sus elementos. En general, decimos que un 
conjunto es fmito si es posible escribir una lista completa de sus elementos; en 
caso contrario. decimos que es infinito. Los ejemplos (a), (b). (c), (d). (e). (h). (i) son 
finitos en tanto que (0 y (g) son infinitos. Un conjunto puede ser fmito aunque 
sea muy «grande», tal como (h); puede constar de un solo elemento. como (d). 
o incluso no tener ninguao, como (c). 

El uso de conjuntos en matematicas elementales sirve para aclarar ciertas 
ideas, para simplificar algunos conceptos mas o menos complicados y tambien 
para unificar los estudios de conceptos distintos pero reiacionados entre si. 
Teniendo esto presente, introducimos a continuacion los dos metodos mas 
comunes para describir un conjunto. el metodo por extension v el metodo por 
cpmprensidn. 

Metodo por extension. Podemos determinar un conjunto haciendo una 
enumeracion de sus elementos y encerrandolos en corchetes. 
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Metodo por comprension. Podemos determinar un conjunto encerrando en 
corchetes una frase descriptiva, y conviniendo en que son elemcntos del conjunto 
aquellos objetos, y solo ellos, que posecn la propiedad descrita. 

Ejemplo ilustrati vo 3. Podemos escribir M = {letras difercntes en la 
palabra «Mississippi» }, utilizando el metodo por comprension. o bien poner 
M = usando el metodo por extension. 

El orden de enumeracion dc sus elemcntos no afecta al conjunto mismo; 
por tanto, M = {m, t, s, p} = {/,p.m,s} = {s,m.p,i}. 

Ejemplo ilustrativo 4. Podemos escribir F = {1,2,3.4} = {4.2, 1.3} = 
{numeros naturales desde 1 hasta 4} = {x|x es numero natural menor que 5}. 
Una notation util al describir un conjunto mcdiante el metodo por comprension. 
es la ultima utilizada en la descripcion de F. La barrita vertical significa «tal que». 

Ejemplo ilustrativo 5. El conjunto D = {2,4, 6. 8,10} se puede describir: 
D = {x|x es un numero natural par no mayor que 10}. 

Ejemplo ilustrativo 6. Es imposible describir el conjunto G = {puntos 
en una linea} mcdiante el metodo por extension. 

Ejemplo ilustrativo 7. Seria dificil describir el conjunto Z = {mi gato, 
la tierra. Pedro, Emilia} mcdiante el metodo por comprension. 

Dcbido a con juntos como los recien indicados. deben usarse ambos metodos 
en la descripcion de conjuntos. 

En todo estudio sobre conjuntos es muy importantc poder comparar los 
tamanos de diferentes coleccioncs de objetos. Esto se logra mcdiante uno de los 
grandes conceptos fundamentales de las matematicas: el de la «correspondencia 
uno-a-uno» (o biunivoca). 

Definici6n 1.2. Se dice que existe una correspondence uno-a-uno enire 
dos conjuntos A y B si es posihle asociar los elemcntos de A con los de B de modo 
que a coda elemento de coda conjunto le corresponda exactamente un elemento 
del otro conjunto. 

Por ejemplo, casi todos los seres humanos pueden asociar los dedos de su 
mano izquierda con los dc su mano derecha de modo que cada elemento quede 
asociado exactamente con otro elemento. En los precedentes ejemplos ilustra- 
tivos 3 a 7. existe esta correspondencia uno-a-uno entre los conjuntos M y F. 
F y Z \ M y Z. pero no existe entre F y D o entre F y G. 

DEFINICI6N 1.3. Se dice que dos conjuntos A y B son equivalentes si existe 
una correspondencia uno-a-uno entre sus elemcntos. 

Si dos conjuntos son iguales deben ser equivalentes. pero la proposicion 
reciproca no es valida, ya que hay conjuntos tales como M y Z que son equiva¬ 
lentes pero no iguales. 

Observese que si A es equivalcnte a B y B es equivalcnte a C, entonces A 
es equivalcnte a C. Esto se denomina propiedad transitiva de la equivalencia. 
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Problem as 

Utilicense ambos metodos, por extension y por compression, para describir los conjuntos 
de los problemas 1 a 5. 

1 Los hijos de los padres del lector. 

2 Los numeros enteros positivos menores que 10. 

3 Las fracciones de numerador 1 y cuyo denominador es un numero entero positivo 
mcnor que 10. 

4 Los digitos usados cn nuestro sistema decimal. 

5 Los numeros enteros positivos multipios de 2 y menoro que 20 

Utiliccse el metodo por comprensibn para describir ios conjuntos cuyos clemenlos se 
han enumerado en los problemas 6 a 11. 

6 H = {2.4,6,8}. ;< 

7 S = {1,4,9,16,25}. ^ 

8 ■ if 

9 J= {1,4,7,10.13}. > \ ■ * .- 

10 T={10,100,1000.10000}. 

11 P = {Truman, Eisenhower. Kennedy, Johnson. Nixon}. 

Utiliccse el metodo por comprension para describir los cor,juntos tndicados cn los pro- 

blcmas 12 a 19, explicando ademas por que el metodo por extension es dificil o imposiblc 
de aplicar. 

12 Los numeros enteros positivos mayorcs que 100 

13 Los alumnos dc su universidad que han estado en e! ext ranker o. 

14 Los ciudadanos dc un pais que han leido la Consuluoon 

15 Los libros de la bibliotcca. 

16 El conjunto de todos los triangulos de area mcnor que 3 

17 Dese un ejemplo de un conjunto que tenga cxactamente dos eiementos; un elemento; 
ningun elemento; un numero infinito de eiementos. 

18 Para cada uno de los conjuntos enumerados a continuacidn. mdiquese cuales son finitos 
y cuales infinitos. En el caso de los conjuntos finitos. indiquese ademas cuales son equi- 
valentes y curies son iguales. 

(a) El conjunto dc los dos primeros numeros positivos impares. 

(b) El conjunto de los numeros enteros positivos impares menores que 5. 

(c) El conjunto de todos los numeros enteros positivos impares 

(d) El conjunto de las letras distintas en la palabra (Canadians 

(e) El conjunto de los puntos de una recta que se encuentran a distancia unitaria de un 
pun to dado de la recta. 
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(0 El conjunto de los puntos de un piano dado que se encuentran a distancia unitaria 
de un punto dado del piano. 

(g) El conjunto cuyos clcmentos son los numeros 1 y 3. 

19 Para cada uno de los conjuntos que se indican, digase cuales son equivalentes y cuales 
son iguales. 

(a) Conjunto dc las Ictras difcrcntcs dc la palabra «indian». 

(b) Conjunto de las letras diferentes de la palabra «naid». 

(c) Conjunto de las letras diferentes de la palabra «dain». 

(d) Conjunto de las letras diferentes de la palabra «naidin». 

(e) Conjunto de las letras diferentes dc la palabra «tain». 

(0 Conjunto de las letras diferentes de la palabra «retain». 

20 Para cada uno dc los conjuntos que se indican. digase cuales son equivalentes y cuales 
son iguales. 

(a) Conjunto de las letras diferentes de la palabra «anna>>. 

(b) Conjunto {a, n, n, a). 

(c) Conjunto {a> n}. 

(d) Conjunto de las letras diferentes dc la palabra «an». 


1.2 Subconjuntos y enumeration 

Todo elemento del conjunto M dc las Ictras diferentes cn «Mississippi» es 
un elemento del conjunto L de las letras del alfabeto. Asimismo, el conjunto P 
de los numeros naturales pares esta incluido en el conjunto N de los numeros 
naturales. A continuation precisaremos esta nocion. 

Definici6n 1.4. El conjunto A es un subconjunto del conjunto B si todo 

elemento de A es elemento de B. 

Dado que este concepto se emplea a menudo, es conveniente simbolizarlo 
por A <=. B, que se lee «A es un subconjunto dc B» o «A esta incluido en B». Asi, 

A c= B si y solo si x e A implica xeB. 

Si existe un elemento de A que no esta cn B , entonces diremos que A no es 
subconjunto de B y escribimos A B. 

Ejemplo ilusikaiivo 1. Si L es cl cunjuiilu de las letras del alfabclu y 
R = {letras diferentes en «prisma»}, entonces R <= L. Tambien M <= R, ya que 
cada letra de «Mississippi» es una letra de «prisma». Como M c R y R c L, 
podemos concluir M c= L. Esto ilustra la propiedad transitiva de la inclusion de 
conjuntos. 

Ejemplo ilustrativo 2. El conjunto S = {s y m,i,p} esta incluido en M; 
de hecho, S = M. Todo conjunto A puede considerarse como subconjunto de 
si mismo y podemos escribir A a A para todo A; lo cual representa la propiedad 
reflexiva de la inclusion de conjuntos. 
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En este ejemplo podemos decir que ScMyMcSy concluir que MyS 
tienen exactamente los mismos elementos. De modo mas general, si A cz B 
y B c A, se siguc que A = B; esta condicion se usa a menudo como definition 
de la igualdad de conjuntos. 

Si A c B pero B <£. A, entonces existe al menos un elemento de B que no esta 
en A. En este caso diremos que A es subconjunto propio de B. 

Ejemplo ilustrativo 3. M es subconjunto propio de R. puesto que M c R % 
pero reR y luego P<£A4. El conjunto P de los naturales pares es sub¬ 

conjunto propio del conjunto N dc los numeros naturales puesto que 1 e N 
pero 1 i P. 

Ejemplo ilustrativo 4. El conjunto C = [estados de los Estados Unidos 
cuyos nombres comienzan con la letra «C»} = [California, Colorado. Connec¬ 
ticut} es subconjunto propio del conjunto EU de todos ios estados de los Estados 
Unidos. B = {estados cuyo nombre comienza con «B» es tambien subconjunto 
de EU , puesto quo todo elemento dc B lo cs tambien dc El Pero B cs el coiijunlu 
vacio, puesto que ningun estado cumple con la condicion que define a B. Este 
conjunto vacio aparece con frecuencia en el algebra modema > se Ie representa 
por el simbolo 0 (lease «conjunto vacio»l. Asi B = 0 y 0 c El 

De modo mas general, al conjunto vacio 0 se le considera como subconjunto 
de todo conjunto A t puesto que todo elemento que estuviera en 0, tambien 
estaria en A (no hay ningun elemento que deje de cumplir esta condicion). En 
particular 0 c 0. 

A veces resulta conveniente utilizar una representacion grafica mediante 
diagramas al analizar relaciones entre conjuntos. Tales diagramas se denominan 
diagramas de Venn , en honor del logico ingles James Venn (1834-1883). Un con¬ 
junto se representa mediante una region del piano encerrada por una curva; 
asi, el conjunto A se representa por los puntos en el interior de una circunferencia 
y el conjunto B por los puntos en el interior de un cuadrado. Colocando las 
curvas en diferentes posiciones, podemos ilustrar diversas relaciones entre los 
conjuntos, tal como en la fig. 1-1. 

Los diagramas de Venn son muy utiles para ilustrar propiedades de los 
conjuntos. Por ejemplo, el diagrama de la fig. 1-2 ilustra la propiedad transitiva 
de la inclusion de conjuntos. 

Definici6n 1.5. Dos conjuntos A y B se dicen disjuntos si no tienen elementos 

en comun. Para conjuntos disjuntos se tiene que si x e A entonces x$B v si 

x e B, entonces x 4 A. 

Ejemplo ilustrativo 5. El conjunto P de los naturales pares es disjunto 
con el conjunto / de los naturales impares. Tambien P es disjunto con L (letras 
del alfabcto). El conjunto vacio 0 es disjunto con todo conjunto A y incluso 
consigo mismo. 

Este concepto puede ilustrarse mediante los diagramas de Venn: 
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Si A c B y B c C, enionces A c C 


En la section 1.1 definimos la notion de equivalence de dos conjuntos en 
funcion de la idea de correspondence uno-a-uno. Si un conjunto es finite, 
entonces podemos enumerar sus elementos en algun orden, estableciendo asi 
una correspondencia uno-a-uno entre los elementos del conjunto y los elementos 
de algun conjunto de la forma {numeros naturales desde 1 hasta n}. 

Defin!Ci6n 1.6. El numero cardinal o la cardinalidad de un conjunto Jhuto A 
es el numero natural unico rt tal que los elementos de A estdn en correspondencia 
uno-a-uno con los elementos del conjunto {numeros naturales de 1 hasta n}. 
Designamos la cardinalidad de A mediante el simbolo n(A) (lease «n de /4» o 
acardinalidad de A»). El cardinal de 0 se define como igual a 0; esto es , w(0) = 0. 
Notese que en el presente texto 0 no se considera numero natural; esto es . 0 1 N. 


B B 

A A 


A disjunto con B 


A no disjunto con B 


1-3 
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Ejemplo ilustrativo 6. Para los conjuntos definidos antes, n(M) = 4. 
n{R) = 5, m(L) = 29. n(C) = 3.,n(B) = 0. n(EU) = 50. 

Con frecuencia, en una determinada situacion, estamos interesados en sub- 
conjuntos tornados de un conjunto universal determinado consistente de todos 
loselementosconsiderados. Por ejemplo, en el ejemplo ilustrativo 1 de esta seccion 
consideramos los conjuntos My/i subconjuntos del conjunto universal L de 
todas las letras del alfabcto. En el ejemplo ilustrativo 4. el conjunto universal 
EU. 

Definition 1.7. Si A es un subconjunto de un conjunto universal U. emonces 
el complemento de A se define como el conjunto de los elementos de U que 
no estan en A. 


Este complemento lo simbolizamos por -1 i lease prima» o «comple- 
mento de A») y escribimos A' = {x|*e L y x~ 4‘. 

Ejemplo ilustrativo 7. Si el conjunto universal es E. entonces M = {letras 
que no estan en la palabra «Mississippi»; Notese que M > Af son disjuntos. 
En general. A y A' son disjuntos, cualquiera que sea el conjunto -t Notese tambien 
que n{M) = 4y n(M’) = 25. de modoque nlA/l - m\1 i = n<Lj. 

Ejemplo ilustrativo 8. Si el conjunto universal es .V. entonces P' = {nu- 
mcros naturales que no son pares; = Inumeros naturales impares’ =/.Ademas. 
/' = P. En general, si A' = B. entonces B = A. de modo que [A')' = A. En otras 
palabras, el complemento del complemento de un conjunto es el mismo conjunto. 

Ejemplo ilustrativo 9. Si el conjunto universal es EU. B' = {estados de 
los Estados Unidos cuyos nombres no comienzan con «B»}. Pero entonces 
B' = EU. puesto que ningun estado tiene un nombre que comience con «B». De 
modo general, si U es el conjunto universal, entonces 0' = U y U' = {elementos 
de U que no estan en U} = 0. 

Problem as 

1 Si A = {1,2,3,4.5}, B = {2.3.4} y C = {2,4,5}, <,cu;iles de las siguientes proposi- 
ciones son verdaderas? 

(a) A - B (b) A c C (c)8c^ 

(d) B c-c |e|Cc^ (f) C«= B 

(g) C *= c ? | (h)_0 ) <=J) | (i) B = C 

2 Para los conjuntos en el problema 1: 

(a) <,Cual es el conjunto cuyos elementos estan en B y C? 

(b) tCual es el conjunto cuyos elementos estan en B y {1,5}? 

(c) <,Cual es el conjunto cuyos elementos estan en C y {1,5}? 

3 Encuentrensc todos los subconjuntos de G = {r.s. t}. que contienen a r pero no con- 
tienen a t. 

Indication: Hay dos subconjuntos de este tipo. 
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4 (a) Enumerense los subconjuntos del conjunto {a, b}. Observese que hay 2“ = 2 x 2 

subconjuntos. 

(b) Enumerense los subconjuntos del conjunto { a , b y c}. Observese que hay 2 3 = 2 x 
2x2 subconjuntos. 

5 Para el conjunto {a,b y c y d} f enumerense los subconjuntos que contienen: 

(a) cuatro elementos (b) tres elementos 

(c) dos elementos (d) un elemento 

(e) ningun elemento. 

^Cuantos subconjuntos hay en total? ^Esta esto de acuerdo con el modelo del Proble- 
ma 4? 

6 ^Cuantos subconjuntos tiene el conjunto {a}? <\Esta esto de acuerdo con el modelo del 
problema 4? 

7 {.Cuantos subconjuntos tiene el conjunto 0? iQue sc puede decir acerca de un conjun¬ 
to A si solo tiene un subconjunto? 

8 Demucstrese que si A es subconjunto propio de B y B c C, entonces A es subconjunto 
propio de C. 

9 Si D = {0.4.7}. dccimos que 7 e D o {7} c /), pero no podemos decir 7 <= D porque 7 no 
es un conjunto. <,Cuales de las siguientes proposiciones son verdaderas? 


(a) 4 eD (b) 4 <= D (c) Oe D 

(d) 0 6 D (e) 0 c D (0 0 c D 

(g) 4 = {4} (h) 4 e {4} (i) 0 = 0 

(j) OeP 

10 Si A = {a, b, c} y B = {«,/), c*. d) y /.cuales de las expresiones siguientes son validas?: 
(a) AgB (b) A c B (c) ae A 

(d) beB (c)kfl (0 NB 

(g) 0 c A (h) a e B (i) B a A 


11 S\aeX,he Y y X c Zc VcZ: 

(a) iEs cierto que aeZ? 

(b) cierto que beZl 

(c) iEs cierto que aeY? 

(d) Puede existir un elemento cn Z que sea elemento de X e V? 

(e) <,Puede existir un elemento en Z que sea elemento de X pero no de Y? 

(0 iPtiede existir un elemento cn Z que no sea elemento de X ni de Y? 

12 Uustrese el siguiente hecho mediante un diagrama de Venn: si A c B y B es disjunto 
con C, entonces A es disjunto con C. 

13 Expliquese por que es finito todo subconjunto de un conjunto finito. 

14 Si U = {0,1,2,3,4, 5,6,7,8,9} = {digitos cn nuestro sistema decimal} es c! conjunto 
universal y A = {0,1, 2 y 3.4, 5}, 0 = {2,3,4. 5}, C = {4. 5,6,7} y D = {6,7. 8,9}; 
/.cuanto valcn las cardinalidades siguientes? 

(a) n(A) (b) ti(B) 

(d) n(D) (e) n(U) 


(0 n(C) 

(0 m 



10 


Algebra y (rigonomctria 


15 Para losconjuntos del problema 14. indiquense los elementos de los conjuntos siguientes: 

(a) A' (b) B' (c) C 

(d) D' (e) U' (0 0 

16 4 ,Cuales son las cardinalidades de los seis conjuntos del problema 15? 

17 Si en un diagrama dc Venn el conjunto universal U se represent mediante los punios 
dcnlro dc un rectangulo y si A sc representa mediante los punios dentro de una circun- 
fcrcncia siluada cn cl interior del rectangulo. f.como queda representado A "} 

18 Utilicese cl diagrama del problema 17 para ilustrar el hecho de que 4 es disjunto con 
algun otro subconjunto B de U si y solo si B c A‘. 


1.3. Operaciones con conjuntos 

Si X = {numeros naturales desde 1 hasta 7;; )' = [numeros naiurales pares 
desde 2 hasta 6} = {2.4.6} y Z = {I. 3. 5. ^. entonces podemos decir que X 
puede obtenerse «uniendo» los conjuntos ) y Z Cada que dos clubes o 
grupos sociales se fusionan, tenemos un ejemplo de la operacion de obtener un 
nuevo conjunto mediante la union de dos conjuntos. 

Definition 1.8. La union tie dos conjuntos 4 y B es el conjunro de los elementos 

que pert eve een a A o a B 

Esta union la simbolizamos por 4 _ B ilease «A union B») y escribimos: 

AuB = {x\xeA o xeB). 

Al usar la palabra «o» en cste sentido en matematicas. no cxcluimos la posibi- 
hdad de que algun elemento de la union puede cstar cn ambos conjuntos A y B. 
de modo que podriamos haber dicho que A u B es el conjunto de los elementos 
que estan en A o en B o en ambos. 

Ejemplo ilustrativo 1. Para los conjuntos A\ Y y Z antes mencionados, 
podemos escribir X = Y U Z. Tambien podemos escribir X = Z u Y\ ya que 
el orden de los elementos de la union no afecta al conjunto. Decimos entonces 
que la operacion de union de conjuntos es conmutativa. Observese ademas 
que n(Y) = 3, n(Z) = 4 y n(Y u Z) = 7 = n(Y) + n(Z). 

Ejlmplo ilustrativo 2. Si M = {lctras diferentes dc ^Mississippi^} y 
T = {letras diferentes de «Tennessec»}; entonces Mu 7 = {m,i‘ 9 s,p,t*e l n}. 
Notese que n(M) = 4 y n{T) = 4. pero n(M u T) = 7 ^ n(M) + n(T). puesto 
que hay un elemento, s, que esta en ambos conjuntos pero se contabiliza solo 
una vez en la union. Tambien M u M = M y, en general. A u A = A . para todo 
conjunto A. 

Ejemplo ilustrativo 3. Si P = {1,2}, Q = {1,3,4} y R =* {1.4. 5}. enton¬ 
ces Pu0 = {U3,4}; 0u/? = {U4,5) y P u (£ u R) = {1.2.3.4.5} = 
(Pu(?)uR. 
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Si un club masculino de ajedrez y uno femenino acuerdan fusionarse, el 
numero de miembros de la union es igual a la suma del numero de miembros 
de cada uno, pues aqui no hay posibilidad de iraslapo. En general, si A y B son 
dos conjuntos finitos disjuntos , entonces la union A u B es tambien finita y 
n(A u B) = n(A) + n{B). Si un club de filatelicos se fusiona con un club de numis- 
maticos para formar un club de coleccionistas. entonces el numero de miembros 
de la union puede ser estrictamente menor que la suma del numero de miembros 
de los dos clubes componentes, ya que podria haber individuos que pertenecieran 
a ambos clubes. 


Dhfinicion 1.9. La interseccion de dos conjuntos A y B es el conjunto de los 
elementos que pertenecen tanto a A como a B. 


Esta inlerseccibn la simbolizamos por A n B (lease «A interseccion fl») y 

escribimos . r% t , . f _, 

AnB = [x\xeA y xeB\. 


Ejemplo ilustrativo 4. Si M y T son los conjuntos del cjemplo ilustrativo 2, 
entonces M n T = {s}, puesto que s es el unico elemento que esta en ambos 
conjuntos. Notese que M n T = T n M. En general, para conjuntos cuales- 
quiera A y B, se tiene A r B = B n A. Decimos que la opcracion de interseccion 
es conmutativa. Tambien MnM = M y, en general. A r A = A para todo 
conjunto A. 

Ejfmplo ii.ustrativo 5. Si X, Y y Z son los conjuntos del ejemplo ilus¬ 
trativo 1, entonces Y = X n P; siendo P el conjunto de los numeros naturales 
pares y Z = X r\ L siendo / el conjunto de los naturales impares. Ademas. 
y n Z = 0 , ya que no existen elementos que pertenezean a ambos conjuntos 
y y z. 

En general, podemos decir que dos conjuntos A y B son disjuntos si y solo si 
A n B = 0 (veasc Definicion 1.5). 

Ejemplo ilustrativo 6. Si P. Q y R son los conjuntos del ejemplo ilustra¬ 
tivo 3. entonces P n Q = {1}. Q n R = {l,4},y (P n Q) n R = {1} = Pr\(QnR). 

Los diagramas de Venn pueden ser de gran utilidad para ilustrar relaciones 
que incluyen uniones e intersecciones. Si A denota la region dentro de una circun- 
ferencia (sombreada horizontalmente) y B la region dentro de un cuadrado 
(sombreada vertiealmente), entonces ,4ufi es la region de todos los puntos 
sombreados y A n B la region de los puntos sombreados de ambos modos. 
Vease la fig. 1-4. 

Estos mismos diagramas pueden utilizarse para ilustrar relaciones mas 
complicadas entre conjuntos en las cuales intervienen uniones e intersecciones, 
tal como se hace en la fig. 1-5. Si A y B son finitos. entonces A rB tambien 
es finito y n(A n B) es el numero de elementos que estan tanto en A como en B. 
Se sigue que, en general, para conjuntos finitos A y B, se cumple la siguiente 
To r m u\'d 

n(A u B) = n(A) 4- m(J?) — n(A n B) 
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Adcmas dc las operaciones de union e intersection* cxistc una tercera operation, 
la dc producto dc conjuntos, que cncontraremos bajo otra forma al estudiar 
sistcmas dc coordcnadas bidimcnsionalcs cn cl capitulo 4. 

En el menu de una cafeteria aparecen dos clases de emparedados: de jamon 
o de huevo. y tres tipos de bebidas: cafe, te o leche: entonces hay exactamente 
seis combinaciones consistentes en un emparedado y una bebida. que pueden 
enumerarse en forma expliciia como un conjunto de pares ordenados (el primer 
componente seria la clase de emparedado y el segundo el tipo de bebida): 

(jamon, cafe) (jamon, te) (jamon. leche) 

(huevo, caf6) (huevo, te) (huevo, leche) 

Una situation similar ocurre cuando queremos enumerar los pares ordenados 
que dan todas las clccciones posiblcs, una del conjunto A y otra del conjunto B. 
Decimos que los pares ordenados (<!,/>) y (.x, v) son iguales si x = a e v = b. 
Asi, (1.2) = (1,2) pero (1.2) * (2.1) y (1.2) * (1,3). 
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Definicion 1.10. El conjunto producto o producto cartesiano de dos con- 
juntos A y B es el conjunto de todos los pares ordenados (a, b) donde a estd 
en A y b estd en B. 

Simbolizamos este conjunto por A x B y escribimos 

A x B = {(a. b)\a e A. b e B). 

Ejemplo ilustrativo 7. Si C = {1.2} y D = {x.y}, entonccs C x D = 
{( 1. x), (1. y), (2. x), (2, y). Tambien. D x C = {(x, 1). (x. 2). (y. 1 h (y, 2)}. de modo 
quo el orden de los factorcs es importante. (Entonccs decimos que la operacion 
del producto de conjuntos no es conmutativa.) 

Si el conjunto A tiene un solo elemento cu entonces A x B = {(a,b)\b€ B } y 
hay exactamente un elemento en el producto por cada elemento de B. Si A es el 
conjunto vacio, entonces no hay pares ordenados con primer elemento en A. 
dc modo que el producto tambien es vacio. Podemos entonces escribir 0 x B = 
P — B x P para todo B. Si C = {1, 2}, entonces C x C — {(1, 1), (1.2), (2, 1), 

a 2 )}. 


Problemas 


1 Si U = {0.1.2.3,4,5,6,7.8,9} cs el conjunto de los digitos de nucstro sistema decimal y: 

A = {0.1.2,3,4,5). C = {4,5.6,7}. 

B = {2,3,4,5}. /> = { 6.7,8,9}, 


determinese y representese graficamentc los conjuntos: 


(a) Au B 
(d) Du A 
(g) A u 0 
(j) DnU 
(m) (A kj B )' 


(b) BuC 
(e) BnD 
(h) 

(k) B' u D' 
(n) (finO)' 


(c) C r\D 
(0 BnC 
(i) CuU 
(1) A'csB 
(o) (UkjQ.)' 


2 ( ',Cuales son las cardinalidades dc los conjuntos del problema 1? 


3 Si U = {x\x es una letra del alfabeto}. A = {x|x es a o una de las cuatro letras siguientes 
delalfabeto},£ = {x|xesco una de las cuatro letras siguientes del alfabeto} e/ = {x|xesi 
o una de las cuatro letras siguientes del alfabeto}, determinense: 

(a) A n E (b) Enl (c) In P 

(d) QvA (c) AnI (f) E o U. 


4 ^Cuales son las cardinalidades de los conjuntos del problema 3? 

5 Complctcnse las siguientes proposiciones, siendo X un subconjunto arbitrario del 
universo U. 

(a) X v U = 

(d) X n 0 = 

(g) X kj X 1 = 


(b) X n U = 
(e) X n X = 
(h) X n X' = 


(c) X u p = 
(0 = 
(i) Qr>U = 
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► *6 Para todo conjunto A, un conjunto dc subconjuntos de A sc dice exhaustive) si la union 
de estos subconjuntos cs A, y se dice disjunto (rccuerdese la DeSnicion 1.5) si no hay 
dos subconjuntos que tengan clementos comunes. Si A = J a % b,c). determinese cuales 
de los siguientes conjuntos de subconjuntos de A son exhaustivos y cuales son disjuntos: 

(a) {«}• { fo } (b ) {a},{b,c} (c) {a,b}, [b.c] 

(d) M. {«./>} (e) {a},{fc},{c} 

7 Demuestrese que para todo conjunto universal U . todo par de subconjuntos X y X' cs 
exhaustivo (segiin se definio en cl problema 6). 

8 Si en el diagrama de la fig. 1-6 el area interior al rectangulo representa un conjunto A, 
cl triangulo un conjunto B y cl circulo un conjunto C. determinese cl area representada 
por: 

(a) A u B (b) A n B (c) A n C 

(d) BuC (c) (A u B) n C (0 iA \j B)' nC 
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9 Utilizando los diagramas dc Venn demuestrese que: 

(a) Au B = A si y solo si Be 4 (b) A n B = B si y solo si B c A 

(c) B <= A si y s6lo si A' c B (d) (AJ = A 

10 Indiquese que condiciones deben cumplir los conjuntos A y B para que sc verifiquen 
las igualdades siguientes: 


(a) A B = P 
(d) AvB=V 

(g) /lop -p 
(j) A u U = A 


(b) A nB = U 

(c) A r B = A 
(h) A o U - A 

(k Mu0 = l/ 


(c) /I u B = 1/ 
(I) /luB = /I 
(i) 

(I) .4 u 0 ■= p. 


11 Indiquese para cada una de las proposiciones que siguen si es verdadera o falsa, siendo 
A y B conjuntos cualesquiera: 


(a) A csta siempre incluido en A u B. (c) A esta siempre incluido en A n B. 

(b) B siempre incluye a A u B. (d ) B siempre incluye a A n B. 


* Los problemas prcccdidos por un triangulo ( ►) son fundamentalcs para la comprension 
de temas posteriores del libro y. por tanto, deber ser asignados a todos los alumnos. 
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Si A 3 B. entonces, 

(e) An B cs siempre igual a A. (g) A u B cs sicmprc igual a A. 

(0 A n B es sicmprc igual a B. (h) A u B es siempre igual a B. 

12 El equipo de futbol F, el equipo de basque!bol B y el equipo atletico A deeiden formar 
un club deportivo D. <,Cuantos miembros tendra D si n(F) = 25. n{B) = 12, n{A) = 30 y 
ninguna persona pertenece simultaneamente a dos equipos? 

13 Si en el problema 12n(F n A) = 6 y no hay miembros de B que esten en F o A, entonces. 
^cuanto es n(D)? 

14 Si cn el problema 12 n(F n A) = 6, n(A n B) = 4 y n(F n B) = 0, cnionccs, ^cuanto 
cs n(D)l 

15 Si en el problema 14 n(F n A) = 6, n(A n B) = 4, n(F n B) = 3 y hay dos personas que 

estan en los ires equipos, eslo es, n(F n B n A) = 2, entonces, ^cuanto es n(D)? 

16 Dibujcse un diagrama de Venn que contenga ires conjuntos A, B y C tal que A n B & 0, 
fi nC^@y C n /! /- 0, pero, A n B nC = 0. 

17 Si A, B y C son conjuntos flnitos que satisfacen las condiciones del problema 12, de- 
minese una formula que exprese n(A u B u C)c n terminos de n(A), n(B), n(C), n{A n B ), 
n(B nC) y n(C n A). 

18 Si C y D son los conjuntos definidos en el ejemplo ilustralivo 7, £CUanto valen las car- 
dinalidades siguientes? 

(a) n(C) (b) n(D) (c) n(C x D) 

(d) n(D x C) (e) n(C x C) (0 n(C x 0) 

19 Si £ = {jamon, huevo} y B = {cafe, te, leche}, entonces, quanto valen las cardina- 
lidades siguientes? 

(a) n(E) (b) n(B) (c) n(E x B) 

(d) n(E x E) (c) n{B x B) (0 n(B x E) 

20 Si J = {2} y K = {a, b, c. d, e}, enumere los elementos de J x K y K x J. (.Cuanto 
valen n{J), n(K), n(J x K) y n(K x J)? 

21 Si A y B son conjuntos finitos no vacios, ique puede decirse dc n[A x £)? 

22 Demuestrese que si A n B = 0, entonces ( A x C) n{B x C) = 0, esto es, si A y B no 
tienen elementos en comun, entonces no puede haber pares ordenados comunes en 
A x C y B x C. 

23 Expliquese por que (A n B) x C = (A x C)n(B x C): esto es. si un par ordenado 
(x. c) esta cn A xCyenBxC; entonces (x, c) debe estar en (A n B) x C y reciproca- 
mente. 

24 Si A y B son disjuntos, expliquese por que (A \j B) x C = (A x C) u {B x C). 

25 Si P = {numeros naturales pares) e / = {numcros naturales imparcs), entonces, 
(.cualcs de las siguientes proposiciones son verdaderas? 

(a) (2, 3)eP x J (b) (1,19 )el x / 

(d) 22e P x P (e) (2,0)6 P x 0 


(c) (2.2)e/ x P 
(0 {2} x / c P x / 
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El algebra numerica 


Este capitulo tiene dos propositos. El primcro cs presentar un rcpaso de 
algunos dc los hechos basicos acerca de las propicdades algebraicas de los 
numeros reales. Ia mayor parte de los cuales son famiiiares para el lector desde 
sus estudios secundarios. En este repaso tambien iremos estableciendo la termi- 
nologia quc se usa en el tcxto a mcdida que dcsarrollemos el algebra de los 
numeros reales y estudiemos sistemas algebraicos mas complicados. 

El segundo proposito es organizar estos hechos basicos del algebra de los 
numeros reales dentro de un sistema deductive Sc acostumbra presentar la 
geometria de la escuela secundaria como un sistema deductivo. partiendo de 
unas pocas proposiciones o axiomas fundamentals y deduciendo mediante 
reglas logicas, teoremas y corolarios Sin embargo, es menos frecuente que el 
algebra sea presentada de esta manera. En el presente capitulo presentaremos 
un conjunto de axiomas que serviran de base para la mayoria dc los hechos 
algebraicos basicos de los numeros que utilizaremos en el libro. Construiremos 
el sistema algebraico de los numeros realcs paso a paso. si bien nuestro trata- 
miento no sera tan formal como en el caso de un curso de algebra avanzada o 
teoria de numeros. 

Los numeros realcs se usan para contar y para medir. El conjunto de los 
numeros realcs contiene no solo los numeros naturales que encontramos en el 
capitulo anterior al contar los conjuntos finitos, sino quc tambien contiene otros 
numeros que miden la longitud de un segmento. 

En el capitulo 4 estudiaremos con detalle los aspectos geometricos de los 
numeros reales y solo entonces completaremos el sistema de axiomas que des- 
• cribe por completo el conjunto de los numeros reales. 

En el presente capitulo estudiaremos principalmcnie las propicdades alge¬ 
braicas del sistema de los numeros reales. La primera seccion repasa los axiomas 
mas famiiiares de los numeros reales, todos los cuales han sido ya verificados 
para los numeros naturales. En la seccion 2.2. iniroducimos nuevos axiomas 
que garantizan que la substraccion sea siempre posible y en la seccion siguiente 
estudiamos el sistema de los enteros. En la seccion 2.4. introducimos el axioma 
que garantiza la division por un numero real no nulo y en la seccion Final estu¬ 
diamos los numeros racionales y los irracionales. 


16 
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Si bien enunciaremos cada uno de los axiomas para numeros reales, en el 
transcurso del desarrollo del tema se hara evidente que algunos de estos axiomas 
se cumplen tambien para otros sistemas cn los que sea posiblc sumar y multiplicar. 
Un sistema algebraico que satisfaga todos los axiomas de este capitulo se deno- 
mina cuerpo. En el capitulo 7 estudiaremos el conjunto de los numeros complejos. 
el cual es un cuerpo, y en el capitulo 9 estudiaremos las propiedades algebraicas 
de las matrices, las cuales satisfacen algunos pero no todos los axiomas de un 
cuerpo. 


2.1 El algebra de los numeros naturales 

En esta seccion enunciaremos do mancra prccisa diversas propiedades del 
sistema de los numeros reales R. las cuales resultan ser tan basicas que las utiliza- 
remos como axiomas para justificar otras propiedades mas complicadas de los 
numeros reales. Una de las ventajas resultantes al describir los numeros reales 
medianic uu coujunlu de axiomas esta eu la comparacion de las propiedades 
algebraicas de un sistema con las de olro. Por ejemplo. todos los axiomas que 
se estudian en esta primera seccion se cumplen para el subconjunto de R que 
consta de los numeros naturales N, la mayor parte de cuyas propiedades ya 
hemos comentado en el capitulo anterior. 

Los primeros tres axiomas que estudiaremos tienen una forma para la adicion 
y una forma paralela para la multiplicacibn. lo cual indicarcmos colocando una 
«A» o una «M» a continuacion del numero del axioma. 

Los primeros axiomas para los numeros reales son tan familiares que genc- 
ralmente no nos referiremos a ellos explicitamente, pero son importantes al 
estudiar otros sistemas algebraicos. 

Axioma 1 A. Clausura de la adicion. Para lodo a v b en R . la suma a + b 

esta en R. 


Axioma 1 M. Clausura de la multiplicacion. Para todo a y b en R , el pro¬ 
duct o a b estii en R. 

Ejemplo ilustrativo 1. El subconjunto N de los numeros naturales tam¬ 
bien satisface las propiedades de clausura de la adicion y dc la multiplicacion. 
ya que para lodo n, m en N, la suma n -+- m y el producio n • m estan tambien en /V. 
El subconjunto / de los numeros naturales impares no tiene la propiedad de 
clausura de la adicion, ya que 3 y 5 estan en /. pero su suma 3 «f 5 = 8 no esta en /. 
Sin embargo, como demostraremos en la seccion 2.3, el conjunto / es cerrado 
bajo la operacion de multiplicacion: esto es, el producto de dos numeros impares 
es tambien impar. 

El siguiente conjunto de axiomas se reficre a la forma de agrupar los numeros 
reales mediante parentesis cuando se suman o multiptican mas de dos numeros 
reales. 
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Axiom a 2 A. Asociatividad de la adicion. Para todo a.b y c en R.(a + b) + c 
= a 4- (/> 4- c). 


Axiom a 2 M. Asociatividad de la multiplicacion. Para todo a . b y c en R , 
(a • b) ■ c = a • (b • c). 

A causa dc cstos axiomas, cscribimos simplcmente d + li + co a- be, ya 
que no influye el lugar en que coloquemos los parentesis cuando se trata de una 
sucesion de adiciones o multiplicaciones. Sin embargo, si una expresion incluye 
adiciones y multiplicaciones, la colocacion de los parentesis es importante. 
Por ejemplo, (3 • 4) + 2 = 14 y 3 • (4 + 2) = 18. 

El siguiente conjunto de axiomas se refiere al orden en que pueden sumarse 
o multiplicarse dos numeros reales. 

Axioma 3 A. Conmutatividad de la adicion. Para todo ay b en R % a + b = 
b 4- a. 


Axioma 3 M. Conmutatividad de la multiplicacion. Para todo a y b en R. 
ab = b‘ a. 


Cuando trabajamos con subconjuntos dc los numeros reales (por ejemplo, 
con los naturales), entonces estos axiomas de asociatividad y conmutatividad de 
la adicion y la multiplicacion, se cumplen automaticamente. Mas adclante en el 
capitulo cstudiaremos otras operaciones como la substraccion y la division dc 
numeros reales, que no son ni asociativas ni conmutativas. En el capitulo 9 
estudiaremos un sistema algebraico, las matrices de 2x2, que tienen la propiedad 
conmutativa para la adicion pero no para la multiplicacion. 

El axioma que sigue relaciona las dos operaciones dc adicion y multiplicacion 
de numeros reales. Daremos dos formas de el, una para multiplicacion a izquierda 
y otra para multiplicacion a derecha. ya que posteriormente consideraremos 
sistemas que no tienen la propiedad conmutativa para la multiplicacion. 

Axioma 4. Distributividad de la multiplicacion respecto a la adicion.— Para 

todo a,b y c en R, c • (a + b) = c a 4- c b y (a 4- b) • c = a c = a c 4- b ■ c. 

Hay un axioma adicional de los numeros reales que tambien se cumple para 
los naturales. 


Axioma 5 M. Existencia de la identidad multiplicativa. Existe un unico 
numero 1 en R tal que 1 • a = a • 1 = a para todo a en R. 

Estc axioma cs satisfecho por N, ya que 1 es numero natural. Observese que, 
en particular, 1*1 = 1. 

Para concluir esta seccion. mencionamos cinco axiomas de igualdad que se 
usan constantemente en el algebra moderna. Estos principios son tan basicos 
que rara vez nos referimos a ellos explicitamente en nuestras explicaciones en el 
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texto, pero deseamos puntualizar de manera precisa cuales son las suposicioncs 
quc hacemos al traiar con igualdades de numeros reales. 

Axioma I 1. Reflexividad de la igualdad. Para todo a en R. a = a. 


Axioma I 2. Simetria de la igualdad. Para todo a y b en R, si a = b, enton- 
ees b = a. 


Axioma I 3. Transitividad de la igualdad. Para todo a. b y c en R. si a = b 
y b — c, entonces a = c. 

Utilizamos implicitamente esta propiedad transitiva cada vez que escribimos 
una sucesion de igualdades y concluimos que el primer termino es igual al ultimo. 
Por ejemplo, podemos escribir 3 ■ (2 + 4) + 5 = (3 • 6| + 5 = 18 -+ 5 = 23. 

Los dos axiomas finales para igualdades se refieren a las operaciones de 
adicion y de multiplicacion. 

Axioma I 4. Propiedad de adicion para la igualdad. Para todo a, b y c 
en R. si a = b. entonces a + c = b + c. 


Axioma I 5. Propiedad de multiplicacion para la igualdad. Pam todo a. 
b y c en R, si a = b. entonces a- c = b- c. 

Supondremos que si dos numeros reales son iguales, entonces uno puede 
ser sustituido por el otro en cualquier expresion algebraica. Por ejemplo. si 
a = 2b, entonces 3a + b + 1 = 3(2 b) + b +- 7 y a 2 = (2b) 2 . 


Problemas 


I Indiqucse cual de los axiomas dc los numeros reales justifica cada una de las propo- 
siciones siguientes: 


(a) 2-3-t-2-5 = 2-(3 + 5) 

(c) 2 • 10 + 3 • 10 = (2 + 3) • 10 
(e) <4 -10* ■ 10 = 4 (10 10) 

(g) 10-(4-10) = (4-101- 10 


(b) (10+ 5) + 3= 10+ (5 + 31 
(d) 10 + (4 + 10) = 10 + (10 + 4) 

(0 (10 4) • 10 = (4 10) -10 
(h) (10 + 2) • (20 + 3) = (10 + 2) • 20 + 
(10+ 2) - 3. 


2 En los ejercicios siguientes. supongase que x representa un numero real desconocido 
y supongase que x* = x • x. ^Cual dc los axiomas justifica cada una de las proposiciones 
que siguen? 

(a) (x + 2) + 3 = .x + (2 + 3) (b) 4 • (lOx) = (4 ■ 10)x 

(c) (2x)x = 2x 2 (d) 4 -(x + 3) = 4x + 4 ■ 3 

(e) (x + 3)x = x J + 3x 


3 Cada una de las proposiciones que siguen puede justificarse en dos pasos. En cada caso, 
completese un paso central e indlquese quc axioma justifica cada paso. 

(a) (10 + 8) + 20 = 10 + (20 + 8) 

(b) 5 2 + 6-2 = (6+5)-2 
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(c) 3 • (4 • 10 + 2) = (3 • 4) ■ 10 + 3 • 2 

(d) (10 + 2) • (20 + 3) = (10 • 20 + 2 • 20) + (10 - 3 + 2 • 3) 

(e) (40 + 3) • (100 + 2) = (40 • 100 + 3 • 100) + (40 • 2 + 3 • 2) 

(0 (2 + 3) ■ 7 = 7 • 2 + 7 • 3 

(g) 20 (3-10) = 3 (10 20) 

(h) (8+ 1) • 4 = 8 ■ 4 + 4 

4 Justifiqucse cada uno dc los pasos cn las siguientcs igualdades: 

(a) (x + 3)-(x + 2) = (x + 3)x + (x + 3)-2 = (x 2 + 3x) + (2x + 3-2) 

(b) (x 2 + 3x) + (2x + 3 • 2).= x 2 + (3x + (2x + 3 - 2)) = x 2 * ((3x + 2x) + 3 • 2) 

(c) (3x 2 + 2) + (x 2 + 2x) = ((3x 2 + 2) + x 2 ) + 2x = (x 2 + (3x* + 2)) + 2x 

(d) (x 2 + (3x 2 + 2)) + 2x - «x 2 + 3x 2 ) + 2) + 2x = ((1 + 3lx 2 + 2) + 2x. 

5 En este problcma eliminamos el uso de parenicsis cuando cste paso se juslifica por los 
axiomas dc asociatividad. Asl. escribimos x 2 * lx - ? en lugar de (x 2 + 2x) + 3 

6 x 2 + (2x + 3). Indiquese quc axiomas justifican cada una de las proposiciones quc 
sigucn • 

(a) (x 2 + 2x + 5) + (x 2 + 3x + 1) = (1 + l(x 2 + (2 + 3|x + (5 + 1) 

(b) 5 • (x 2 + 3x + 2) = 5x 2 + (5 • 3)x + 5 • 2 

(c) (x + 2) - (2x + 3) = 2x 2 + (2 2 + 3)x + 2 3 

6 Mu6stre.se por qu6 (x + l) 2 = x 2 + (1 - llx + 1. c indiquese que axiomas justifican 
cada paso. 

7 Muestrese cuidadosamcnte por quc {a hr = a 2 b 2 c indiquese que axiomas justifican 
cada paso. 

8 Muestrese cuidadosamcnte por que [a + b) 2 = a 2 + 2 • a • b 4- b 2 . (Aqui usamos el 
hccho de que 1 + 1 = 2.) 

9 Hasta ahora no hemos utilizado nuestro conocimicnto acerca de las tablas de adicion 
y dc multiplicacion dc numeros naturales. De ahora en adelante supondremos que 
conoccmos estas tablas desdc el 1 hasta el 9 y supondremos que conocemos tambien 
el valor posicional dc las cifras en un numcro, de modo que 37 = 3 • 10 + 7 y 243 = 
2 10 10 + 4 10 + 3. En la aritmctica corriente utilizamos los axiomas del 1 hasta el 4 
con tanta frecuencia y en forma tan mccanica que, en realidad, casi no pcrcibimos el uso 
quc cstamos haciendo de cllos. 

Para ilustrar el uso de estos axiomas podemos descomponcr un calculo corriente 
en sus pasos mas simples. Indiquese que axioma justifica cada paso. 

37 + 22 = (3 • 10 + 7) + (2 • 10 + 2) valor posicional 

= ((3 • 10 + 7) + 2 • 10) + 2 de las cifras 

= (3-10 + (7 + 2-10)) + 2 
= (3-10 +(2-10+ 7))+ 2 
= ((3 10+2-10)+ 7)+ 2 
= ((3 + 2)- 10 + 7) + 2 
= (3 + 2)-10+ (7 + 2) 

= 5-10 + 9 tablas dc adicion. 

= 59 





El algebru numerica 21 


10 Desarrollese cl mismo analisis del problema 9 para los calculos siguientes: 

(a) 5 + 37 (b) 6 17 

(c) 12 16 (d) 64 + 55. 

11 Expliquesc que significa la proposition de que los conjuntos scan cerrados bajo las 
opcrationcs dc union c intersection de conjuntos. 

12 Los axiomas dc asociatividad para los numeros reales corresponden a las siguientes 
proposiciones sobre conjuntos: para todos los conjuntos A. B y C se tiene (A u B) u C = 
A u (B u C) y (A r B) n C = A n (B n C). Ilustrcse cada proposicidn mediantc un 
diagrama de Venn. 

13 (,Que proposiciones acerca de uni6n e interseccion de conjuntos corresponden a los 
axiomas dc conmutatividad para la adicion y la multiplication de numeros rcalcs? 

14 En el capitulo anterior, en la fig. 1-5, utilizamos los diagramas de Venn para ilustrar 
una ley distributiva de la interseccion rcspecto de la union: A n (B u C) = (A n B) u 
(A n C). Utilicense diagramas de Venn para ilustrar la distributividad de la union 
rcspecto etc la intersection /lu(BnC) = (/luB)n(/iuC) obtenida inicrcam- 
biando union e interseccion en la ley de distributividad anterior. ^.Se puede intercambiar 
la adicion y la multiplication cn cl Axioma 4? 


2.2 Inversos aditivos y substruction 

En la primera section del presente capitulo examinamos un conjunto de 
axiomas que son satisfechos por el conjunto de los numeros naturales N. Este 
conjunto N no es lo suficientcmente grande para nuestro trabajo en algebra. 
Por ejemplo, si bien la ecuacion 2 + x = 5 tiene por solution el numero natural 
x = 3, no existe numero natural que sea solution dc la ecuacion x + 5 = 2. 
o incluso la ecuacion x + 2 = 2. En la presente section introduciremos dos nuevos 
axiomas que garantizaran soluciones para estas ecuaciones. En la section 2.3 
estudiaremos el conjunto Z dc los enteros, que es el menor conjunto que incluye 
aNy que satisfacc estos dos nuevos axiomas, asi como tambien los axiomas dc 
la section 2 . 1 . 

El primer axioma garantiza la existencia dc una identidad aditiva; cs deeir, 
un elemento que, sumado a un numero a. da el mismo a. 

Axioma 5 A. Existencia dc una identidad aditiva. Exists un unico numeruO 

tal que a + 0 = a para todo numero real a. 

El numero 0 cs, por tan to, la solution unica dc la ecuacion a + x = a> y 0 
actua rcspecto de la adicion de la misma manera que la identidad multiplicativa 1 
lo hace rcspecto de la multiplication. Ademas. por el axioma de conmutativi¬ 
dad 3 A, a + 0 = 0 + a = a, para todo numero a. Observese que 0 f N y. en 
particular. 0^1. 

El axioma siguiente garantiza la existencia de un in verso aditivo para cada 
numero a s esto es, un numero que. sumado a a. da 0. 
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Axioma 6 A. Existencia de un inverso aditivo. Para todo numero a existe un 
unico numero —a (lease «menos a» o «el negative de a») tal que a 4- ( — a) = 0. 

El numero - a es, por tanto, la solucion unica de la ecuacion a + x = 0. 
Como 0 + 0 = 0, se sigue que 0 es solucion de 0 + x = 0, de modo que 0 = —0; 
esto es, 0 es su propio inverso aditivo. 

Por el axioma de conmutatividad 3 A. a + ( — a) = (-a) + a = 0. Por tanto, 
a es la solucion unica de la ecuacion ( — a) + x = 0, y a es el negativo de —a. 
Escribimos este resultado en forma de teorema. 

Teorema 2.1. Para todo numero a, — ( — a) = n, esto es . el negativo del 
negativo de a es a. 

Mediante el Axioma 6 A podemos justificar otro resultado familiar muy util: 

Teorema 2.2. Ley de cancelacion para la adicion. —Para todos los numeros 
a, b y c, si a -4- c = h 4- e, entonces a = ft 

Demostracidn. Sumamos -c a ambos miembros obteniendo (n 4- c) + 
(-£•) = (b -+* c) 4- (-c); usando luego el Axioma 2 A obtenemos a 4- (c 4- (— c)) 
= b -i- (c 4- ( —e)). Utilizando el Axioma 6 A obtenemos u + 0 = />4-0y, por 
el Axioma 5 A, a = b. 

Como una aplicacion de la ley de cancelacion, podemos probar una propiedad 
fundamental de la identidad aditiva 0 con respecto a la multiplication. 

Teorema 2.3. Para todo numero a tenemos a - 0 = 0. 

Demostracidn. Partimos de 0 4- 0 = 0 y multiplicands ambos miembros 
por a. Obtenemos (0 4- 0) • a = 0 • a. Por el Axioma 4, obtenemos 0 • a 4- 0 • a = 
O-ayO-fl 4-0*a = 0 , a40. Por el Axioma 5 A y la ley dc cancelacion resulta 
0 • a = 0 . 

A partir del Teorema 2.3, podemos justificar la mayoria dc las propiedades 
algcbraicas de los numeros signados, por ejemplo: 

Teorema 2.4. Para todos los numeros a y b y (—a) h = —( ab ). 

Demostracidn. Sabemos que -(ab) es la solucion unica de la ecuacion 
a • b 4- x = 0, de modo que es suficiente mostrar que a • b 4- C -a) • b =0. Pero 
a-b 4- ( — a) - b = (a 4- ( — «))* b por el Axioma 4y<r4-(— ^) = 0 por el Axioma 5, 
de modo que a-b + ( — a)-b = 0 - b = 0 por el Teorema 2.3. 

Corolario 2.5. Para todo numero b, (-l)-b = —b. 

Demostracidn. Sea a = — 1 en el teorema anterior; entonces, (— 1) • fo = 
—(1 • b) = — b por el Axioma 5 M. 

Corolario 2.6. (—!)(-!)= 1. _ 

Demostracidn. Sea b = — 1 en el corolario anterior; entonces ( — 1)* ( — 1) = 
— 1) y -(-!)= 1 por el Teorema 2.1. A. 
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TeOREMa 2.7. Para todos los numeros a y /).( — «)•( — /)) = a b. 

Demostracidn. For el Corolario 2.5, — a = ( — l> a y — fr = (— l)-6. Utili- 
zando repetidamente el axionia de conmutatividad 3 M y cl axioma de asociati- 
vidad 2 M, obtenemos (-a) • (-b) = (-1 )-a • (-1) • b = (-1) • (-1) • a • b; de 
modo que por el Corolario 2.6. (-a)ti-b) = a-b. 

El teorema que sigue relaciona los inversos aditivos con la operation de 
adicion. 

Teorema 2.8. Para todos los numeros a y b , — (a + />) = (-«) + (-b): es 
decir, el negative de la suma de dos numeros es la suma de los negativos de los 
numeros. 

Demostracidn. - (a + />) =(-1) • + b ). por el Corolario 2.5, y (- 1) • (a -f b) 
= (-l)-fl + (-l)'b = (-a) + (-ft) por el Axioma de distribulividad 4 y el 
Corolario 2.5. 

AI comienzo de la section analizamos la ecuacion 5 + x = 2; pero hasta el 
momento hemos trabajado solamente con ecuaciones de la forma a + x = 0. 
El Axioma 6 A garantiza la existencia de una solucion unica para cualquier 
ecuacion de la forma a + x = b. 

Teorema 2.9. Para cada par de numeros a y b existe una solucion unica para 
la ecuacion a + x = b. 

Demostracidn. Sumando — a en ambos miembros, obtenemos ( — a) + 
(a -f x ) = ( — a) + b. de modo que ((—«) + a) 4- x = b + (-a) por los axiomas 
de asociatividad y de conmutatividad, de modo que 0 + x = xb + (— a). 

La solucion unica x = b + (—a) para la ecuacion a + x = b se representa 
por b — a (lease «/> menos a» o «la diferencia entre b y a»). La operacion que. 
dado un par de numeros b y a. da la diferencia b - acs la operacion de substruc¬ 
tion. 

Problemas 

1 Expliquese que signifies la proposicion: «E1 conjunto vacio 0 es la identidad respecto 
de la operacion de union de conjuntos». 

2 Muestrese que no hay un axioma para la union de conjuntos que corresponda al 
Axioma 6 A de los numeros reales, Hemostrando que, en general, es imposible encontrar 
un conjunto X tal que A vj X = 0. <‘.Cual es cl unico conjunto que posee un inverso en 
este sentido? 

3 Demucstrese que a{-b) = -ab para todos los numeros reales a y b. 

4 Demucstrese que la operacion de substraccion no cs conmutativa; es decir, cs posiblc 
encontrar numeros reales ay b tales que b - a * a - h. < f Que puede decirse de a y b 
si b - a = a - />? 

5 Demucstrese que la operacion de substraccion no es asociativa; es decir, cs posible 
encontrar numeros reales a. b y c tales que (a - h) - c * a - (b - c). 
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► 6 Muesirose por que la operacion de substraccion satisfacc una Icy dc distribuiividad; 

cs decir, para a, bycenR.se lienc cib - a) = cb - ca. 

Indication: Escribasc b - a como b + (-a) y utilicese el Axioma 4. 

► 7 Dcmuestrcsc quc para a y b cn R, -(b - a) = (- b ) + a. 

Indicacidn: Utilicese el problema 6. (Esta es la regia del carabio de signos para las 
canlidades entre parentesis precedidas de signo menos.i 

8 En esla seccion demostramos la ley de cancelacion a dere^ha Muestrese como puede 
probarse la ley dc cancelacion a izquierda, es decir. s i c + a = c + h. entonccs a = b. 

9 Demuestrese que el inverso aditivo de un numero real cs unico. cs decir, s i a + u = 0, 
entonces u = — a . 

Indicacidn: Suraese -a en ambos miembros y simplifiquese usando los axiomas. 


2.3 Enteros y factorizaciones 


En la primera seccion del capitulo cxaminamob aquellos axiomas del sistema 
de los numeros reales quc son satisfcchos per cl com unto V de los numeros 
naturales. El conjunto N no satisfacc los Axiomas 5 A \ 6 A. puesto que, por 
ejemplo, los numeros 0 y — 1 no estan en \ En esta seccion considcraremos el 
sistema de los enteros , que es el menor subconjunto de R que incluye a N y satis- 
face todos los axiomas de los numeros reaiev estudiados cn las secciones 2.1 y 2.2. 

Todo conjunto que incluya a N y que satisface los Axiomas 5 A y 6 A debe 
contener el 0 y los inversos aditivos de todos los elementos de N. 

Definici6m 2.1. Un entero es un numero real que es o un nianero natural, 6 0, 
o el negativo de un numero natural. Designamos por Z al conjunto de los enteros 
y escri hi trios Z = {x\x e N 6 x = 06 x = -n para algun n en N). Los numeros 
naturales se llaman enteros positivos y sus inversos aditivos se Human enteros 
negativos. El ent ero 0 no se considera positivo ni negativo. 

Como —(-/i) = n por el Teorema 2.1. el inverso aditivo de un entero negativo 
es un entero positivo. Asimismo, 0 es su propio inverso aditivo y el inverso aditivo 
de todo entero positivo es un entero negativo por definicion: por tanto, el inverso 
aditivo dc todo entero es un entero. de mode quc Z satisface el Axioma 6 A. 

El conjunto Z dc lus enteros es cerrado respecto de la adicion y de la multi- 
plicacion (veanse problemas 1 a 6 mas adelante) y como Z satisface el Axioma 6 A. 
es cerrado tambien respecto a la substraccion. 

Examinamos a continuacion el proceso de factorizacion para enteros. 

Definici6n 2.2. Si n. m y k son enteros y n • m = k, entonces se dice que n y m 
son factorcs o divisores de k y se dice q ue k es multiplo de n y de m. 

Ejemplo ilustrativo 1. 35 = 5*7 de modo que 5 y 7 son factores de 35 
y 35 es multiplo de 5 y de 7. Otros factores de 35 son - 5 y - 7 (puesto que 35 = 
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(— 5) • (- 7)) y 1 y 35 (puesto que 35 = 1 • 35). Dc modo mas general, si n es factor 
dc /c, entonces - n es tambien factor de k , ya que si n-m = k , entonces (— n) • (— m) 
= k. Asimismo, 1 cs factor de todo entero, ya que 1 • k = k y todo entero k es 
divisor de si mismo 

Ejemplo ilustr ati vo 2. 4 es divisor de 12, ya que 4 • 3 = 12 y 12 cs divisor 
de 60 ya que 12*5 = 60; entonces 4 es divisor de 60 ya que 4 • (3 • 5) = 60. De 
modo mas general, si n es divisor de k y k es divisor de s, entonces n es divisor de s. 
ya que si n • m = k y k * r = s, entonces n {m r) = (n • m) • r = s. 

Ejemplo ilustrativo 3. El entero 0 es multiplo de todo entero n. ya que 
'**0 = 0. Sin embargo, 0 es el unieo entero que tiene un numero infinito de 
divisores. 

Todos los entcros positivos, a cxcepcion del numero uno, pueden clasificarse ya 
sea como numeros compuestos o como primos. Un entero positivo se llama com- 
puesto si es distinto de uno y puede ser expresado como el producto de dos o mas 
enteros positivos, los cuales son sus factores. En ciertos casos, algunos de estos 
factores pueden rcpctirsc. Por ejemplo, 6, 9. 12 y 24 son compuestos, porque 
6 = 2-3, 9 = 3-3, 12 = 4-3 y 24 = 6-4. 

Un numero entero positivo se llama primo si es distinto de uno y no es com- 
puesto; en otras palabras, la unica forma en que podemos expresar un primo p 
como el producto de dos entcros positivos es p = p • 1 6 p = 1 • p. Los cuatro 
primeros numeros primos son 2, 3, 5 y 7. 

Todo entero positivo par distinto de 2 se puede expresar como 2ft. siendo k un 
numero natural distinto de 1, de modo que todo entero positivo par distinto de 2 
es compucsto. Todo entero compuesto puede descomponerse en un producto 
de primos. puesto que cada factor compuesto puede a su vez descomponerse 
en factores menores hasta que, en ultimo termino, todos los factores sean primos. 
Por ejemplo, 60 = 12*5 = 4- 3*5 = 2*2*3-5 6 60 = 10*6 = 5*2*3*2. Un 
hecho importante cs que los primos que aparecen en talcs descomposiciones 
seran siempre los mismos y cada uno aparecera siempre el mismo numero de 
veces en cada descomposicion. si bien el orden puede variar, como en el ejemplo 
anterior. La deraostracion de esta propiedad de descomposicion unica no nos 
concierne en esta explicacion. 

Se dice que dos entcros son relativamente primos si no ticncn factores primos 
comunes. de modo que sus unicos factores comunes son 1 y — 1. Por ejemplo, 15 
y 21 no son relativamente primos. ya que 3 es factor de ambos; pero 15 y 22 
lo son. En la seccion 3.5 considcrarcmos la factorizacion en forma mas general. 

Problemas 

1 Demucstrcsc que si -n y —m son dos entcros negativos, entonces su producto es un 

entero positivo. <,Que hecho de la seccion 2.2 se utiliza para justificar esto? 

2 Demu6strese que el producto de un entero negativo y un entero positivo es un entero 

negativo. 
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3 oQue hecho de la seccion 2.2 garantiza quc cl producto del cnlcro 0 por otro cntcro 
es un entero? 

4 Utilizando los resultados de los tres problemas anteriores, cxpliquese por quc cl con- 
junto de los enteros es cerrado respccto a la multiplicacion. 

5 Dcmuestresc que si — n y — m son dos enteros negativos, entonces su suma es un cntcro 
negativo. 

6 Dense cjemplos para mostrar que la suma de un entero positive y un entero negativo 
puede ser un entero positivo, un entero negalivo 6 0 (en el capituJo 4 se vera un trata- 
miento mas completo de la adicion de numeros signadosi. 

7 Mucstrese que 15 y 91 son ambos de la forma p • (/.siendop > q numeros primos distintos. 
Enumcrense todos los enteros positivos quc scan divisores de 15. Hagase lo mismo 
para 91. ;,Quc puede decirse en general acerca de los divisores de un entero de la forma 
p • q dondc p y q son primos diferentes? 

8 Enumcrense los factorcs de S y dir 27. <,Que puede decirse en general acerca de los divi¬ 
sores de lin entero de la forma p i - p • p • p, para un prime- p"? 

9 Sea J = {divisores de 48} y K = {divisores de 80: Enumcrense todos los eJcmentos 
de K r\ J - (c\ conjunto de los divisores cornu •:= de 4> . * t Oual cs el mdxinw divisor 
comun de 48 y 80? 

10 Sea G = {enteros positivos quc son multiples de 4 \ \ H = ;enteros positivos quc son 
multiplos de 6}. Enumcrense cinco do los clementos dc C r» H - (cl conjunto dc los 
multiplos comunes de 4 y 6.) /.Cual es el minima multiple comun de 4 y 6? 

11 Dcmuestrese que si k es un multiplo de n y r es un multiplo dc *, cntonces r es un mul¬ 
tiple dc n . 

12 Dcmuestresc quc cl conjunto dc los numeios compuestos cs cerrado respeclo de la 
multiplicacion: es decir. el producto de enteros compuestos cs un cntcro compucsto. 
<,Es cerrado el conjunto de los enteros compuestos respeclo dc la adicion? 

13 iEs cerrado el conjunto de los primos -especto dc la multiplicacion?, <.y respccto de la 
adicion? 

14 Sea Zp c! conjunto dc los enteros pares yZp incluye a P. el conjunto de los naturales 
pares). Dcmuestrese que el conjunto Zp es cerrado respccto dc la adicion; csto cs, 
si n = 2r y m = 2s son dos enteros pares, entonces su suma es par. <\Que axioma se 
puede utilizar para justificar este hecho? 

15 Dcmuestrese que el conjunto 7p definido en el problema H es cerrado respccto dc la 
multiplicacion; esto es, si n y m son pares, entonces n m = It para algun t en Z. iQ ue 
axioma se usa para justificar este hecho? 

16 Expliquese por que cl conjunto Zp definido en el problema 14 satisface los Axiomas 5 A 
y 6 A; esto es, 0 esta en Zp y si n = 2r esta en Zp, entonces — n puede escribirse como 
n = 2 u para algun entero u. 

17 iC ual es el unico axioma de las secciones 2.1 y 2.2 que no es satisfecho por el conjunto Zp 
de los enteros pares? 

18 Sea Z { cl conjunto de los enteros impares: esto es. Z , = {x\x = 2r + 1 para algun r en Z\. 
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Demueslrese que la suma de dos imparcs es par; esto es. si x = 2r + I, y = 2s + 1. 
siendo rys enteros,entonces x + y = 2 t para algun enlcro /. 

19 Demueslrese que el conjunlo Z, definido en el problems 18 es cerrado respecto de la 
multiplication; esto es. si x e y son imparts, entonces xy = 2u + 1 para algun u en Z. 

► 20 Utilizando los resultados de los problemas 18 y 19. demucstrcse que si n es un entero 
lai que n 1 =nn es par. entonces n es par. 

21 Expliquese por que cl cuadrado de un entero es un entero positivo o cero. 

22 Demucstrcse que el producto de tres enteros negatives es un entero negativo. 

23 Enumerense todos los primos menores que 100. 

24 Enumerense todos los numeros compuestos menores que 25. 

25 Enumerense todos los enteros menores que 30 que scan relativamente primos con 30. 


2.4 In versos inulliplicativus y division 

En las dos secciones prccedcntes hemos examinado los axiomas que garantizan 
la existencia de soluciones para todas las ecuaciones de la forma a + x = 0 y. 
mas en general, de la forma a + x = b, y hemos estudiado el sistema Z de los 
enteros que es el menor conjunto que contiene los numeros naturales N y que 
satisface estos axiomas. El conjunto Z tampoco es lo suficientemente grande 
para nucstro trabajo en algebra; por ejcmplo. si bien la ecuacfon 2x = 6 tiene al 
entero 3 como solucion, no existc un entero que sea solution de la ecuacion 
2x = 5 6 de 6x = 2 6 incluso dc 3x = 1. En esta section introduciremos un 
nuevo axioma que garantizara soluciones para ecuaciones como estas. En la 
seccion 2.5 estudiaremos el sistema Q de los numeros racionales. que es el menor 
conjunto que incluye a Z y satisface todos los axiomas de este capitulo. 

Hemos demostrado en el Teorema 2.3 que 0 • a = 0 para todo nitmero a, de 
modo que no podemos cncontrar un nitmero que sea solucion de la ecuacfon 
0 ■ x = 1. Sin embargo, el axioma que sigue garantiza la existencia de un inverso 
multiplicative) para todo nitmero no nulo a; esto es, un nitmero que multiplicado 
por a d6 la identidad multiplicativa. 

Axioma 6 M Existencia de inversos multiplicativos. Para todo numero a 
diferente de 0. existe un numero unico 1/a (lease «reciproco de a» o «uno dividido 
por a ») tal que a-(\/a) = I. 

El numero 1/a cs. por tanto, la soluefon imica de la ecuacion a ■ x = 1. Como 
1 • 1 = 1, se sigue que 1 es una solucion dc 1 x = 1. de modo que 1 = 1/1; cs 
decir, 1 es su propio inverso multiplicative. Asimismo. (— 1)• (— 1) = 1 por el 
Corolario 2.6. de modo que - 1 es una solucion de (- I) • x = 1 y 1 = l/(- 1 ); 
por tanto, — 1 es tambien su propio inverso multiplicative. 

Por el Axioma de conmutatividad 3 M. a- (I/a) a = 1; por tanto. a es la 
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solution unica de la ecuacion (1/a) • x = 1. de lo cual se sigue que a es el reciproco 
de 1 /a. Enunciamos este resultado en forma de teorema: 

Teorema 2.10 Para todo numero a diferente de cero , 1 (1 fa) = a, esto es, el 
reciproco del reciproco de a es a. 

El Axioma 6 M puede usarse para justificar otra propiedad familiar y de 
mucha utilidad. 

Teorema 2.11. Ley de cancelacion para la multiplication. Para numeros 
a y b cualesquiera y para todo numero c diferente de cero. si ac = b-c\ enton- 
ces a = b. 

Demostracibn. Multipliquemos ambos miembros por l,c: obtcnemos ( a • c) • 
(1/c) = b • c ( l / c ); en seguida. utilizando el Axioma de asociatividad 3 M. obtene- 
mos a * (c* • (1/c)) = b • (c • (1/c)). Por el Axioma 6 M. a 1 = b 1 y por el Axio¬ 
ma 5 M, a = b, 

I last a cstc punto, nucstra labor cn esta section ha sceuido cn forma casi para- 
lela el comienzo de la section 2.3. habiendo demostrado una fuerte analogia 
entre las propiedades de los inversos aditivos v las de los inverses multiplicativos. 
Sin embargo; en algun momento esta analogia debe quebrarse. pues hemos 
demoslrado en el Teorema 2.3 que la identidad aditiva 0 tiene la propiedad 
de que a • 0 = 0 para todo numero a y la identidad multiplicativa 1 no tiene una 
propiedad comparable. Podemos, sin embargo, ulilizar la ley de cancelacion para 
demostrar.un importante reciproco del Teorema 2.3. 

Teorema 2.12. Si a y c son numeros tales que a • c = 0, entonces , o bien a = 0, 
o bien c = 0. 

Demostracibn. Como 0 • c = 0 por el Teorema 2.3, tenemos a • c = 0 • c, de 
modo que si c ^ 0, utilizando la ley de cancelacion concluimos que a = 0: por 
tanto. o bien c = 0, o bien a = 0. Esta ultima propiedad se usa al considerar 
ecuaciones de la forma (x — a) • (a - h) = 0. La unica forma en que un producto 
puede ser 0 es que uno de los factorcs sea 0. de modo que. o bien x - a = 0, 
o bien x — b = 0, esto es. x = a o x = b. 

En el Teorema 2.8 ? demostramos que el in verso aditivo de una suma es la suma 
de los inversos aditivos. Demostraremos ahora que cl inverso multiplicative del 
producto de dos numeros diferentes de cero es el producto de sue inversos multi¬ 
plicativos. 

Teorema 2.13. Si a y b son numeros diferentes de cero. entonces l/(a-b) = 
tt/a)(l/b). _ 

Demostracibn. Sabemos que 1 /(a b) cs la solution unica de la ccuacion 
( a’b)‘X = 1. de modo que es suficiente demostrar que (a • h) ■ {{\/a) • (\/b)) = 1. 
Pero (1/a) • (1 /b) = (1 /b) • (1/a) por el Axioma de conmutatividad 3 M y utilizando 
repetidamente cl Axioma de asociatividad 2 M. obtcnemos («•/>)• ((1 lb) • (1/a)) = 
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a ■ b • (l/b) • (1 /a) = a • 1 • (1/a) por el Axioma 6 M y a • 1 • (1/a) = a • (1/a) = 1 por 
los Axiomas 5 M y 6 M. 

A1 comienzo de la seccion estudiamos ecuaciones del tipo 2x = 5 y 6x = 2, 
pero hasta el momento hemos trabajado solamente con ecuaciones de la forma 
a-x = 1. Sin embargo, el Axioma 6M garantiza la existencia de una solucion 
unica para cada ecuacion de la forma a • x = fr, si a no es igual a ccro. 

Teorema 2.14. Para todo numero b y todo numero a diferente de cero exisre 
una solucion unica de la ecuacion a x = b. 

Demostracion. Multipliquemos ambos miembros por 1/a obteniendo (1/a)- 
x a = (1/a) /?, y ((l/a)-a)-x = b-(l/a) por los axiomas de conmutatividad y 
de asociatividad: por tanto, 1 -x = x = fo - (1/a). 

La solucion unica x = b • (1/a) de la ecuacion a • x = b con a ^ 0 se simboliza 
por b/a (lease «b dividido por a» o «el cuociente de b por a»). La operacion que. 
dados un par de numeros b y a. da el cuociente b/a se llama operacion de division. 
El cuociente de b por 0 no se define y, en particular, el cuociente de 0 por 0 cs 
indefinido. 

Podemos identificar dos tipos especiales de cuocientes: _ 

Teorema 2.15. Para todo numero b . b/l = b. 

Demostracion. b/\ es la solucion unica de la ecuacion 1 x = b: pero x = b 
es solucion de esta ecuacion. 

Teorema 2.16. Si c es un numero diferente de cero , c/c = 1. 

Demostracion. c/c es por definicitSn la solucion unica de la ecuacion c - x = c: 
pero. x = 1 es una solucion de esta ecuacion. 

A continuacion daremos una lista de varias propicdadcs de las operaciones 
aplicadas a los cuocientes, dejando los detalles de las demostraciones como 
ejercicios. 

Teorema 2.17. Productos de cuocientes. (b/a) -(d/c) = (b-d)/(a'c) _ 

Teorema 2.1 8. Si c es un numero diferente de cero. entonces b/a = (b • c)/{a • c). 

Teorema 2.19. Igualdad de cuocientes. Si b/a = d/a, entonces b = d y 
si b/a = d/c, entonces b • c = a • d. 

Teorema 2.20. Reciprocos de cuocientes. Sib/a # 0. entonces l/(b/a) = a/b. 

Teorema 2.21. Cuocientes de cuocientes. Sib/a ^ 0 ; entonces (d/c)/(b/a) = 
{d • a)/(c ■ b). 


Teorema 2.22. Cuocientes de negativos. ( — b)/a = — (b/a) y ( — b)/( — a) 
= b/a. 

Teorema 2.23. Sumas de cuocientes. {b/a) + (d/c) = (ft • c + a • d)/(a • c). 
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Problemas 

1 Expliquese por que 0 cs cl unico numero real que es su propio inverse aditivo: esio es. 
demuestrese que si a = ( — a), ententes a = 0. 

2 Demuestrese que (<t + l)(n — 1) = a 2 — 1, donde a 2 = a • a. 

3 Usando el resultado del problcma 2. demuestrese que si a cs un numcro real que es su 
propio inverso multiplicativo, cntonccs a cs 16—1. 

4 Demuestrese que la opcracion de division no es conmutati\a: csto es. es posible encon- 
trar numeros reales a y b diferentes dc cero. tales que b a * a b. c Que puedc decirse 
accrca de a y b si b/a = a/bl 

Indication: Esta situacion puede ocurrir de dos maneras 

5 Demuestrese que la opcracion de division no es asocialiva; csto cs. cs posible cncontrar 
numeros realcs a, b y c diferentes de eero, tales que ui b\ c * u \b i ). 

6 Demuestrese que si c ^ 0, entonces (a + b)/c = [a c) + lb cl 
Indication: Escribase (a + h)/c = (a + hu 1 o > uscse el Axioma 4 

7 Demuestrese que si a • (6 • c ) = 0. entonces se tiene <i = 066 = 06t=0. 

8 Si (x — a) • (x — 6 )*(x — c) = 0. ;.que puede concluirsc accrca de x? 

9 En esta section hemos demostrado la ley de cancelation a la dcrecha para la multipli¬ 
cation. Demuestrese la ley de cancelation a la izquUrda: es dear, si ca = cb y c ± 0, 
entonces a = b. 

10 Muestrcse por que 0/a = 0 para todo numcro real a diferente de eero. 

Indication: Escribase 0/a = 0 (1 til. 

11 Demuestrese que (ri + c)/(b + c) = a h solo si a = h 6 si c = 0 

Indicaddn: Utilicese el hetho de que a b = x > solo si av = bx y apliquense las leyes 
de cancelation. 

12 Muestrcse por que el inverso multiplicativo dc un numcro real diferente de eero es 
unico; csto es, si a • u = 1, entonces u = 1 a. 

13 Demuestrese que si a y b son numeros reales diferentes de cero. entonces 1 /a + \/b = 
(b + a)/ab. 

14 Demuestrese el Teorema 2.17; es decir. (b,a)(d cl = (bd)iac). 

Indication: Escribase b/a = b (l/a). 

15 Demuestrese el Corolario 2.18 del Teorema 217. 

Indication: Utilicese el Teorema 2.16. 

16 Demuestrese cl Teorema 2.19. 

Indication: Multipliquense ambos miembros de la ecuacion por un mismo numero. 

17 Demuestrese el Teorema 2.20. 

Indication: Para demostrar que a/b es el reciproco de b/a . es suficiente demostrar que 
su producto es 1. 
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18 Demuestrese el Teorema 2.21. 

Indicacidn: Utilicense los Teoremas 2.17 y 2.21. 

19 Demuestrese el Teorema 2.22. 

Indicacidn: Para demostrar que {-b)ja es el negativo dc b/a . es suficiente dcmostrar 
quo su suma es 0. 

20 Demuestrese el Teorema 2.23. Utiliccseel Corolario2.18dos vecesy apliquese en seguida 
el problems 6. 

21 Demuestrese que si a # 0 y h = ac + </, entonces b/a = c + d/a. 


2.5 Numeros reales racionales e irracionales 

En la seccion anterior examinamos el ultimo de un conjunto de seis axiomas 
que describen las propiedades algebraicas del sistema de los numeros reales. 
Un sistema que satisface todos estos axiomas se llama cuerpo en algebra moderna. 
Sin embargo, estos axiomas no son suficicntes para caracterizar en forma unica 
el sistema de los numeros reales. En esta seccion, veremos que existe un subcon- 
junio de los reales, el sistema de los numeros racionales . que ya es un cuerpo. 
Demostraremos. sin embargo, que este sistema dc los numeros racionales no es 
suficiente para el trabajo que deseamos hacer en el algebra, ya que hay problemas 
algcbraicos asociados con situaciones geometricas familiares que no tienen 
solucion en el sistema de los racionales. En el capitulo 4 examinaremos en detalle 
la geometria del sistema de los numeros reales, pero de todos modos presentare- 
mos en esta seccion algunos aspectos de las propiedades algebraicas de los 
numeros reales no-racionales. 

Al comienzo del capitulo mencionamos el sistema Z de los enteros que era el 
minimo subconjunto del sistema de los numeros reales R que incluye al conjunto 
de los naturales N y satisface todos los axiomas con la exception de este ultimo 
Axioma 6 A. Trataremos ahora el minimo subconjunto de los numeros reales 
que incluye a Z y que satisface todos los axiomas de un cuerpo. 

Definicion 2.3. Un numero real x que puede expresarse como el cuociente 

de un entero n por un entero m diferente de cero, se llama numero racional. 

Desighamos el conjunto de los numeros racionales por Q y escribimos 

Q = {*1* = n/m con n y m en Z y m * 0} 

Ejemplo ilustrativo 1. 3 y (—13)/2 son numeros racionales. Todo numero 
decimal exacto, csto es. cuyo desarrollo decimal «termina», como 0,25 6 1,414, 
representa un numero racional, ya que 0,25 = 25/100 y 1,414 = 1414/1000. Los 
numeros 5 y -4 son racionales, ya que 5 = 5/1 y -4 = (— 4)/l = 4/(-l). De 
modo mas general, todo entero n es un numero racional. ya que n = w/1. En 
particular, 0 es un numero racional. ya que 0 = 0/1 y, de hecho, 0 = 0/n para todo 
entero n diferente de cero. Podemos entonces escribir Z cl Q y. como N <= 1, por 
la transitividad de la inclusion de conjuntos, N a Q. 
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Si n/m es un numero racional diferente de cero, entonces su reciproco esta 
dado por 1 /(n/m) = m/n, y este es tambien un numero racional. Por tanto, el 
inverso multiplicativo de un racional es tambien racional. de modo que Q satisface 
cl Axioma 6 M. Los axiomas dc asocialividad, conmutati\ idad y distributividad 
se cumplen automaticamente para (2, puesto qu cQ c: R. Como 0 y 1 estan ambos 
en Q . cl conjunto Q satisface tambien los Axiomas 5 A > 5 M. El conjunto Q 
tambien satisface el Axioma 6 A y es cerrado respecto de la adicion y de la multi¬ 
plication (veanse los problemas 8 . 9 y 10 mas adelantei: luego Q satisface todos 
los axiomas considerados en este capitulo y podemos. por tanto. decir que Q es 
un cuerpo incluido en el cuerpo de los numeros reales R. 

Mencionaremos ahora una propiedad muy importante de los numeros ra¬ 
cionales, que resulta crucial al estudiar los numeros reales no rationales. Sabcmos 
que un numero racional puede expresarsc como cuociente de enteros de diversas 
mancras. por ejemplo. 6/8 = 60/80 = 12/18. De hecho. si k es un entero diferente 
de cero. entonces njm = (km)/(km)\ por ejemplo si los enteros n y m son ambos 
pares, entonces n = 2 r y m = 2 s con r y s enteros >. por tanto. n/m = (2r)/(2s) = 
r/s. Similarmcnte, si n y m tienen otros factores comunes. podemos simplificar 
hasta expresar en ultimo termino n/m como cuociente de dos enteros relativamente 
primos, esto es. que no ticncn factores primos comunes. Este es el proceso familiar 
de «reducir una fraction a su forma mas simpler Por la propiedad de descompo- 
sicion tinica analizada en la seccion 2.3. se deduce que esta reduccion puede 
efcctuarse escncialmente de una sola manera (notese que no interesan los factores 
de 1 6 -1 al hacer esta reduccion). Por eiemplo. 60 80 = 3. 4 = (— 3)/( — 4) y 
(— 15)/ 51 = (— 5)/-17 = S/( — 17). 

Dcntro del sistema de los numeros ractonales Q podemos encontrar solution 
para cada ecuacion de la forma ax + b = c siendo a. b y c numeros racionales 
y a 9 * 0. (Vease el problema 15.) Sin embargo. ha> aigunos problemas algebraicos 
que resultan en la medicion de segmentos. quo no tienen solution en el sistema de 
los racionales, si bien debe haber un numero real que sea solution, pues se supone 
que el sistema de los reales debe ser suficiente para medir la longitud de cualquier 
segmento. 

Como un ejemplo de este problema. consideremos un cuadrado cuya area 
sea de 2 unidades cuadradas. La longitud del lado de este cuadrado es un numero 
real a tal que a’ = 2. Veiemos que es iinposiblc cneuiiiiai un uunieiu racional 
euyo cuadrado sea 2 . 

Supongamos que n/m es un numero racional cuyo cuadrado es 2. Elijamos 
para n/m la forma mas simple, de modo que. en particular, n y m no son ambos 
pares. De la suposicion (n/m) 2 = 2, deduciremos la contradiccion de que n y m 
deben ser ambos pares, puesto que si (n/m) 2 = n 2 lm z = 2, entonces n 2 = 2m 2 , 
de modo que n 2 es par y, por tanto, n tambien es par (vease el problema 20 de la 
seccion 2.3). Luego, n = 2k para algun entero k y 2m 2 = n 2 = (2k) 1 = (2k) • (2k) = 
2* (2 k 2 ). Aplicando la ley de cancelacion, nr = 2k 1 % de modo que nr es par y 




El algebra numerica 33 


tambien lo es m. Hemos llegado a la conclusion de que n y m son ambos pares, 
contradiciendo nuestra election dc n/m. Por tanto, es imposible enconirar un 
numero racional n/m cuyo cuadrado sea 2 . 

Tal como lo mencionamos antes, debe haber un numero real x que rcprescnle 
esta longitud; denotamos este numero con el simbolo Jl (lease «raiz cuadrada 
de 2 »). Nuestro razonamiento anterior muestra que Jl es un numero real que 
no es racional. 

DrriNiClON 2.4. Un numero real que no es racional se llama numero irracional. 

Designamos at conjunto de los niimeros irracionales por Q' ( lease «Q prima» a 

«el complement de Q en R»). 

Se tiene JleQ' pero 0 $Q' y Jl/ Jl = 1 $Q'. Hay muchos numeros impor- 
tantes que son irracionales. tales como In, la longitud de la circunferencia de 
radio 1 , o log 2 , el logaritmo de 2 en base 10 (como se describe en el capitulo 13). 
pero es bastante dificil demostrar que estos numeros no son racionales. Podemos. 
sin embargo, construir ilimitadamente muchos otros numeros irracionales a 
partir del numero irracional Jl\ por ejemplo, el numero real 3jl no puede 
ser racional. puesto que si 3 Jl = n/m con n y m enteros, entonces dividiendo por 3 
obtenemos Jl = n/(im), contradiciendo cl hccho de que Jl es irracional. De 
manera similar, podemos demostrar que el numero real Jl + 1 no puede ser 
un numero racional n/m. ya que (n/m) - I es racional y (Jl + 1) - 1 = Jl 
no lo es. 

Observese que no existe numero racional cuyo cuadrado sea -1. pero tampoco 
hay u n numero real con esa propiedad: luego no decimos que J- 1 sea un numero 
irracional. En el capitulo 7 estudiaremos el sistema algebraico de los numeros 
complejos, que satisface todos los axiomas del presente capitulo (pero no los del 
capitulo 4) y en el cual hay una solucidn para la ecuacion x 2 = - I. 

Las diversas relaciones entre los conjuntos estudiados en este capitulo pucden 
ilustrarse en el diagrams de Venn de la fig. 2-1. en el cual el conjunto universal 
se toma como cl de los numeros reales. 



2-1 
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Problem as 


1 Demuestrese que los siguientes numeros son rationales; esto cs. pueden exprcsarse 
como cuocicntc dc dos numeros enteros. 

(a) 0.6 (b) 7 _i 

W -14.73 , d) _ 3 * 

2 Demuestrese quc los siguientes son numeros racionales. cxprcsandolos como euociemes 
dc enteros. 

(a) -6+ (3/5) (b) (3/4)•(5/7) , 

< c > (2/5)/5 (d) 2/3 - 3/5 

3 Demuestrese quc los siguientes numeros reales son racionales. 

(a) (3 + Jl) + (2 - JJ) (b) (v/2 + 1) 

(c) (3 Jl) ■ (2 Jl) (d) (3 Jl)/(7 Jl) 

4 Expliquese por quc los siguientes numeios reales son irraeionalcs. 

(a) (3 + Jl) + (-3 + Jl) (b) 4(72+1) 

(cjTfc+v^) (dK^S+l, 1 

5 D °mu4strcsc que la suma de los numeros decimates exactos 0.34 y 0.283 es tambien 
un decimal exacto. Expliquese por que la suma dc dos deeimales exact os es tambien 
un decimal exacto. 

6 Demuestrese que el producto de los numeros deeimales exactos 0.34 v 0.283 es tambien 

un decimal exacto. Expliquese por que el producto de dos deeimales exactos es tambien 
un decimal exacto. 

? Demuestrese que el cuociente de dos deeimales exactos no es neccsariamentc un decimal 
exacto. 

Indication: Los numeros I y 3 son deeimales exactos. 

** Demuestrese que el conjunto Q dc los numeros racionales es cerrado respecto de la 
multiplieacion. esto es. si .v = n/m e y = p/q con n. m, py q enteros, entonces x • y puede 
exprcsarse como cuociente de dos enteros. <;Que teoremas de las secciones 2 3 y 24 
justifican este resultado? 

9 Demuestrese quc cl inverso aditivo dc uu numero racional es un numero racional; es 
decir. si X = n/m con n y m enteros. entonces -x puede exprcsarse como cuociente de 
dos enteros. 

10 Demuestrese que el conjunto Q es cerrado respecto dc la adicion; es decir, si jc = n/m 
e .V = p/q. con n. m, p , q enteros y ademas m y q diferentes dc cero, entonces x + y puede 
exprcsarse como cuociente de un entero por un entero diferente de cero. /.Que proposi- 
cioncs dc las secciones 2.3 y 2.4 justifican esie resultado? 

11 Demuestrese quc six eQ\ entonces -xy i/.vestan en Q\ Por otra parte, dense ejemplos 
para mostrar quc Q no es cerrado respecto de la adicion ni de la multiplieacion: esto es. 
es posible que la suma o el producto de dos numeros irraeionalcs sea un numero racional. 
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12 Demuestrese que si xeQ e yeQ\ entonces * + ye Q' y si x * 0, entonccs x yeQ'. 

Indication: Supongase que x + y o x ■ y estan en Q y apliquense Ios resullados de los 
problemas 8, 9 y 10 precedentes. 

13 Bosquejese una demostracion del hecho de que no existe un numero racional cuyo cubo 
sea 2; esto es, es imposible encontrar enteros n y m tales que (n/m) 3 = 2. 

14 Bosquejese una demostracion del hecho de que no existe un numero racional cuyo 
cuadrado sea 3. 

15 Demuestrese que si a, b y c son elementos de Q y si a * 0, entonces existe un numero 
racional imico .x que cs solucion de la ecuacion ax + b = c. 

16 Demudstresc que si p, q y r son enteros diferentes de cero, entonces cl numero real 
(p + </ y/2 )/r es irracional. 

Indication: Supongase que el numero se puede escribir como n/m con n y m enteros y 
obtengasc una contradiccion. 



3 

Expresiones algebraicas 


En este capitulo continuaremos nueslra explication sobre nociones y procesos 
fundamentales. A medida que consiruyamos la esiructura algebraica para la 
mayor parte dc nucstras matematicas. utilizaremos muchas do las propiedades 
de los numeros reales del capitulo anterior Las ideas quc considcrareinos 
volveran a aparecer a lo largo de todo el libro. debiendo. por tanto. ser compren- 
didas en su integridad. 


3.1 Adicion de expresiones algebraicas 

Se llama exprcsion algebraica a toda combination de simbolos y letras 
ligados por las opcraciones fundamcniales del algebra. 

Ejemplo .lustrativo l. 5fl + 66. 2ax\ y (6x + 5y)2x son expresiones al- 
gebraicas. 

Toda exprcsion algebraica consistente dc panes distintas ligadas por signos 
mas o menos se llama suma algebraica. Cada una dc las paries distintas, junto 
con su signo, se llama termino dc la exprcsion. 

Ejemplo ilustrativo 2. En la suma algebraica 2x 2 — 3v 2 — 5, 2x 2 es 
un termino; — 3>’ 2 . otro termino, y -5, un tercer termino. 

En un determinado termino consistente de dos o mas factorcs, cualquiera 
de estos factores o el producto de un numero cualquiera de ellos puede ser llamado 
el coeficieme del producto de los otros factores. Por ejemplo, en el termino 
2x 2 y\ 2 es el coeficientc de x 2 y. lx 1 es el coeficiente de y y 2 y es el coeficiente de x 2 . 
A menudo es conveniente hacer diferencia entre coeficientes numericos y coefi- 
cientes compuestos de letras o simbolos. Para determinar la suma o diferencia 
de dos expresiones algebraicas reduciendo terminos semejantes, utilizamos los 
coeficientes y en seguida aplicamos los axiomas de asociatividad. 

Usamos el simbolo « = » para indicar una identidad, es decir. una proposicion 
que es valida para todos los valores dexey para los cuales la proposicion tiene 
sentido. 


36 
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Ejhmplo ilustrativo 3. La suma de 2x - 3y + 5 y x + 2y - 1 es 

(2x - 3y + 5) + (x + 2y - 1) = 2x + x - 3y + 2y + 5 - 1 

= 3x - y + 4. 

La eliminacibn de parentesis (u otro simbolo de agrupamiento) precedido 
por un signo menos exige cambiar el signo de cada termino en el interior del 
parentesis, pero los parentesis precedidos por un signo mas pueden eliminarse 
sin cambiar la expresion entre parentesis (vease el Teorema 2.8 y el problema 7 
de la section 2.2). 

Ejhmplo ilustrativo 4. La diferencia entre 2x - 3y + 5 y x + 2y - 1 es 

(2x — 3y + 5) - (x + 2y - 1) = 2x - 3y + 5 — x - 2y + 1 

= x - 5y + 6. 

Ejhmplo 1. Simplifiquese la expresion 4x - [2x - 3y - (x + 4y)] + (x - 8) 
eliminando los parentesis y rcducicndo terminos seinejantes. 

Solution: 

4x - [2x - 3y - (x + 4y)] + (x - 8) = 4x - [2x - 3y - x - 4y] + x - 8 

s 4x - 2x + 3y + x + 4y + x - 8 
s4x + 7y - 8. 

Ejhmplo 2. Determinese el valor de -2xy + 3x - 4y parax = 3ey = -2. 

Solution. Substituyendo x por 3 e y por —2: 

-2(3X-2) + 3(3) - 4( —2) = 12 + 9 + 8 = 29. 

Hemos mencionado que las expresiones algebraicas se llaman sumas alge¬ 
braicas. sea que ellas comprendan las operaciones de adicion o substraccion. 
Si la expresion consiste de un solo termino se llama monomio; la suma algebraica 
de dos terminos se llama binomio y. en general, una expresion algebraica consistente 
de un numero cualquiera dc terminos se llama «multinomio». La expresion 
2x/3y : es un monomio. en lanto que 3x 2 — 2y es un binomio. 

Problemas 

En cada uno de los siguientes probiemas: (a) determinese la suma de las expresiones; 
(b) restese la segunda expresion de la primera. 

I 2a 4- 36 - 4 y a - 2b + 3 2 a -26 +3c y 2a + 46-c 

3 4x + 3y + 2 y lx + 3y - 2z 4 2x + y + 5 y 3y - 2r - 4 

5 2(X — 3y) y -5(2x+y) 6 -(x + 2y - z) y 3(x - y + 2z) 

En cada uno de los siguientes probiemas, eliminensc todos los simbolos dc agrupamiento 

y redu/canse terminos semejantes. 
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7 x-(2y + 3x) - 2 y 

8 3x - (2.v - 4x) + 6 y 

9 (2.x - 3 y) - (8x + 6y 4- 4) 

10 (2.x - 3y) + (y - 4z) - (z - 3x) 

11 8x-»- [(3x - 2y) 4- (6x - 9) - (x 4- y)] 

12 3y - [2y 4* 3* - (2.x - 3y)] 4- 4.x 
33 2x - {3 y - [5x - (ly - 6x)]} 

14 9x - C ly - 3x) - {y - (2y - x)} - [ly 4- (4x - 3yj\ 

En cada una de las exprcsiones siguicntes. cncierrense los ires ultimos terminos cntrc 
par£ntcsis prccedido por el signo menos. 

15 a 2 - b 2 + Ibc - c 2 16 16 - x 2 4- 2x>* - y 2 

37 4x 2 - 4y 2 - 4y - 1 18 9x 2 — 9 y 2 - 6x>* - x 2 

En cada una de las exprcsiones siguicntes, encierrense los coeficientcs de x entre parentosis 
prcccdido por (a) el signo mas; (b) cl signo menos. 

19 cx 4 - dy - ax - by 20 5x - ax 4- 3 - 4x 

21 ax — by 4- bx - ay 22 6.x 2 - 8.x 4- 3y - ly 2 4- 6x - 4 

Encuentrese cl valor de cada una de las exprcsiones siguicntes para los valores dados 
de las letras. 


23 3x 4- 4 y x = 1 
25 3x 2 — 2x 4- 1 y x = -2 
27 2x 4- 3y y x = - 2, y = 3 
29 2x 2 — 3xy 4- y 1 y x = 2.y=-3 


24 x 2 - lx 4- 10 y x = 2 
26 — 3x 2 - 4x 4* 3 y x = -4 
28 4x — 3y y x = - l.y = 3 
30 3x 2 4- Ixy - 4 y 2 (x = -3, y = 1) 


Una expresion en x seguida por el simbolo: 


representa el valor de la expresion cuando x es reemplazado por b menos el valor de la 
expresion cuando x es reemplazado por a. Por cjemplo: 



= 2(3 2 ) - 5(3) - [2(2 2 ) - 5(2)] = 18 - 15 - (8 - 10) = 


5. 


Encuentrese el valor de cada una de las exprcsiones siguicntes. 
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31 

33 

35 

37 

39 


2x + 5 

|i 

x 2 -6x + 9| 



1 ° 

a 2 x - 2 ax 2 + 3a 3 


0 



32 

34 

36 

38 

40 


4 * - 1o 
5a 2 - 4x + 

3a 2 - Aa\° 


I" 


A 4 + A 2 


2(A 3 - A) 


« 



3.2 Multiplicacion de expresiones algebraicas 


Cuando los factores de un producto son iguales, el producto se llama una 
potencia del factor repetido. Introduciremos un simbolo para representar un 
producto de este tipo. El simbolo a 2 representa el producto de a-a; analoga- 
mente. o a -a puede ser representado por a 3 , y, en general, tenemos la siguiente 
dcfinicion: 


Definici6n 3.1 . Si n es un entero positivo , el simbolo « n , potencia n-esima tie a , 
es el producto de n factores cada uno igual a a. Asi 

a n s a-a-a---g. (3.1) 

_ n factores a 

En el simbolo a n y a se llama base y n , exponents de la potencia. 

Ejfmplo ilustr ati vo 1. 2 5 = 2 • 2 • 2 • 2 • 2 = 32. 

De esta definicion se deducen algunos teoremas sobre exponentes. 


Teorema 3.1. Si n y m son enteros positivos v ae R. 

_ a n a m = a n * m . (3.2) 


Demostracion: 

a n • a m = a a- a-' a • aaa--g = ga g • • • a = a n 4 m . 
n factores a m factores a n + m factores a 

El lector debera demostrar tambien los dos teoremas siguientes. 
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Teorema 3.2. Si n y m son enteros posilivos y ae R. 

(ciT = a" m . (3.3) 


Teorema 3.3. Si n es un entero posit ivo ya.be R. 
_ (ab) n = a n b\ _ (3.4) 

Ejemplo ilustrativo 2. 3 2 • 3 4 = 3* = 729. 

a 4 • a 7 = a 11 . 

Ejemplo ilustrativo 3. (2 3 ) 2 = 2 6 = 64. 

(o 5 ) 3 = a is . 

Ejemplo ilustrativo 4. (2 • 3) 3 = 2 3 • 3 3 = 8 • 27 = 216. 

Cuando no sc escribe exponente, debe entenderse que este es la unidad. 

Utilizando estos teoremas y recordando el axioma de distributividad podemos 
ahora efeetuar la multiplicacibn de dos expresiones algebraicas. 

Ejemplo 1. Multipliquese 2.x — 3y por 3.x + Ay. 

Solution. Cada termino del segundo binomio debe ser multiplicado por 
el primer binomio. (Rccuerdese cl problcma 5. seccion 2.1.) 

(2x - 3.y)(3x + Ay) = [(2x - 3y) • 3x] + [(2x - 3y) • Ay]. 

Cada uno de los productos del segundo miembro debe desarrollarsc utilizando 
el axioma de distributividad a derecha, dc modo que el resuhado es 

6x 2 - 9 xy + 8xy - 12/. 

Reduciendo terminos semejantes. tenemos 

(2x - 3y)(3x + Ay) = 6x 2 - xy - 12/. 

En problemas de este tipo. es a veces conveniente ordenar ambos «multino- 
mios» segiin potencias ascendentes (o descendentes) de una letra. utilizando el 
axioma de asociatividad. escribir un «multinomio» bajo el otro, efeetuar la 
multiplicacion y sumar los productos. Considcrese el ejemplo siguiente. 

Ejemplo 2. Multipliquese x 2 — 2/ + xy por 2x — y. 

Solution. x 2 + xy — 2y 2 

2x - y_ 

2x 3 + 2x 2 y - 4xy 2 

- x 2 y - xy 2 + 2y 3 
2x 3 + x 2 y - 5xy 2 + 2y 3 
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Problemas 

Efcctuense las operacioncs indicadas aplicando los teoremas sobre exponentes. 


1 

a 2 -a 1 

2 

3x 4 • 2x 3 

3 

3x 3 -x* •x 5 

4 

( —3) 4 •(—3)* 

5 

y'-'-y" 

6 

(2 3 ) 4 

7 

(a 5 ) 4 

8 

(3ft) 5 

9 

(5c) 3 

10 

(3a) 4 

11 

(2 a 3 ) 5 

12 

(x 4 r 

13 

¥ ■ CY 

14 

(x 2 " ■ X 3 ’) 4 

15 

ax")" 




Efcctucnsc las mulliplicacioiics indicadas y 

reduzcanse terminos semejantes. Notese 

que 

cada uno dc los Axiomas 1 a 4 es utilizado en la mayoria de estos problemas. 

16 

(4x - 3)(3x + 6) 

17 

(x + 3)(2x - 5) 

18 

(5a + 2b)(5a - 2ft) 

19 

(4x + 2y)(4x - 2 y) 

20 

(3x - 2)(2x + 5) 

21 

(r 2 - s 2 )(r - s) 

22 

>< 

1 

23 

(x 2 - xy + y 2 )(x + y) 

24 

(a + b - c) 2 

25 

(x-2y + 3) 2 

26 

(x-2 y + z) 2 

27 

(a + ft) 3 

28 

(a - 2b)-' 

29 

(a 2 - ft) 3 

30 

(2x + 3x J - I)(3x - 2) 

31 

(x 2 - 2x - 2)(x + 2x 2 - 4) 

32 

l-xy + 2x J - 33> 2 )(x j - 4 y 2 + xy) 

33 

(x - l)(x + 2)(x - 3) 

34 

(x - 2)(x + 3)(x + 2) 

35 

(x 4 + 2x 2 .v 2 + 4y*)(x 2 - 2y 2 ) 

36 

(a 2 " - 7 a" + 10)(a" - 1) 

37 

(a 2 " - 7a" + 10)(a - 1) 

38 

(x - 2x 2 + 5 - x 3 )(3x - 4 + x 2 ) 

39 

(x 2 " + 2x"y" + y 2 ")(x 2 " - 2x"y" + y 2 ") 

40 

(x” - /)’ 

41 

(x - v) 4 

42 

(a + b)* 

43 

(a 3 + 3a 2 + 3a + l)(a + 1) 

44 

(a 2 - 2 ah + b 2 )[a 2 + 2ab + b 2 ) 

45 

(* - 2) 4 


3.3 Division de expresiones algebraicas 

Antes de poder dividir una expresion aigebraica por otra. debemos establecer 
un teorema adicional sobre exponentes. 
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Teorema 3.4. Si a e R(a # 0), y n y m son enteros posit ivos , 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 



a n ~m 

si n es mayor que m. 

a" _ 

1 

si m es mayor que it, 

a m ~ 

a m ~ n 


1 

si m = n. 


Demostracidn. El resultado se obtiene escribiendo 

n factores a 

a n a a-a*- a 
a m ~ a • a • a • • * a 

m lactores a 

y rccordando el Teorema 2.17. 

x 8 x * 1 x 6 

Ejemplo ilustrativo 1. r = x 5 : , , = -- = 1. 

X J X 1 X x° 

Estamos ahora preparados para dividir un «multinomio» cualquiera por 
un monomio. Para esto dividimos cada termino del «multinomio» por el mo- 
nomio y sumamos algebraicamente los cuocientes resultantes. (Recuerdese pro- 
blema 6, seccion 2.4.) 

Ejemplo 1. Dividase 12xV + 18x 4 .v 2 - 36xy 3 por 3x 2 y 2 . 

Solution. Utilizando la propiedad enunciada cn el problema 6, seccion 2.4, 
obtenemos 


12x 3 / 4- 18xV - 36xy 3 _ 12x 3 y 4 18x 4 ,y 2 36 xy 2 

3 x 2 y 2 ~ 3x 2 y 2 3x 2 ^ 2 3x 2 y 2 

= 4xy 2 + 6x 2 - —. 

■X 

Memos definido una expresion algcbraica como la suma de terminos alge- 
braicos (seccion 3.1). Todo termino algebraico es un termino rational entero en 
determinadas letras que representan numeros si consiste del producto de poten- 
cias posilivas enteras de estas letras y de un factor que no las contiene. Por 
ejemplo, ax 2 y y 3x 4 y 3/4 son terminos racionales enteros en x, y ax 2 y y 3x 4 y 3 
son terminos racionales enteros en y. El termino by 1 ' 1 es tambien racional entero 
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en x, dado que satisface la definition. Todo «muItinomio» en el cual cada termino 
es racional entero se llama una expresion rational entera o polinomio. 

Ejemplo ilustrativo 2. El multinomio 3 - 5x 3 + fxy 2 es un polinomio 
en x e y; en cambio, - 5/x 3 no es entero en x y 5 y/x no es ni entero ni racional en x. 

El grado de un termino que es entero rational en una determinada letra 
se define como el exponente de esa let ra. Asi, ax 2 y y 3xV son terminos de segundo 
y cuarto grado en x pero primero y tercer grado en y. El grado de un termino 
racional entero en dos o mas letras se define como la suma de los exponentes de 
esas letras. Asi, el grado de ax 2 y en x e y es 2 + 1 = 3, en tanto que el grado de 
3x y en x e y es 7. El grado de un polinomio en determinadas letras es el de su 
termino (o terminos) de mas alto grado en esas letras. 

Ejemplo ilustrativo 3. (a) 2x + 1, x 2 - 7x + 10 y 3x 3 + 5x 2 - 6 son 

polinormos de primero, segundo y tercer grado en x, respectivamente. (b) 3x 2 y5 

+ 4 xy - lx 2 y 2 es un polinomio de tercer grado en x, quinto grado en y y 
septimo grado cn x e y. 

Consideremos ahora la division de un polinomio por otro. Nuestro metodo 
seguira al empleado en aritmetica. Las propiedades que utilizaremos estan 
expuestas en el problema 21 de la seccibn 2.4. Si dividimos 28 por 9, el cuociente 
es 3 y el residuo 1, y escribimos 

Para dividir un polinomio por otro: 

1. Ordenese cada polinomio segun potcncias descendentes de una letra 
cornu n. 

2. Dividase el primer termino del dividendo (polinomio a dividirse) por el 
primer termino del divisor. Esto da el primer termino del cuociente. 

3 Multipliquese el divisor por el primer t6rmino del cuociente y restese del 
dividendo el producto. 

4. Utilizando el residuo asi obtenido como nuevo dividendo, repitase el 
proceso, dctcrminando asi el segundo termino del cuociente. 

5. Continuese el proceso hasta obtener un residuo que sea igual a cero o de 
grado inferior en la letra comun al del divisor. Si el residuo es cero, la division 
es exacta y la division es una aplicacion del Teorema 2.14. Si el residuo no es cero, 

la division no es exacta, siendo en este caso aplidacion del problema 21 sec- 
cion 2.4. 

La operacion debe disponerse en la forma indicada en el ejemplo. 

Eji-mplo 2. Dividase 3x 3 - 4x 2 y + 5xy 2 + 6.v 3 por x 2 - 2xy + 3 y 2 . 

Solucion: 

(Dividendo) 3x 3 - 4x 2 y + 5xy 2 + 6y 3 x 2 - 2xy + 3y 2 (Divisor) 

3x 3 - 6x 2 y + 9xy 2 3x + 2 y (Cuociente) 

2x 2 y - 4xy 2 + 6y 3 
2x 2 y - 4xy 2 + 6y 3 
0 


(Residuo) 
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Este resultado puede expresarsc en la forma 

3x 3 - 4x 2 y + 5xy 2 + 6y 3 _ 

x 2 - 2xy + 3y 2 + y ' 

Ejemplo 3. Dividase 5x 3 - 14x + 3 por x - 2. 

Solution. Como no aparece termino en x 2 en el dividendo, el coeficiente 
de ese t6rmino es cero, y tenemos 


5x 3 + Ox 2 - 14x + 3 
5x 3 - 10x 2 

10x 2 - 14x + 3 
10x 2 - 20x 

6x+ 3 
6x - 12 
15 


x - 2 

5x 2 + lOx + 6 


Esto da 


5x 3 - 14x + 3 
x — 2 


= 5x 2 + lOx + 6 + 


x — 2 


Obs6rvese que no podemos poner x = 2 en esta expresion, ya que no podemos 
dividir por 0. 

Una notacion que se emplea con frecuencia para designar un polinomio 
en x es la expresion P(x>, que se lee «P de x» (esta expresion no significa P multi- 
plicado por x); asimismo, un polinomio en x e y podria simbolizarse como 
Q(x,y). Con esta notacion, si P(x) designa al dividendo, D(x) al divisor, Q(x ) al 
cuociente y R(x) al residuo de la division de dos polinomios en x, nuestro resul¬ 
tado podria expresarse 


fw = ^ (X ) + ^j 

D(x) D(x) 


si D(x) no es igual a cero, o 


P(x) = Q(x) ■ D(x) + R(x). 


(3.8) 


(3.9) 


(Notese la semejanza entre esta igualdad y la proposicion en el problema 21. 
seccion 2.4. Analogamente, para la division de dos polinomios en x e y. 


P(x, y) s Q[x, y) • £>(x, y) + R(x, y). 

Ejemplo ilustrativo 4. En el ejemplo 2 de esta seccion. 

P(x, y) = 3x 3 - 4x 2 y + 5xy 2 + 6y\ D(x, y) = x 2 - 2xy + 3y 2 , 


(3-10) 


Q(x, y) = 3x + 2y, 


R(x, y) = 0. 
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En el ejemplo 3, 

P(x) = 5x 3 - 14x + 3, D(x) = x-2, ... 

QW = 5x 2 + 10* + 6, R(x) = 15. 

Problemas 

Dividase: 

1 9xy 2 -6x 3 por 3x 2 4x 2 y 3 - 24xy« por 2 xy 1 

3 6x 3 — 9x*y por 3xy 4 -15xV + 20xV por -5x*y 2 

5 3x 2 y - 4xy 2 + 6 x 3 y 3 por xy 6 7xV - 14x 5 y 3 + 28x 8 y 5 - 21x 7 y 6 

por 7x 3 y J . 

Dividase, determinandose cuociente y residuo, y cscribase el resultado de cada problema 
cn la forma de la cc. (3 ■ 9) 6 (3.10) F 

7 x 2 - 7x + 10 por x - 5 8 2y 2 - 5y - 6 por 2y - 1 

9 3x 2 - 13x + 4 por x - 4 10 2x J - 5x - 12 por 2x + 3 

11 2x 3 — 7x 2 + llx — 4 por 2x - 1 12 y 3 - 4y 2 - 2 + 5y por y-1 

13 x 2 y - 6x 3 - 12xy 2 - 6y 3 por 2x - 3y 

14 2x 3 - llx 2 y + 13xy* - 4y 3 por x - 4y 

15 4x 3 + 5 + 4x 2 - 13x por 2x + 5 

16 4x 3 + 5x - 6 por 2x - 3 

17 5x 3 - 2x 2 + 3x - 4 por x 2 - 2x + 1 

18 4x 2 + x — 6x 3 + 3 por 3x 2 + 5 

19 x* - y 6 por x - y 

20 x 7 - y 7 por x — y 

El proceso dc division de polinomios en x (o cualquier letra) puede simplifi- 
carse notablemcnte cuando el divisor es de la forma x - a. Este proceso. conocido 
como division abreviada* (metodo de Ruffini-Horner), se ilustrara con el problema 
del ejemplo 3. Escribiendo solo los cocficientes, tenemos 


5 + 

0-14 

3 

1 - 2 


5 - 

10 


5 10 

6 


10- 14 
10 - 20 


6 3 

6-12 

15 


* Conocida tambiin como ((division sinieiicaw. {N. del T.) 
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Omitimos en seguida aquellos coeficientes que son evidentes repeticiones; 
primer termino en las lineas 2. a . 4. a , 6. a .... y el segundo termino en las Imeas 
3. a , 5.“, 7. a Si condensamos los terminos restantes. escribimos el primer coefi¬ 
ciente. 5. en la lercera linea y observamos que el 1 del divisor puedc omitirse, 
tenemos 


5+0-14 3 | -2 

-10 -20 -12 
5 10 6 15 

Los coeficientes del cuociente tambien se omiten. puesto que aparecen como 
los primeros tres coeficientes en la tercera linea. en tanto que el residuo. 15, 
aparece como el ultimo numero. 

El ultimo paso de simplification es reemplazar las substracciones por sumas, 
esto es, cambiar los signos del divisor (-2 por 2) y en la segunda linea. AsL 

5+0-14 3 |_2 

10 20 12 
5 10 6 15 

Esta disposition representa la division abreviada de 5x 3 — 14x + 3 por x - 2. 
Da como cuociente 5x 2 + lOx + 6 y. como residuo, 15. 

Resumamos el proceso de division abreviada. Para dividir un polinomio 
P(x) por un binomio (x - a), dispongase en una linea (cn orden de potencias 
descendentes) los coeficientes de P(x), colocando cero como coeficiente de toda 
potencia de x que falte y escribase a a la derecha. Bajese el primer coeficiente 
de P(x) al primer lugar de la tercera linea. Mullipliquese este primer coeficiente 
por a , escribiendo el producto en la segunda linea. bajo cl segundo coeficiente de 
P(x). La suma de este producto y el segundo coeficiente se coloca en la tercera 
linea. Mullipliquese esta suma por a, sumese el producto al coeficiente siguiente 
de x, escribiendo otra vez la nueva suma en la tercera linea y asi, sucesivamente, 
hasta sumar un producto al ultimo coeficiente de P(x). 

La ultima suma en la tercera linea es el residuo. Los numeros que preceden 
a esta representan los coeficientes de las potencias de x, dispuestas en orden 
decreciente. El cuociente es un polinomio de grado inferior en una unidad al 
de P(x). El proceso de division abreviada nos sera muy util mas adelante. 

Ejemplo 4. Mediante division abreviada. determinese el cuociente y el 
residuo de 2x 4 + 3x 3 - 4x 2 + 5x + 6 dividido por x + 3. 

Solucion. En este ejemplo x — a = x — (-3), de modo que a = —3. 

2 +3 -4 +5 +6 | -3 

-6 +9 -15 +30 

2 -3 5 - 10 36 

El cuociente es entonces 2x 3 — 3x 2 + 5x — 10 y el residuo, 36. 
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Problbmas 

Por medio de la divisidn abreviada, determinese el cuociente y el residuo en cada una 
de las divisiones siguientes: 

1 3x 2 - 2.x - 4 por x - 3 2 2x 3 + 3x 2 - 7 por x + 1 

3 x 3 - 2x 2 + 9 por x + 2 4 x 3 + 4x - 7 por x - 3 

5 x 4 - 2x 3 - 3x 2 — 4x — 8 por (a) x - 2, (b) x + 1 

6 2x 4 - x 3 - 18x 2 - 7 por (a) x -f 3, (b) x - 3 

7 3x 4 - 7x - 20 por (a) x - 2. (b) x + 2 

8 2x 4 - 3x 3 - 20x 2 - 6 por (a) x - 4, (b) x + 3 

Utiliccse la division abreviada para determinar el cuociente y el residuo en las divisiones 
siguientes y exprSsese el resultado en la forma de la ec. (3.9). 

9 x 3 - 2x 2 + 3x - 4 por x - 3 10 2x 3 + x 2 - x + 4 por x + 1 

11 x 4 — 5x 3 + x 2 — 6 por x — I 12 x 3 + 3x 2 — 2x - 5 por x + 2 

13 Encuentresc el valor de x 3 - 2x 2 + 3x - 4 en x = 3 

14 Encuentresc el valor de 2x 3 + x 2 - x + 4 en x = -1 

15 Encuentresc el valor de x 4 - 5x 3 + x 2 - 6 en x = 1 

16 Encuentresc el valor de x 3 + 3x 2 - 2x — 5 en x = -2 

17 Comparense los valores obtenidos en los problemas 13 a 16 con los residuos en los 
problemas 9 a 12. 

18 (a) Evaluese ax 1 + bx 4- c en x = p 

(b) Dividasc ax 2 + bx + c por x - p. 

(c) Comparese el residuo encontrado en (b) con el valor obtenido en (a). 

(d) iPodria esperarse el mismo tipo de resultado para un polinomio de cualquier grado? 


3.4 Productos especiales 

Existen ciertos productos especiales que ocurren en algebra con tanta fre- 
cuencia que han sido clasificados. Estan dados a continuacion y cada uno de ellos 
es ponsppiipnria Hirecta He los axiomas HpI rapitnlo 7 l.as Iptr/is t>n Ins formulas 
pueden representor cualquier expresion algebraica. El lector debera no solo verificar 
cada uno de ellos. efectuando las diferentes operaciones y dando las razones 
correspondientes. sino que tambien debera memorizarlos en forma tal que pueda 
reconocer tanto el producto a partir de los factores como los factores a partir 
del producto. 

0 - 11 ) 


a{x + y) = ax + ay. 

(x + y)(x - >•) s X 2 - y 2 . 


(3.12) 
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(x ± y) 2 = X 2 ± 2xy + y 2 . (3.13)* 

(x + a)(x + b) = x 2 + (a + b)x + ab. (3.14) 

(ax + b)(cx + d) = acx 2 + (ad + bc)x + bd. (3.15) 

(x ± y ) 3 = x 3 ± 3 x 2 y + 3 xy 2 ± y 3 . (3.16) 

(x ± y)(x 2 ±xy + y 2 ) = x 3 ± y 3 . (3.17) 


El lector debera determinar cuates de las formulas precedentes son usadas 
en los ejemplos ilustrativos siguientes. 

Ejemplo ilustrativo 1. (2x 2 - 3yM2x 2 + 3y) = (2x 2 ) 2 - (3y) 2 

= 4x 4 - 9 y 2 . 

Ejemplo ilustrativo 2. (x + 2Kx + 5) = x 2 + (2 + 5)x + 10 

= x 2 + lx + 10. 


Ejemplo ilustrativo 3. 
Ejemplo ilustrativo 4. 


(3x + 4y)(2x - 3 y) = 6x 2 + (-9 + 8)xy - 12y 2 

s 6x 2 - xy - 12y 2 . 


(x + y - l) 3 = [(x + y) - l] 3 

= (x + y) 3 - 3(x + y) 2 + 3(x + y) - 1 
= x 3 + 3x 2 y + 3xy 2 + y 3 - 3x 2 - 6xy - 3y 2 + 3x + 3y - 1. 


(x + y) es considerado primeramente como un solo termino. 
Ejemplo ilustrativo 5. 

(3x + 2y)(9.x 2 - 6xy + 4y 2 ) = (3x + 2y)[(3x) 2 - (3xK2y) + (2y) 2 ] 

= (3x) 3 + (2y) 3 
= 27x 3 + 8y 3 . 


Prodlcmas 

Determinense los productos siguientes: 

1 2a(3x-4y) 2 -3x(2x + ly) 

3 — 7xy(3x 2 + Ay) 4 4 x 2 yz(z 2 4- xy -f yz) 

5 (lx- 3y)(2x + 3 y) 6 (7x + 5y 2 )(lx - 5 y 2 ) 

* Ei signo ± se lee «mas o menos». Si en cl primer miembro se emplea el signo superior 
(inferior), debe usarse el correspondiente en el segundo miembro, de modo que (x ± y) 2 = 
x 2 ± 2xy + y 1 significa (x + y) 2 = x 2 4- 2 xy + y 2 y (x - y) 2 = x 2 - Ixy + y 2 . 
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7 

(x + 2y)(x - 2y)(x 2 + 4y 2 ) 

8 

(x - 3) 2 

9 

(2x + ly) 2 

10 

(3x 2 y - 5z 2 ) 2 

11 

(x - 2)(x - 5) 

12 

(2x + 3)(x - 5) 

13 

(xy 2 - z 2 w) 2 

14 

(i* + l^) 2 

15 

(4x - 3>-)(7x + 3^) 

16 

[(x + 1) - z][(x + 1) + z] 

17 

(2x + 3>- + 3)(2x + iy - 3) 

18 

(2x + 3y + 4z) 2 

19 

(x - 2y - z) 2 

20 

(2a + b) 3 

21 

(x + 2)(x 2 - 2x + 4) 

22 

(x - 3)(x 2 + 3x + 9) 

23 

(x + 3y + 2z - 4w)(x + 3 y - 2z + 4iv) 



24 

(4x - 2 y -3 z + 3»v)(4x + 2 y + 3r + 3 w) 


25 

(a - b + c — d) 2 

26 

(2a + 3b — c - 4d) 2 

27 

[2(x + 2 y) - 3] [2(x + 2 y) + 4] 

28 

[2(x - 3y) + 5][3(x - 3 y) 

29 

(2x + 3y) 3 

30 

n 

1 

H 


3.5 Factores y descomposicion en factores 

El proceso de descomponer en sus factores una cxpresion algebraica es similar 
al de determinar los factores de un numero compuesto. Recuerdese la explication 
sobre numeros primos y compuestos en la seccion 2.3. Este proceso, que a este 
nivel elemental se limita. por lo general, solo a la descomposicion de polinomios 
con coeficicntcs racionalcs y factores totalmente libres dc numeros irracionalcs, 
se efectua corrientemente invirtiendo cl proceso considerado en la seccion 3.4. 
Tal descomposicion cs considerada completa cuando cada factor algebraico es 
un factor primo; esto es, una expresion algebraica que no puede a su vez descom- 
ponerse sin violar las restricciones precedentes. 

A continuation, se ilustran los tipos de descomposicion mas comunes. Obser- 
vese la importancia y aplicacion que tienen en esta discusion los axiomas de 
distributividad. 

Ejemplo 1. Descompongase en factores lax 2 - 4 ay 2 + 8 a 2 x. 

Solution. El polinomio tiene como factor comun 2a. 

lax 2 - 4 ay 2 4- 8 a 2 x = 2 a(x 2 - ly 2 + 4 ax). 

Ejemplo 2. Descompongase x(a + 2b) - 3 y(a + lb). 

Solution. Cada una de las dos expresiones tiene el factor (a + 2b). Por tamo, 
x(a + 2b) - 3 y(a + 2b) = (x - 3 y){a + 2b). 
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Ejemplo 3. Descompongase (4 x 2 // y 2 ) — (9a - b) 2. 

Solution. Esta expresion es la diferencia de dos cuadrados perfectos. 

y - <* - W 2 - (f)’ - - « 2 

s 7 + < 9a - wjj - <5» - 

S 0S + -9a - 9a + bj 

Ejemplo 4. Descompongase 9x 2 - 30xy + 25 y 2 . 

Solucion. Esta expresion cs un cuadiado perfecto. 

9x 2 - 30 xy + 25 y 2 m (3x - 5y) 2 . 

Ejemplo 5. Descompongase 27x 3 + (8/y 3 ). 

Solucion. Esta expresion es la suma de dos cubos.Por consiguiente, 


27x 3 + \ 

y 3 



Ejemplo 6. Descompongase 12x J + Ixy - 10y 2 . 

Solucion. Este trinomioesde la forma de la ec.(3.15)y puededescomponerse 
por aproximacion sucesiva. El resultado sera de la forma (ax -+• by) (ex + dy ), 
donde ac = 12, bd = —10 y ad + be = 7; a y c tienen ambos signos mas, en tanto 
que by d son de signos opuestos. La combinacion correcta es 12x 2 + 7 xy - 10y 2 
= (4x + 5y)(3x - 2y). 

Ejemplo 7. Descompongase 6x 4 + 7x 2 y 2 - 3y 4 . 

Solucion. Este ejemplo es similar al anterior. 


6x 4 + lx 2 y 2 - 3/ = (3x 2 - ;y 2 )(2x 2 4- 3/). 

Aun cuando el primer factor del segundo miembro es la diferencia de dos cuadra¬ 
dos. no puede descomponerse en factores, pues ello acarrearia la introduction 
de cantidades irracionales. 
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Probu-mas 


Descomponganse por completo cn factores las expresiones siguientes: 


1 

4x - 20 

2 

10x + 15yz 

3 

3y 2 - 9y 

4 

4 xV + 6x 2 y 3 

5 

xy 2 z 3 - 3 x 2 yz 2 + 5xy 3 z 2 

6 

a 2 b 3 c 4 - a 3 b*c 5 + 2 a 2 b*c 4 

7 

3y(2x + 5) - 4x(2x + 5) 

8 

3y(4 - y) + 6x 2 (4 - y) 

9 

2z 2 (x + 3y) - 6xz{x + 3y) 

10 

3x(3 - 2y) - 2xyO - 2y) 

11 

9-a 2 

12 

16x 2 - 9y 2 

13 

225 a 8 - 64 b 2 

14 

(c 6 /d 8 ) — 121 

15 

x 3 y 4 - 25 xd 6 

16 

0.0lx 4 - 196y 8 

17 

(x + 2y) 2 = 2 

18 

(3x -2y)’ - 25z* 

19 

(fl + bf - (C + J) 2 

20 

9(2x - y) 2 - 4(2a + b) 2 

21 

81(4x - 3y) 2 - 25(3s + w) 2 

22 

x 2 + 6x + 9 - (y 2 + 4y + 4) 

23 

x 2 - 8x + 16 

24 

4a 2 — 12nb + 9b 2 

25 

66xy + 9x 2 y 2 +121 

26 

2x 3 - 28x s + 98x 

27 

5z 2 - 30wz + 45m' 2 

28 

x 2 " + 2x".v" + y 2 " 

29 

(3 - x) 2 + 8(3 - x) + 16 

30 

25 - 30(2x - 3y) + 9(2x - 3y) 

31 

a 3 - 8 

32 

1 + (8/x 9 ) 

33 

8x h " + 27y 3 " 

34 

x 3 - (y 3 /64) 

35 

27(x - y) 3 - 8(x + y) 3 

36 

5(a - 2b) 3 - 625(a - 2b) 3 

37 

x 2 - 7x + 12 

38 

y 2 - 2y - 8 

39 

a 2 fc 2 — ab — 20 

40 

2x 2 + 8x + 6 

41 

35x 2 - 24x + 4 

42 

3y 2 — y — 10 

43 

6o 2 + 7a - 20 

44 

2x 2 - 23xy - 39y 2 

45 

(x + v) 2 - 7(x + y) + 10 

46 

(y + ?) 2 + (y + ?) _ 42 

47 

2(2x + y) 2 - (2x + y) - 10 



48 

6(x + y) 2 + 5(x + y)(y + z) - 

6{y 4- z) 2 


49 

12(a + b) 2 - 14(a + £)(c + d) 

- Idle + d) 2 



50 4(x - 2) 2 + 5(x - 2){y + 4) - 21 (y + 4) 2 

Existen muchas expresiones algebra icas que. mediante un agrupamiento adecuado, 
pueden reducirse a una de las formas de los cjcmplos preccdenies y luego descomponerse 
cn factores. 
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Ejemplo 8. Descompongase en factores ax - ay - bx 4- by. 

Solution. Si, aplicando el axioma de asociatividad, reunimos el primer 
termino con el segundo y el tercero con el cuarto y sacamos factor comun (apli¬ 
cando el axioma de distributividad), transformamos la expresion en la forma 
del ejemplo 2. 

ax - ay — bx + by = a(x — y) - b(x - y) 

« (* - - b). 

Ejemplo 9. Descompongase 4x 3 — 12x 2 — x + 3. 

Solution. Repitiendo la operacion del ejemplo anterior, 

4x 3 - 12x 2 - x + 3 = 4x 2 (x - 3) - (x - 3) 

= (x - 3)(4x 2 - 1) 

= (x - 3K2x + lK2x - 1). 

En ambos ejemplos podrlamos haber reunido el primer termino con el tercero 
y cl segundo con el cuarto, obteniendo el mismo resultado. 

Ejemplo 10. Descompongase 4x 2 — 12xy + 9y 2 + 4x - 6y - 3. 

Solution. Agrupando los primeros tres terminos, la solucion sc vc clara- 
mente. 

4x 2 - 12xy + 9y 2 + 4x - 6y - 3 = (2x - 3y) 2 + 2(2x - 3y) - 3 

^ [(2x - 3y) + 3][(2x - 3y) - 1] 

= (2x - 3y + 3)(2x - 3y - 1). 

Ejemplo 11. Descompongase x 4 + 2x 2 y 2 + 9y 4 . 

Solution. Si el coeficiente del segundo termino fuera 6, la expresion seria 
un cuadrado perfecto; por tanto. sumando y restando 4x 2 y 2 , la solucion resulta 
evidente. 


x 4 + 2x 2 y 2 + 9y 4 = x 4 + 6x 2 y 2 + 9y 4 - 4x 2 y 2 

= (x 2 + 3 y 1 ) 1 - (2 xyf 
= (x 2 + 3y 2 + 2xy)(x 2 + 3y 2 - 2xy). 

Problemas 


1 

3 

5 


Descomponganse en factores las expresiones siguientes: 
ax - ay - by + bx 2 ax - lay - 6 by + 3 bx 


x 3 - 2x 2 + 4x - 8 
2a — 6 — ab 2 + 3 b 2 


4 y 3 - 2 y 1 + 5y - 10 
6 x 3 + 3x 2 - 9x - 27 
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7 

x 2 - 2x 4 1 - y 2 

8 

xy 2 + 2y 2 - xy -2 


9 

4x 2 — y 1 + Ay - 4 

10 

x 6 - 7x 3 - 8 


11 

x 2 + 2 xy + y 2 - z 1 + 2zw - w 1 

12 

4a 2 - x 2 + b 2 - y 2 - 

3 

i 

t 

13 

x 2 + 4xy + 4y 2 - x - 2y - 6 

14 

x 3 - 5x 2 - x + 5 


15 

x* - 7xV + 9/ 

16 

/ + .v 2 + 25 


17 

a* + 2 a 2 b 2 + 9 b* 

18 

x 4 + 5x J + 9 


19 

b * + 6 b 2 c 2 + 25c 2 

20 

25x 2 + 30xy + 9y 2 4 

15x + 9y + 2 

21 

3ax - 6 ay + 4 bx — 8 by + cx — 2 cy 

22 

20xy + l:w - 5yz - 

28xw 

23 

2 4 + 4z 3 - 2z - 8 

24 

x 4 4 4y 4 


25 

a 8 - /> 8 

26 

X 6 4 1 


27 

x 2 + 2xy — z 1 — 2yz 

28 

(x 2 4 2x — 3) 2 — 4 


29 

(x - y - 2zf - ( 2 x + y - r) 2 

3U 

2(x 4 2) 2 (x - 3) 4 3(x 4 2)(x - 3) 2 

3.6 

Simplificacion de fraccioncs 





Un principio basico sobre fraccioncs, tanto aritmeticas como algebraicas, 
expresa que el valor de una fraccion no cambia si el numerador y el denominador 
se multiplican o dividcn por la misma cantidad (distinta de cero). Este principio 
fue enunciado en el Corolario 2.18. En consecuencia, la simplificacion o reduccion 
de una fraccion a sus terminos mas simples es siempre posible. Para ello, bastard 
descomponer numerador y denominador en sus factores primos, y utilizando 
este principio basico, dividir numerador y denominador por el producto de sus 
factores comunes. 

Ejemplo 1. Reduzcase (8x 4 y 7 )/(12x 6 y 3 ) a sus terminos mas simples. 

Solution 8*V = 2 3 xV = 2 2 xV • 2y 4 

12xV ” 2 2 • 3xV “ 2 2 *V • 3x 2 

Dividiendo numerador y denominador por 2 2 x 4 y 3 , tenemos 

8x 4 y 5 _ 2y 4 • 

12x 6 y 3 " 3x 2 

Ejemplo 2. Reduzcase (x 2 - 7x + 10)/(2x 2 — x — 6) a sus terminos mas 
simples. 

Solution. Descomponiendo en factores numerador y denominador tenemos 

x 2 - lx + 10 _ (x - S)(x - 2) 

2x 2 - x - 6 ” (2x + 3)(x - 2) 
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y, dividiendo numerador y denominador por x - 2. esto es, aplicando el Coro- 
lario 2.18, obtenemos 


x 2 — 7x + 10 _ x- 5 
2x 2 - x - 6 _ 2x + 3' 

La elimination dc un factor comun, mediante la division del numerador y 
denominador de una fraction por este factor, sc llama cancelation multiplicaliva 
o simplificativa. Este proceso debe efectuarse con precaution, ya que el Corola- 
rio 2.18 es verdadero solo cuando x * 0. En este caso, la identidad vale para todo 
valor de x a exception dc x = 2 6 x = — f . que no son valores permisibles. 

Ejemplo 3. Reduzcase (12x 2 + 30x - 72)/(52x - 8x 2 - 60) a sus termi- 
nos mas simples. 

Solution: + 30 * ~ 72 s ~ s 

52x - 8x- - 60 4(3 - 2x)(x - 5) 2(5 - x) 

Esta identidad se desprende del hecho de que 2x - 3 = -(3 - 2x). (Recuerdese 
el problema 7. section 2.2.) 


Problemas 


Rcduzcansc a sus tdrminos m&s simples: 

28 

63 


1 ^ 


a*x 2 y 


ix - ■ V '-'I 


a 

ax- - ay 
x 2 - 1 




-X l 



21x 3 

225x s 

a 2 + ab 
3 a + 2a 3 

24a : 

6 a 2 - 9 a 

x 2 - 4 * + 4 
x 2 — 4 

a 2 — 3a - 4 
a 2 - a - 12 

2x 2 + 5x - 12 
4x 2 - 4x - 3 

ax -f ay - bx - by 
am - bm - an + bn 

(4x 2 - 9y 2 )(18x - 12) 
(2x - 3y)(12x - 8) 
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17 

X 3 - 

- 36 

18 

2x 3 - 14x + 20 


x 3 - 

216 

7x -2x 2 - 6 

19 

2(x 2 

- y 2 )xy + x 4 - / 

20 

y 6 + 64 



/ - 4y 2 + 16 

21 


4c; 3 - 1 

22 

a 2 - lab + 3 b 2 

12a 2 

+ a - 4a 3 - 3 

a 4 + 2 a 2 b 2 + 9 b A 

23 

(**- 

16)(x 2 - 4x + 16) 

24 

15 ab - 20 a - 21 b + 28 


x 3 + 64 

21 - a- 10 a 2 


3.7 Adicion de fracciones 

La suma algebraica de dos o mas fracciones con el mismo denominador es 
una fraccion con este denominador comun y cuyo numerador es la suma alge¬ 
braica dc los nuiiiei adores de las fracciones sumadas. Esto fuc demostrado en el 
problema 1, seccion 2.4. 

2x 2 _ 3x + 5 _ 2x 2 - 3x -+ 5 

x-4 x — 4 x-4 x-4 

Para determinar la suma algebraica de dos o mas fracciones de distinto 
denominador, debemos substiluir las fracciones por fracciones equivalentes 
que tengan todas el mismo denominador, siendo preferible, en este caso, emplear 
cl minimo comun denominador (MCD). El MCD de dos o m&s fracciones es el pro- 
ducto de los factorcs primos dc los denominadores, cada uno con exponente 
igual al maximo exponente al que el factor aparecc elevado. Esta proposicion es. 
en realidad, el resultado del siguiente importante teorema. 


Teorema 3.5. J + hc (b. d * 0) 

o a oa 


Demostracidn. Tenemos 


a c = ad be 
b d = bd + bd' 


por el Corolario 2.18. Si aplicamos ahora el problema 6, seccion 2.4, tenemos 

ad be __ ad + be 

bd bd = ~ bd 


que es el resultado pedido. 
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Ejemplo 1. Determinese el MCD de las fracciones 

3x 

x 2 - 4x + 4 
5x 2 

3(x 2 - 4)' 

2 

2x 2 — x — 6 

Solucion. Dcscomponicndo cada denominador en factores, tenemos, 

x 2 - 4x + 4 = (x - 2) 2 , 

3(x 2 - 4) = 3(x + 2Xx - 2), 

2x 2 - x - 6 = (2x + 3Xx - 2). 

El MCD es 3(x + 2Xx - 2) 2 (2x | 3). 

Despues quc el MCD ha sido determinado. las fracciones equivalentes pueden 
formarse dividicndo cl MCD por el denominador de cada fraccion y en seguida 
mulnpl.cando el numerador y el denominador de cada fraccion por el resultado 
respectivo. Las fracciones equivalentes pueden entonces sumarse como en cl 
ejemplo ilustrativo anterior. 

Ejkmplo 2. Transformense las fracciones siguientes en fracciones equiva¬ 
lentes con el MCD como denominador, y determinese su suma. 

4 , x + 3 2x -h 1 

x + 2 x 2 - 4 x - 2 

Solucion. El MCD es (x + 2)(x - 2). Por tanto. 

4 - 4(* ~ 2) x + 3 = x + 3 

x + 2 (x + 2Xx - 2) x 2 - 4 “ (x + 2Xx - 2) 

2x + 1 _ (2x + IXx -f 2) 
x - 2 (x + 2Mx - 2) 

y 

_ 4 x + 3 2x + 1 
x + 2 x 2 - 4 + x — 2 

= - ^ ~ 2 > + ^ + 3 (2x + lXx-f 2> 

(x + 2)(x - 2) (x + 2Xx - 2) (x + 2Xx - 2) 

= (4x - 8 ) + (x + 3) + (2x 2 + 5x + 2) 
x 2 - 4 

2x 2 + lOx - 3 
P^4 
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Problemas 

Reduzcase cada una de las expresiones siguientes a una fraccion iinica y simplifiquese. 


< 1 

H2 

1 

+ 

= Jz . 


2 


3x 4y 

Cs>0 



a 1 b 1 

4y 3x 



4 

b a 

2x + 3 4x 

l 

-4 

L 

ry 

A 

3x - 1 4 - 5x 


7 x + y + 


x - y 


x -f 1 _ X -4- 3 
x + 2 x 


3x - 2y 2x-y 
Sx - 3 3 — 5x 

ii + 2 

x y 2 

!3 X + 2 


15 

17 

19 


4 - x 3x - 12 
x - 1 


+ 


x + 3 


2x 2 - 13x + 15 2x 2 — 15x + 18 

3 + a z + 2 


a - 3 ' fl J - 27 

2 3 


10 

12 

14 

16 

18 


2 + 3 


12x 2 - 3 2x - 4x 2 


+ 


x 2 — 4x — 5 x 2 — 1 
x + 5 x - 1 


x 2 + 7x + 10 x 2 + 5x + 6 

2x+_3_ _ 3x - 4 
3x 2 + x - 2 2x 2 - 3x - 5 

2xy _x_ 

x* + w s x J - x.v + y 2 


x 2 + 3x + 2 x 2 + 5x + 6 x 2 + 4x + 3 
5x + 1 x 


20 x + 6 + 


12x 2 + 5x - 2 3x + 2 


21 2y 3 + 4 y* - 12 y + 9 + 2y 2 - y - 3 


22 

23 


1 


+ 


1 


1 


(x - yMy - z) (y -*)(*- x) (z - x)(x - y) 
x y z 


+ 


+ 


(x - y)(y - z) (y — z)(z - x) (z - x)(x - y ) 

2x — 3 


2x - J x + 3 _ 

2x 2 - x - 6 6x 2 + x - 12 3x 2 - lOx + 8 


3.8 Multiplication y division de fracciones 

En algebra como en aritmclica, cl producto dc dos o mas fracciones es una 
fraccion cuyo numerador es el producto de todos los numeradores y cuyo deno- 
minador es cl producto de todos los denominadores. El resultado debe reducirse 
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a su forma mas simple dividiendo numerador y denominador de la fraccion 
producto por sus factores comunes. Notese en el ejemplo ilustrativo I que este 
metodo es una aplicacion directa del Teorema 2.17, seguida de una aplicacion 
del Corolario 2.18. 

Ejemplo ilustrativo 1. 


x - 4 4x + 8 = (x - 4) • 2 2 • (x + 2) 
2x + 8 x 2 - 16 “ 2(x + 4Kx + 4)(x - 4) 

_ 2(x + 2) 

(x + 4) 2 


Necesitamos ahora un teorema que nos proporcione un metodo para dividir 
dos fracciones. 


Teorema 3.6. (b.c.d*0). 

o d c/d be 


Demostradon. (Dense las razones de cada paso.) 


a/b ^ (a/b) ■ (d/c) _ (a/b) ■ ( d/c ) _ (a/b) ■ ( d/c) _ a d 
c/d (c/d!) • (d/c) (cd)/(cd) ~ 1 ~ b c 


Como consecuencia de este teorema, podemos enunciar la regia siguienle: 
el cuociente de dos fracciones es la fraccion obtenida multiplicando el dividendo 
por el divisor invertido. 


Ejemplo ilustrativo 2. —-— — x + 18 = ——^ + 12 

x + 3 4x 4- 12 x + 3 12x + 18 

a 3(x - 5) 4<x + 3) 
x + 3 6(2x + 3) 

_ 2(x - 5) 

2x + 3 ' 


Problemas 

Electuense las operaciones que se indican en las siguientes fracciones simples, reduciendo 
cada resultado a su forma mas simple. 


1 

1-4 

2 


3 

I’A 

4 


5 

A-il 

6 


7 

3x 3 5y 

8 

7 a 20 b* 

/ 

4 y 2 'x 2 

12 b 3 35a J 


12 b 3 35 a* 
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40x 3 y 2 ^ 27x.v 
24x/ ' 8x 2 y 3 

x 2 — y 2 x + y 
x 3 - y 3 ' x 

x 2 - 6x + 9 x 3 - 4x 2 + 9x - 36 
x 2 - 7x + 12 ’ x 4 - 81 

y 2 — 2v — 15 12 - 4y 


5L + A 


x 2 - 2x + y 1 x 2 + xy + y ! 
x 3 — y 3 x — y 


y* - 2y - 15 ^ 12 - 4y 

y 7 - 9 y 2 - 6y + 9 
x 2 + 2x - 3 x + 1 jg 2x 

x 2 + 7x + 12 x J + 4x - 5 2\ 

y + 1 x 2 + 2x y - 1 ( g ab 

x - 2 6 xy 2 - x ab 

* 4 ~ 4- . .r l_. J Lz.Z_ 20 (a 2 

(x - y) 1 x 1 + y* xy + y 1 

9x 2 + 6x - 8 2x 2 — 7x - 4 4x 2 + 4x - 3 

6x 2 + 5x — 4 2x 2 - Sx - 12 6x 2 - x - 2 


2x 2 - 3x - 14 2x 2 - x - 10 
6 2x 2 - 3x - 5 ’ 2x : - Sx - 7 

lg a b + oc . ^ b 

ab — ac b+c b — c 


y- 

2y + 1 

y 4 

+ 8y 

2x 



x 3 

x - 1 

+ x 2 -lj 

" r 

— X 

3x 

3x + 

2 

]Jl 

x — 3 

x 2 - 6x 

+ 9 . 

1L* 


[x - 3 X 2 — 6x + 9j |_x + 3 x 2 + 6x + 9J 

La mayor parte de las fracciones consideradas hasta aqui han sido fracciones 
simples. Toda fraecion que contiene una o mas fracciones en su numerador o 
dcnominador, o en ambos, se llama fraecion compuesta. Puede simplificarse 
reduciendo numerador y dcnominador a fracciones simples y en seguida efec- 
tuando la division. 


Ejemplo. Simplifiquese 


1 

a — 
a 


a - 

a 


a ~7 2 


a 2 - 1 . a 3 - 1 


(a + l)(o - 1) . 
a (a 
a(a + 1 ) 
a 2 4 - a + 1 


- l)(a 2 + a + 1) 


Solution. 
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PROBI.EMAS 

Reduzcase cada una dc las expresiones siguientes a una fraction en su forma mas simple. 


».+! 

f- 

X - - 


2 

2 - 

y 

* _ y 

2 5 


ab + ac 


4x 2y 
5 3 


! + I 

1 l 


x 2 -1 
_ x 

X + 1 + - 
X 


9x 2 - 4r 
y - 2x 


-U4+' 


4-Ui 

x x y 


X + V 


x + y- 


* + y 


a - I 


Exponentes enteros y exponente ccro 


En la Section 3.2 analizamos el significado de a"(a * 0) donde n es un enlero 
positivo. Para defimr a" donde n es un entero cualquiera. positivo, negalivo o 
nul° Oiel), podemos utilizar los teoremas sobre exponentes [ccs. (3.2) a (3 7)1 
Recordemos^por la ec. (3.7) que a"/a n = 1. Si la ec. (3.5) fuera permisible, ten- 
driamos a n n — n u = 1 . Esto es permisible, puesto que m no puede ser igual a n 
pero podemos usar esta relation y la ec. (3.6) para justificar las definiciones 
siguientes: 


Dffinici6n 3.2. Para todo ae R(a * 0), 

a° = 1. 


(3.18) 


Dhfinici6n 3.3. Para todo ae R{a ft 0) y para todo entero positivo n. 


a-" = —. 
a " 


(3.19) 
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De aqui resultan los siguientes teoremas. 


Teorema 3.7. Para todo ae R(a # 0) y lodo n, me I, 


a"a m = a” + m . 

(3.20) 

(ab) n = a"b". 

(3.21) 

(aT = a nm . 

(3.22) 

— = a"~ m . 
a m 

(3.23) 


Demostraciones. Las demostraciones se siguen directamente de las defini- 
ciones precedentes y se dejan como ejercicios. 


EJEMPLOS ILUSTRAT1VOS 5° = 1, 



2x° = 2*1 s 2, (2 x 2 y)°= 1, 

_ Y 1 2 * 3 _ v — 2 _ 1 

) = x < —s = x = —r 

x s x 2 


Problemas 


Elimincnse los exponentes negativos y nulos y simplillqucnsc las exprcsiones siguientes: 


3x"V 


8x° 

3x" 

2 *V a 

3x'V 

a~ l + b~' 


(«0 


-1 


(8x)° 

5y' 2 x 3 z° 

4 x'V 
6x*V 2 


x - 2 + y 2 

X -1 + y _1 


a 


-l 


+ A 


-l 


10 (a -1 +- b~ l ) 


-u-i 


(a + b)-' 

ii fary*jr u (-ln-UH-U 1 

13 Dcmuestrese el Teorema 3.7, (a) ec. (3.20), (b) ec. (3.21). 

14 Dcmuestrese el Teorema 3.7, (a) ec. (3.22), (b) ec. (3.23). 


3.10 Exponentes rationales 

En la seccion anterior generalizamos nuestras definiciones sobre exponentes 
a exponentes negativos y cero; ahora las generalizaremos a exponentes racionalcs. 
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Df finici6n 3.4. Todo numero a cuya pcnencia de exponeme (n es un entero 
posilwo) es igual aby que satisface la ecuacio n a" = b se llama raiz /i-esima de b. 

Rccordemos que, por ejemplo, (anto 2 como -2 son raices cuadradas de4. 
puesio que 2 - 4 y (~2 ) 2 = 4. Analogamente. como (-2 ) 3 = - 8 , -2 es una 
raiz cubica de - 8 . En general, todo numero a exception de cero tieneexactamente 
n raices n-esimas, si bien la mayoria o todas pueden ser numeros complejos.* 
En muchos casos es conveniente definir una raiz n-esima principal, hi raiz n-esima 
principal de un numero positivo es la raiz positiva. La raiz n-esima principal de un 
monero negativo es la raiz negativa si n es impar. Si n es par y el numero es negative, 
la raiz principal no se define porque no existe ningun valor real. (Considerese por 
ejemplo, la ecuacion x 2 = -4.) El simbolo significa raiz n-esima principal 
de b, n se llama indice y b cantidad subradical de la raiz o radical. 


Ejemplo ilustrat! vo 1. s/9 = 
principals de indices 2 (cuadrada), 3 
vamente. 


3, v 8 — — 2 y t/81 = 3 son las raices 
(cubica), 4 (cuarta) de 9. -8 y 81. respecti- 


Aliora podemos generalizar los teoremas sobre exponentes al caso neQ. 
Consideremos un numero racional cualquiera p/q, dondc p y q son enteros 
posit i vos primos entre si. Si n = l/q donde q es un entero positivo cualquiera y 
queremos tener un resultado compatible con la ec. (3.2), esto es. queremos tener 


ft 1 *- b' lq ■b , r...b' , ‘ l = b^ = b. 


(3.24) 


q factores b l q 


debemos definir b'« como una raiz 9 -esima de b ; mas precisamente, lo definimos 
como la raiz principal. Asimismo. para satisfacer la ec. (3.3) debemos definir 

Definici6n 3.5. lh' , ' l ) p s b’’ 1 " n 


Esta identidad expresa que b' lq es una raiz p- 6 sima de b piq y que h p/q es la potencia 
de exponente p de la raiz q-e sima principal de b. Ademas. usando la ec. (3 25) 
podemos demostrar que 

b p,q • b piq ■ b plq - b piq = b p , (3.26) 

q factores b Dla 


de modo que b p q es tambien la raiz ij-esima principal de b p . Por tanto. tenemos 
por las ecs. (3.25) y (3.26) y la notacion precedente 


_ b p,q = (b”) llq = i/F, (3.27)t 

* Vease capitulo 7. 


t Debemos excluir cl 
en la definicion dc valor 


caso cn que b es negativo y q es par, analogamenie a como lo hicimos 
principal. 
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y tambien 

b plQ m (b v *) p = (tfbY. (3.28) 

Puede demostrarse ahora que los cinco teoremas sobre exponentes, ecs. (3.19) 
a (3.23), son validos tanto para exponentcs racionales (elementos de Q) como 
para enteros (elementos de Z). 


EjEMPLO Il.USTRATIVO 

2. 

8 2/3 = 3 /8 2 = ^64 = 4, 6 
= (*/8) J = 2 2 = 4. 

Ejemplo ilustrativo 

3. 

0|-3/4 _ 1 11. 

(t/81) 3 3 3 27 

Ejemplo ilustrativo 

4. 

x l/4. x 2/3 _ x l/4+2/3 _ X U/12 _ l^TT 

Ejemplo ilustrativo 

5. 

x l/4 + x 2/3 = x l/4-2/3 = x-SHlJs ^ . 

Ejemplo ilustrativo 

6. 

(x”V 3/4 = .X 3 . 


Problemas 

Todas las letras que aparecen cn los problemas 10 a 30 representan numcros rcales 
positivos. Determincnse los valores num£ricos de las expresiones siguientes: 


1 

25'' 2 

2 

81' 3,4 

3 

(if)" 1 

4 

(ty-' 3 

5 


6 

32-4/s 

7 

(2 * °) 3/5 

8 

(2-6)2/3 

9 

37 / 2 .3*/2 . 




Eliminensc los exponentcs negativos, simplifiquesc y cxpresese el resultado en forma 
de radical. 

10 x lJA -x l,s 11 x li * + x lls 

12 (x 1/4 ) 1/5 13 x^-x’ 1 ' 5 

14 (x* /4 ) 1/5 15 (x- , '*)- ,/a 


Eliminensc los exponentes negativos y nulos y simplifiquesc. 
16 (9 x~V) ,/2 17 (2x 1,6 y 5/6 )" 6 



21 (a l/2 + b 112 ) 2 
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22 

(a 1 ' 2 + b l,2 )(a 212 - b l,t ) 

23 

(X 1 ' 3 

+ .v ,/3 )(x 2 ' 3 - x 1 ' 3 /' 3 + y 2 ' 3 ) 

24 

(x + y)~ 2 (x~ 2 - y- 2 ) 

25 

(x + 

y-y 

26 

a 2 - a 112 

27 

u 2 + 

2a~ 2 -a'" 1 

a 3 ' 2 


a 2 ' 1 

28 

(x 2 + 6x4- 9) 1 ' 2 




29 

(a) Encuenlrese el valor de: 





( X 2 - 2x + l) 1 ' 1 + (X 2 + 2x + 

(b) Muestrese mcdiantc un ejemplo que 2x no es siempre el resuilado correcio. 
30 (a) Encuentrese el valor dc: 


(x 1 + lOx + 25) 1/2 - (x 2 - lOx + 25) ,,J . 

(b) Muestrese mediante un ejemplo que 10 no es siempre el resultado correcto. 


3.11 Radicales 

En muchos casos es mas ventajoso expresar una cantidad en funcion de 
radicales que en funcion de exponentes fraccionarios. Las leyes de los radicales 
se desprenden directamente de las definiciones anteriores y de los teoremas 
sobre exponentes. Si m y n son enteros positivos y uno de ellos es par, y a y b son 
positivos, 


(c£r * «• 

V'ab = (ab)' ln = a Un ■ b lla = ”/d ■ ■/£, 


nr a faV 1 " a' ln ZJa 


b \bt ~b'"' ~”fb' 

(a ,/ ") 1/m = a 1 '"" = m 7a. 

Ejemplo ilustrativo 1. ^50 = ^f25 • 2 = y/25- Jl = 5 y/2. 

Ejemplo ilustrativo 2 . /-- = 4^- = — • 

\J 27 ^27 3 

Ejemplo ilustrativo 3 . */Tf = Jlffi = Jl. 


(3.29) 

(3.30) 

(3.31) 

(3.32) 


Utilizando estas leyes diremos que un radical ha sido simplificado completa- 
mente cuando: (1) ningun factor que sea potencia n-esima perfecta aparece bajo 
un radical de indice n % (2) no hay fracciones bajo el signo radical, (3) el radical 
tiene el minimo indice posible. 

Todo radical que satisface estas condiciones se dice estar cn su forma mas 
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simple. Ademas de los tres ejemplos ilustrativos precedentes que estan en sus 
formas mas simples, daremos los siguientes. 

Ejemplo 1. Simplifiquese i/$lx 5 y 1 . 

Solution. Debemos eliminar en la cantidad subradical todos los factores 
que son cubos perfectos. 

» = l]21x i y b ■ lx 2 y = 7277? • = 3.xy 2 ^ 

Ejemplo 2. Simplifiquese 7f. 

Solution. Por conveniencia de calculo, es important eliminar toda fraccion 
que aparezca como cantidad subradical; en esa forma, el radical pucde aproximar- 
se mediante una sola extraccion de raiz y una division scncilla en lugar de dos 
extracciones de raiz y una division mas complicada. Transformando el denomi- 
nadoi C11 cuadrado pcrfecio podemos elimmarlo de la cantidad subradical. 

/3 = /T2 = 76 
V2 V 2 ’ 2 2 ' 

Ejemplo 3. Simplifiquese 764 x 2 y i /z 1 . 

Solution. Los problemas de este tipo se resuelven en forma mas conveniente 
si se introducen exponentes fraccionarios. En esa forma, para eliminar el deno- 
minador de la cantidad subradical, tcnemos 


/2Vv 4 Y' 4 2 3l2 x l/1 y z m 2v «— 

\~P~) = - s f s/2xz. 

Problemas 



Simplifiquese cada una de las expresiones siguienles. siendo a. b. x. y y z cantidades 


positivas. 



i 

2 

798 

3 yH 

4 

y»o 

5 7—625 

6 

tfn 

7 Jllx i y i 

8 

Jwia'b 1 

9 y«l? 4 xV 

10 



12 

7^ + 4 

13 Ja 2 b 2 + b 2 c 2 

14 

Ja ~ 2 + b 

15 # 

16 

A 
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25 */i5 




3.12 Adicion y substraccion de radicales 

Al sumar 0 restar radicales, todos los radicales semejantes (esto es, que tienen 
cl mismo md.ee y la misma camidad subradical) se combinan en un solo termino 
C onsiderese el ejemplo. 

Ejemplo. Simplifiquese, reduciendo terminos semejantes, 

4 v/12 + 5^- v/50 - 7 748. 

Solution: 


4 7l2 + 5 y/s — 750-7v^8 = 4 S /5 T 3 + 5 S /4 T 2 - 725-2 - 7 7i 6 ~3 

= 873-2871+ 1072-572 
= 5^- 2073. 

Problemas 

Simplifiquese. reduciendo terminos semejantes. 


1 4^-5 712 + 2 775 

3 5^2 - t/M +2^/32 
5 

7 2 s /i+ J21 + 7243 
9 7450 + N /8 - 7§8 


2 72*+ 7l6 - 

4 7^ + V&+ 

6 ijl- 750 + 37 S" 

8 2^5- 7125 


7T-^ + 


27S’ 


10 



Expresiones algebra icas 67 


11 

13 

15 

17 

19 




+ 


3/PF 


+ 3 f/ab* 


12 


74|x + >) - 2>/9(x + y) + 3 7* + y 14 
Ja^bc* + v/ab’c 3 + Ja*b s c 16 


8v 4"+ i7i08 - ^ 18 

7+ V49-4-10 


l/rfa* + 64a 7 + 7 ifa 


-ijw-ljyi+ljvi-ljl 



4 ± 716 -4-2 


2 


3.13 Multiplication y division de radicales 

Para multiplicar dos o mas radicales se aplica la regia establecida en la ec. (3.30). 
Si los radicales tienen el mismo indice, el resultado es inmediato. Si, en cambio, 
son de distinto indice, deben convertirse previamenle en radicales con el mismo 
indice. Esto cs sicmpre posiblc y pucde efectuarsc con el empleo de expresiones 
equivalentes que tengan exponentes fraccionarios. 

Ejemplo 1 . Determinese el producto de J\5aP y Ji5a 2 xy 3 y simplifi- 
quese. 

Solution. Puesto que ambos radicales tienen el mismo indice, 2, podemos 
aplicar de inmediato la ec. (3.30). 

JlSax* ' jASa 2 xy l = v/15 2 • 3 a 3 xV = 1 5ax 2 y Jlay. 

Ejemplo 2. Multipliquese Jbx* por l/4x A y 2 y simplifiquese. 

Solucidn. Exprcsando los radicales como potcncias de exponentes frac¬ 
cionarios, tenemos 

Jte 3 • 74^7 = (3'2x 3 ) l/2 • (2 2 xV) w3 

= (3 • 2x 3 ) 3/6 • (2 2 x 4 y 2 ) 2 ' 6 == (3 3 • 2 3 • x 9 • 2 4 x 8 /) ,/6 
= 73 3 ’ 2 • 2 6 x 12 • x 5 y 4 a 2x 2 754x 5 /. 

La division de dos radicales se efectua en forma analoga, utilizando la ec. (3.31). 
Si los radicales tienen distintos indices, deben reducirse primero a un indice 
comun. 

Ejemplo 3. Dividase 6^/5 por 2^/F y simplifiquese. 

Solution. Como ^5 = ^25 y y/3 = ^27, tenemos 
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Recordando que un radical en su forma mas simple debe tener el denomi¬ 
nator libre de radicales, debemos mulliplicar el numerador y denominador por 
V27. De este modo, 


6^5 = 6 [25 ■ 27 

2 fa ~ fa 21-21 



= | y2W7= falS. 


El proceso de eliminar radicales del denominador, ilustrado en el cjcmplo 3. 
y ejemplo 2, seccion 3.11, se llama racionalizar el denominador. Cuando se trata 
de eliminar todos los radicales de un denominador, el problema puede ser 
bastante complicado. 

Ejemplo 4. Racionalizar el denominador de (2 + fa)/(fa - fa). 

Solucion. Puesto que queremos eliminar los dos radicales del denominador, 
debemos encontrar una expresion {factor racionalizador) que. multiplicado por 
J5 — fa. dc un resultado sin radicales. Como 


(v/5 - fa * fa + V3) = 5 - 3, 
multiplicands numerador y denominador por y/5 + fa. 


2 + fa . fa + fa 2 fa + fas + 2 K /3 + 3 

fa- 73 75 + 73 5-3 

_ 2fa+ fa5 + 2 fa + 3 
2 


Problemas 

Efcctuense las mulliplicacioncs siguientes, expresando cl resultado en su forma mas 
simple: 


1 


2 

fa- fax 

3 

fa 

4 

fax 3 - fa 

5 

1 

M 

tr-, 

1 

*-5 

6 

fax 2 y 3 ■ Jl2x s y 

7 

fa 3 +y 3 - Jx + y 

8 

l/fa-fafa 

9 

fa fa fa 

10 

Ja • i/a • ifa 

11 

fafa+ fai) 

12 

(2 + fa)(2 - fa) 

13 

(fa+ fa) fa - fa) 

14 

{2 fa- 3 fa) 3 

15 

{fa + lfa)(fa— 3 fa) 

16 

fa + 2 fa- fa-2 fa 

17 

m 

18 
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Efectuense las divisiones siguientes. expresando el resultado en su forma mas simple: 

19 47S-3 Jr 20 *£ + Ju* 

21 22 vj6 + 3jl4) + J~2 

23 HUa'b -f 24 ^ 4 


25 

27 

29 

31 

33 

35 

37 

39 


x*y. 

Racionalicese el denominador de cada una de las fracciones siguientes: 

273 
475 

_4 
4/16 


26 

26 4^5 


5 


77- 7~3 

X 


*+ Tv 

277 + 73 
377 - 5~73 

X 2 

T P ~ - i -7*+3 

X -77-9 

x + 7x J - 9 


28 

30 

32 

34 


7* — 1 

3 

2+73 

/2+/3 

72 / 73 


7* - v >' 


2x 


36 -y---- 

7 X — 1 + 7“* + 2 

38 _JL_ 

TV* “ 16 - v 


a t 7* + 

41 7T- 7x a - 1 


40 


42 


43 


45 


Indication: x 3 + y 3 = (x + y)(x 2 - xy -f y 2 ). 
2 


2^75 


44 


7* 4- 7* 4- 1 
7x - 7x + 1 

1 

7^4- ifb 

1 


79 + 3 /5 + 74 


72 4- 73 4- 75 

Indication: Multipliquense numeradnr y denominador por ( Jl + Jl) — Js. 

En los problemas 46 a 50 usamos la tabla de raiccs cuadradas (tabla I) para calcular 
cada expresion con tres cifras decimales. 


46 

2 

73 


48 

1 

19 1 

72 4-73 

77- 73 

50 

1 


2 - 75 
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PROBLEMAS 


1 


( X + h) 1 - x z 
h 


• donde h ^ 0, es identica a: 


2 


(a) h 



2x + h 
h 

- y* es identica a: 


(a) (x - y) 4 

(c) (x + y)(x - y)(x 2 + y 2 ) 
(e) ninguna de estas. 


3 (x 1/2 + fl 1/2 ) 2 es identica a: 


(b) 2x (c) 2x + h 

(c) ninguna dc estas. 

(b) (x + y)(x - y)(x 2 - v 2 ) 
(<i) (x 2 - y 2 ) 2 


(a) x + a 
(d) (x 2 + a 2 ) 1 ' 2 


(b) x + Jlax + a (c) x + 2 y/ax + a 

(e) ninguna de estas 


4 y/x 2 + y a , donde x > 0, es identica a: 



5 3 • 10" es identica a: 


(a) 10" +3 
(d) 10 3 " 


6 


Jlx 

-- es identica a: 

x + 4 


(a) 



7 £ 

4 


(c) 


17 * 

x + 4 



(b) 30" (c) 3" • 10" 

(c) ninguna de 6stas. 




(d) ninguna de estas. 


<,Cuales de las siguientes proposiciones (problemas 7 a 14) son identidades? 


7 + i 8 ^ S a 2 - x 2 

9 4x 2 - 12x + 13 s 4[(x - f) 2 + 1] 
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14 


x 4 _+ 4x 2 - 4 
(x - l)(x 2 + 4) 


; = X + 1 + 


15 Simplillquese 


+ 


(X - 1)(X 2 + 4) 
2 


(1 - x 2 ) 3 ' 2 (1 - x 2 ) 


1/2 


16 Simplifiquese[4r( 1 + r 2 )" ,/2 — 2/ 3 (l + f 2 )" 3/2 ] 4-— —- - y 

y 1 + t 


17 Demu6strese que 




+ 1 = x + si x > 0. ; Es verdadera si x < 0? 
4x 


18 Si 3x 2 + 3y 2 z — lay - 3 axz = 0, y 6x - 6 az + 6yz 2 + 3y 2 w - 3axw = 0, encucn- 
t rcsc >v cn terminos dc x, y y a. 

19 Si 10x 2 - 6xz - 6y + lOxz = 0, encu6ntrese z si x = y = 4^2. 

1 /I _ 

20 Si x = j ’ e y = t 2 , demuestrcse que y = -—• 


21 Si y 


expresese yi -f y 2 en funci6n de x. 


22 Si x = oxprdsese >/l + x 2 en funcion de y. 

23 Si y = {ax 2 + bx + c) ,/2 t y si 


z = 


- ---** b) - {ax 2 + bx + c)~ 3/2 + a(ax 2 + bx + c)" ,/2 t 


dcmudstresc que 4y 3 z — 4 ac — b 2 . 


24 Demuestrcse que si y/{x + c) 2 4* y 2 + J{x - c) 2 + y 2 = 2a, y a 2 = b 2 + c 2 , cntonccs 


25 Si x = 


2t 


1 - t 


_ . e y = * 2 > encuentrese y 2 - x 2 . 


4 

Geometria de los numeros reales 


En el capitulo 2 examinamos seis grupos de axiomas relacionados con 
adicion y multiplicacion de numeros, y estudiamos el conjunto Q de los numeros 
racionales, el cual es el menor conjunto que incluye a los numeros naturales N 
y satisface estos axiomas. Tal como observamos al final del capitulo, el sistema de 
los numeros racionales no es suficiente para medir las longitudes de todos los 
scgmcntos lineales; el sistema de los numeros reales contiene adcmas otros 
numeros, de modo que la totalidad de los numeros reales puede ponerse en 
correspondence biunivoca con los puntos de una recta. 

En el presentc capitulo examinaremos dos tipos adicionales de axiomas que 
completaran nuestra description de los numeros reales. El primer grupo de 
axiomas se refierc al ordenamiento de los numeros reales y conduce al estudio de 
las dcsigualdades. Veremos en seguida la forma en que los numeros reales se 
corresponded con los puntos de una recta en un sistema unidimensional de 
coordenadas y continuaremos estudiando la geometria de los sistemas bidimen- 
sionalcs de coordenadas. Finalmente, concluiremos el capitulo enunciando en 
forma precisa el axioma de plenitud, el cual se utiliza en forma implicita al esta- 
blecersc un sistema de coordenadas; mostraremos tambien como puede utilizarse 
esto para definir la longitud de un arco de circunferencia. 


4.1 Axiomas de orden para los numeros reales 

En el capitulo 2 examinamos los axiomas de un cuerpo. los cuales son satis- 
fechos por diversos sistemas matematicos. En esta section queremos estudiar 
un conjunto de axiomas que se relacionan de modo mas espedfico con el hecho de 
que podemos asociar los numeros reales con los puntos de una recta, esto es, los 
axiomas de orden. En el capitulo 2 consideramos solo igualdades entre elementos. 
Ahora estudiaremos propiedades de las desigualdades , o sea, estudiaremos la 
relation «b es mayor que a», simbolizada por b > a. 


Axioma 01. Axioma de tricotomia. Para todo a y b en R, una y solo una 
de las proposiciones siguientes es vdlida: a>b,a = bob> a. 


72 
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Este axioma se usa al definir lo que queremos significar por numeros reales 
positivos y negativos. 

Definici6n 4.1. Un numero real a es positivo si a > 0 y negativo si 0 > a. 
El numero 0 no es ni positivo ni negativo. 

Del Axioma de tricotomia 01, se sigue que cada numero real es positivo, 
negativo o cero. 

Axioma 02. Axioma de transitividad. Si a, b y c estan en R y si a > b y 
h > c, entonces a > c. 

Ejemplo ilustrativo 1. Si a > b y b es positivo, entonces a es positivo, 
ya que a >b y b > 0 implican a > 0. 

Utilizamos el axioma de transitividad cada vez que escribimos una cadena 
de desigualdades y concluimos que cl primer termino es mayor que el ultimo. 
Por ejemplo, de a > h > c > d % concluimos que a > d. 

Axioma 03. Axioma de adicion. Si a, bye estan en R y si a > b. entonces 
a + c > b + c. 

Ejemplo ilustrativo 2. Si a es positivo, entonces a + c* > c, ya que a > 0, 
y podemos en seguida usar el axioma de adicion. 

Aunque siempre podemos sumar una misma cantidad a una desigualdad sin 
alterarla, no sucede lo mismo cada vez que multiplicamos ambos miembros 
por un mismo numero. Por ejemplo, si a > b. entonces a O = fe*0, dc modo 
que la multiplication por 0 transforma la desigualdad en una igualdad. Sin 
embargo, si solo multiplicamos por numeros positivos, la desigualdad se conserva. 

Axioma 04. Axioma de multiplicacion. Si a, b y c estan en R y si a > b 
y c > 0, entonces cr c > h- c. 

Puesto que la adicion y la multiplicacion son ambas operaciones conmuta- 
tivas, el resultado del Axioma 03 puede tambien expresarse c + a > c + b y 
el del Axioma 04, ca > cb . En el Axioma 04 debe tenerse presente la condicion 
de que debe ser c > 0. 

A menudo es conveniente decir que un numero «es menor que» otro, en 
lugar de utilizar siempre la expresion «es mayor que»; en consecuencia. daremos 
la siguiente definicion de la relacion (es menor que) en el conjunto R. 

Definici6n 4.2. Si a , beR, decimos a < b (lease «a es menor que b») si y 
solo si b > a. 

A consecuencia de esta definicion, a > b puede lcerse tanto «a es mayor 
que b» como «b es menor que a». En toda demostracion en que aparezean estas 
relaciones (desigualdades) supondremos que cualquier cantidad puede ser 
substituida por otra igual a ella; por ejemplo, si a > b y b = c, entonces a > c. 
Ademas, definiremos > como > o = y analogamente, < como < o = . 
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Los axiomas dc adicion y dc multiplicacion pueden utilizarse para demostrar 
dos importantes propiedades del conjunto de los numeros reales positivos, 

Teorema 4.1. El conjunto de los numeros reales positivos es cerrado respecto 
a la adicion , es decir % la suma de dos numeros reales positivos es un numero real 
positivo. 

Demostracion. Si a > 0 y b > 0, entonces a + b > 0 + ft, por el axioma 
de adicion, y0 + b = b>0 % de modo que a + b > 0 por el axioma de transiti- 
vidad. 

En forma similar podemos demostrar: 

Teorema 4.2. El conjunto de los numeros reales positivos es cerrado respecto 
a la multiplicacion. 

A1 inverso aditivo de un numero real a lo hemos llamado «el negativo de a». 
Veremos en seguida que esta terminologia esta efectivamente relacionada con 
los conceptos de numeros positivos y negativos. 

Teorema 4.3. Si a es un numero real positivo , entonces -a es negativo y si a 
es negativo , en tonces -a es positivo. 

Demostracion. Si a > 0, entonces sumando — a en ambos miembros y 
usando el axioma de adicion obtenemos a + (- a ) > 0 + (-a) de modo que 
0 > -a. Analogamente, si 0 > a, sumando — a en ambos miembros, obtenemos 

~ a = + 0 > ( -a) + a = 0 de modo que -a > 0. Dc modo mas general, 

podemos probar en forma similar: 

Teorema 4.4. Si a > b % entonces —h> - a . 

Probaremos a continuacion una importante propiedad de todo sistema 
numerico, que satisface los axiomas de orden: 

Teorema 4,5. Para todo numer o real a , o bien a 2 = 0 6 a 2 > 0. 

Demostracion. Si a = 0, entonces a 2 = 0. Si a > 0, entonces a 2 > 0 por el 
Teorema 4.2. Si 0 > a, entonces -a > 0 y (-a) 2 > 0; pero (-a) 2 = a 2 por el 
Teorema 2.7, de modo que a 2 > 0. 

Corolario 4.6. 1 > 0. 

Demostracion . Como 0 no es numero natural, 0^1. Ahora, 1 = l 2 de modo 
que por el Teorema 4.5,1 > 0. Este corolario justifica el hecho de que nos hayamos 
refer id o al 1 como «un entero positivo». De manera mas general, como 1 es 
positivo, se sigue que 2 = I -b 1 es positivo, 3 = 2+ 1 es positivo y asi sucesiva- 
mente. Por tanto, todos los numeros naturales son numeros reales positivos. lo 
cual justifica el nombre «enteros positivos» que usamos en el capitulo 2. Adem&s, 
por el Teorema 4.3, como los naturales son numeros reales positivos, sus inversos 
aditivos seran numeros reales negativos, hecho que justifica a su vez el nombre 
«enteros negativos» usado en el capitulo 2. 
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Mencionamos anteriormente que si se multiplican ambos miembros de una 
desigualdad por un numero real positivo. la desigualdad seconserva. y que si se 
multiplican por cero, se transforma en igualdad. Demostraremos ahora que la 
multiplicacion por un numero real negativo invierte la desigualdad. 

Teorbma 4.7. Si a, b y c estdn enRya>byO>c , entonces b-c > a m c. 

Demostracidn. Si 0 > c, entonces — c > 0 por el Teorema 4.3, de modo 
que a(— e) > !>•( — c) por el axioma de multiplicacion. Por tanto. -a c) > 
—(b ■ c) y b-c > a- c por el Teorema 4.4. Observese que el Teorema 4.4 puede 
considerarse como un caso especial de este resultado. ya que si a > b. entonces 
/>•(— 1) > a •( — 1) dado que 0 > —1. 

Demostraremos antes que el inverso aditivo de un numero real positivo es 
negativo. Concluiremos esta seccion demostrando que el inverso multiplicative 
de un numero real positivo es tambien positivo. 

Teorema 4.8. Si a > 0, entonces l/a > 0. 

Demostracidn. Si l/a fuera negativo, entonces se tendria 0 (1 /a) > a*(1/a) 
por el Teorema 4.7. lo curl lleva a la contradiccion de que 0 > 1. Por la misma 
razon 1 /a ^ 0; luego, por el axioma de tricotomia. la unica posibilidad remanente 
es que l/a sea positivo. De modo mas general, si a y b son positivos, entonces 
b/a es tambien positivo. 


Problemas 

1 Ilustrcse cada uno de los axiomas y leoremas de esla seccidn mediante una seleccion 
adecuada de numeros reales. Por ejicmplo. en el Axioma 01. si a = 2 y b = —3. enionces 
a > b. ya que 2 > -3. 

2 Demuestresc que a > b si y sdlo si a - h es positivo. (En algunos libros se define priraero 
el concepto de numero positivo y en seguida se define la relacion a > b ulilizando la 
proposicion del presentc problema.) 

3 Demuestresc que si a + c > b + i\ entonces a > b. i.Que axiomas debe usar? 

4 Demuestresc que si c es positivo y a > b, entonces a + c > b. 

5 Demuestresc que la suma de dos numeros negatives es negativa. 

6 Demuestrese el Teorema 4.2. utilizando como modelo la demostracidn del Teorema 4.1. 

7 Demuestrese que el producto de dos numeros negativos es positivo y que cl producto 
de un numero negativo por uno positivo es negativo. 

8 Demuestrese que si a y b son numeros positivos y a > b, entonces a 2 > b 2 . 

Indicacidn: Demuestrese primero que a 2 > a • b. 

9 Demuestrese que si a y b son positivos y a 2 > b 2 . entonces a > b. 

Indicacidn: Por el axioma de tricotomia se cumple una y solo una de a > />, a = b 
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o b > a. Demuestresc que dos de estas proposiciones no pucden cumplirse si a 2 > b 2 . 
siendo ay h posit ivos. 

10 Demueslrese que si a > 1, cntonces a 2 > a, y si a es positivo y a > a, entonces a > a 2 
Ilustrese cada caso con scleccion adecuada de a. 

i 1 Demu6strcse que si a y b son positives y a > b, cntonccs a 3 > b 3 . 

12 Demuestresc que si a y b son negativos y a > b. entonces a 3 > b 3 . 

13 Uti , lizand L ° ,os resultados de los problemas 11 y 12. demueslrese que siayb son numeros 
rcalcs arbitrarios y a > b, entonces a 3 > fc 3 . 

14 Demuestresc elleorema 4.4. utilizando como modelo la demostracidn del Tcorema 4 . 3 . 

15 Demuestresc que si a > b y c > d, entonces a + c > b + d. 

Indication: Demueslrese primero que a + c > b + c. 

16 DcmuC5lrt -' s < : que sia.b.cyd son numeros reales positivos a > b y c > d, entonces 
a- c > b d. 

Indication: Demueslrese primero que a-c > b e. 

1 7 Demuestresc que si a > h y c cs positivo, entonces a/c > b/c. 

IS Demueslrese quo si a y b son numeros positivos y a > b, entonces l/b > I fa. 

Indication: Recuerdesc que a/<a ■ b) = l/b y utilicese el resultado del problcma 17. 

19 Demuestresc que s i a > b, entonces 

a> a -±*>b. 

Utilicese cstc resultado para mostrar por que l>->0 y | > 1 > 1. 

2 4 2 

20 Demuestresc que si a y b son numeros positivos y a > b % entonces a > > b. 

Indication: Utilicese cl problcma 9. 


4.2* lln sistema de coordenadas de una dimension 

o unidimensional 

C l metodo de asociar numeros con puntos de una linea es dc gran utilidad en 
matematicas, y ha resultado en un gran progreso en la aplicacion de las matema- 
ticas a las ciencias. Toda escala que mide cantidadcs, por cjcmplo, una regia 
graduada o un termometro. hace uso de una asociacion dc esta especie. A cada 
valor numerico que toma la cantidad fisica le correspondc una posicion en la 
escala y, viceversa. a cada posicion de la escala le corresponde un numero real. 
Una correspondence de este tipo establece un sistema dc coordenadas. El sistema 
de coordenadas a una dimension mas simple y util utiliza la correspondence 
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uno-a-uno entre el conjunto R de los numeros realcs y el conjunto de puntos de 
una linea recta. Consideraremos a continuation un sistema de este tipo. 


c-ifj (i) w 

i —i—i-1—i—i—i—H—•—H-1—H—i-1— 

(-5) (-1) (0) (1) (4) 


Sobre una recta fija de longitud ilimitada, elegimos un punto arbitrario 0, 
que llamamos el origen, y en ambos sentidos a partir de 0. marcamos divisiones 
iguales* de longitud arbitraria. Asociamos el cero con el origen, los enteros 
positivos con los puntos de division sucesivos de un lado y los enteros negativos 
con los del otro lado (vease fig. 4-1). La convenci6ii habitual cu una iccla horizontal 
es considerar los enteros hacia la derecha como positivos y los de la izquierda 
como negativos. 

El punto asociado con un numero racional cualquiera puede determinarse 
mediante la construction geometrica utilizada para dividir un segmento en 
b partes iguales; asL el numero | queda representado por el punto situado a 
tres cuartos de la distancia de 0 al punto correspondiente al 1. Analogamcnte, 
- If queda representado por el punto situado a if unidades a la izquierda de 0. 

Mediante construcciones gcometricas es tambien posible determinar los 
puntos asociados con ciertos numeros irracionales; por ejemplo, cl punto co¬ 
rrespondiente a J2 puede ubicarse considerando que y/2 es la hipotenusa de 
un triangulo rectiingulo isosceles de catetos unitarios. Si bien no existe una 
construccibn geometrica para todos los numeros reales, supondremos que la 
correspondence puede extenderse a todos los numeros reales; esto se logra aso- 
ciando cada segmento rectilineo con un numero real, el cual representa su 
longitud. En esta forma, hemos asociado con cada numero real un punto de 
la recta, y viceversa, con cada punto de la recta, asociamos un numero real. 

La coordenada de un punto se define como el numero asociado con ese punto; 
se escribe (x) y nos referiremos a ella como «el punto x». 

El sistema de coordenadas nos proporciona una interpretation grafica para 
la magmtud relativa de los numeros; asi 3 > 3 corresponde al hecho de que (3) 
esta a la derecha de (3) en tanto que - 5 < - 3 corresponde al hecho de que (- 5) 
esta a la izquierda de ( — 3). La notation x < y < z indica que y es mayor que x 
pero menor que z. 

Para determinar la distancia entre dos puntos cualesquiera del sistema 
basta restar la coordenada del punto situado a la izquierda de la del punto 


* Existen sistemas en que las subdivisiones no son iguales; por ejemplo, las escalas de 
la regia de c&lculo. 
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situado a la dcrccha; asi, si x, < x 2 , dondc los subindiccs 1 y 2 se utilizan para 
indicar dos valores distintos de x, la distancia entre (x,) y (x 2 ) es xi - xi. pero 
si x 2 < x„ la distancia debe ser x, — x 2 , ya que convinimos que la distancia 
sea siempre positiva. El inconveniente dc tcncr que distinguir entre las posiciones 
relativas de los dos puntos se evita empleando la nocion de valor absolute. 

El valor absoluto de x, denotado por |x|, indica el tamano o magnitud de x 
sin considcrar su signo; por ejcmplo, |3| = 3 y |-3| = 3. 

Definicion 4.3. El valor absoluto de un numero real x se define como 

x si x > 0, 

|x| = -X si x<0, (4.1) 

0 si x = 0. 

Es conveniente recordar aqui la definition del signo de raiz cuadrada. 
a saber, para todo numero positive u, v /crdcnula la raiz cuadrada positiva de a. 
Esto se puede recalcar mediante la definicion siguiente. 

Definici6n 4.4. Para todo numero real x, x 2 es positive (o cero si x = 0) y 

x si x > 0, 

v/x 2 = -X si X < 0, (4.2) 

0 si x = 0. 

De este modo, JV- = 7 y J( — l) 2 = -(-7) = 7 y, en general, |x| = Jx*. 
Puesto que las ecs. (4.1) y (4.2) definen los mismos valores, cualquiera de ellas 
puede utilizarse para indicar valor absoluto. 

Como una consecuencia inmediata de la definicion de valor absoluto. tenemos 
el siguiente teorema. 

Teorema 4.9. Para todo a en R % se tiene 

- \a\ < a < \a\. (4.3) 

Demostracidn. Si a > 0, entonces a = \a\ y — \a\ = — a < 0 < a = \a\. Si 
a < 0, entonces |a| = -a y — \a\ = a < 0 < \a\. Si a = 0. entonces — |a| = —0 = 

0 = a = \a\. Por tanto. la relacion de la ec. (4.3) se cumple en todos los casos. 

Teorema 4.10. Si a y b son dos mimeros reales cualesquiera , el valor absoluto 

de su producto (o cuociente ) es igual al producio (o cuociente ) de sus valores 

absolutos: 


\ab\ = M • \b\. 


(4.4) 
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Demostracion. Utilizando la definiti on del valor absoluto en forma de raiz 
cuadrada, obtenemos \a ■ b\ = J(a ■ ft) 2 = Ja 2 ■ b 2 = ■ Jb 2 = | fl | • |ft|. Una 

demostracion similar se cumple para el valor absoluto del cuociente de dos 
numeros. 

Aunque el valor absoluto de un producto es igual al producto de los valores 
absolutos. no se cumple en general que el valor absoluto de una suma sea igual 
a la suma de los valores absolutos; por ejemplo, |3 + (-2)| = |l| = 1 y | 3 | _ 
|(—2)| = 3 + 2=5. Sin embargo, se puede demostrar que el valor absoluto 
de una suma no pued e ser mayor que la suma de los valores absolutos. 

Teorema 4.11. Desigualdad triangular. Para numeros cualesquiera a y b, 
_ M + M S |a + b\. _ (4. 6 , 

Demostracidn. Siayftsonpositivos, tambiSn loes a + by |a| + |ft| = a + b = 
|a + h\. Si a y b son ambos negativos. tambien lo es a + b y |a| + |ft| = (-a) + 
- -(« + b ) = |« + b\. Por tamo, el unico caso en el cual podemos espcrar 
una desigualdad es cuando uno de los numeros, digamos a, es positivo y el otro, b. 
es negativo. Tenemos entonces |a| + |b| = a + (-b) y |a + b\ es o a + b o 
-(a + b). Pero. a > — a y — b > b. de modo que a + (-/>) >a + bya+{-b) 
>{-a) + {-b)=-(a + b); por tanto, en cualquier caso, debemos tener 
|a| +Jf>| > a + ft. Por ultimo, hacemos notar que se obtiene automaticamente 
una igualdad si al menos uno de los numeros a o ft es cero. 

Ahora podemos dar una expresion general para la distancia entre dos puntos 

y Pi- 

tl nombre «desigualdad triangular» proviene de la geometria de vectores y 
de los numeros complejos. los que se consideraran en el capitulo 7. siendo la 
interpretation de la correspondiente desigualdad el que la longitud de un lado 
de un triangulo no es mayor que la suma de las longitudes de los otros dos lados. 
En los problemas 9 y 10 que siguen se da otro metodo para probar esta impor- 
tante desigualdad. 

Teorema 4.12. La distancia entre dos puntos cualesquiera P, y P, con 

coordenadas (x,| y (,x 2 ) puede expresarse como 

_ d = p i p z = Ni - x 2 \ = J( Xl - x 2 ) 2 . (4.7) 


Por ejempl o. la distancia en tre los puntos (5) y (- 3) esta dada por d = 
J[5 - (— 3)] 2 = 8 6 por d = - 3 - 5) 2 = 8. 

Problemas 

1 Disponganse los numeros siguientes en orden creciente de magnitud y diagramense 
en un sistema de coordenadas similares al de la fig. 4-1: 2,3; 0,333; 2 3 ; 4; i; -5; - 1 ; 
0; —6,5. 

2 Muestrese por que |a — b\ = \b — a\ para numeros cualesquiera a y b. 
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Enunciense en palabras las interpretaciones geomdtricas de las siguientes expresiones: 


(a) a < b 

(c) a > b 

(e) a — b = 1 

(g) 1,41 < Jl < 1,42 

(i) |a - *| > 0 

(k) |x - 1| > 4 


(b) a < 2 
(d) a > b > c 

(f) 3,14 < 7i < 3.15 
(h) 5 — 2| > |1 - 3| 
(j) x - 2| < 3 
(I) - 1 < x < 1. 


4 

5 

6 


Si las coordenadas de dos puntos P, y P 2 en una recta son (2) y (8). respectivamente. 
demuktresc quo la coordcnada del punto medio del segmento P,P 2 es (5). 


Determinese la coordenada del punto medio del segmento que une (4) y ( — 4); (3) y 
< —5); (-1J) y (3,7); ( v /2ly( N /3): (xi)y(x 2 ). 


Determinese el valor de x en las expresiones: 


(a) x = |10| 
(c) x = JP 
(e) x = -j| 
(g) x= 


(b) x = |2 - 5| 

(d) x = VF4 7 

(I) X = TFT) 7 

(h) x = |i| + | - J| 


7 Determinensc todos los valorcs posiblcs de x en las expresiones: 


(a) |x| - 2 ^ 

(C) Tx 7 = 3 
- (e) |x - 2| = 5 

(g) |3 —_x| = 6 
(i) T(I^ = 4 
p ,(k')W^4) J = -1 


(b) |x| = T5 
(d) jx 1 = i 
(I) |x - 4| = 0 

(h) J{x - 1) J = 5 ' 
#|x-2|= -3 
(I) yA^-^S) 2 = 3 


8 Demu6strcsc la regia del valor absoluto de un cuocicntc (ec. 4.5). 


► 9 Si d > 0, entonccs |c| ^ d si y solo si — d^.c^d. Dense las razoncs para cada paso 
en la demostracion de esta propiedad, que debc consistir de las dos partes siguientes: 

(a) Si |c| ^ d,entonces -d ^ -|c|,dc modoque -d ^ -|c| ^ c* ^ |c| ^ dy -d ^ e < d. 

(b) Si c ^ 0, entonces |c| = c, de modo que si c < d , entonces |c| < d. Si — d ^ c ^ 0, 
entonces*/ ^ -c = |c| ^ 0,de modo que. encualquier caso, si -d ^ c ^ rf, entonces 
|c| ^ d. 


► 10 Demuestrese el Teorema 4.11 cn la forma siguiente: escribase — |a| ^ a ^ |a| y 
— 16| ^ b ^ |b|. Sumcnse estas desigualdades y utilicese el resultado del Problema 9. 


► 11 Demuestrese que | a - b\ ^ \a\ + |6|. 

Indicacidn: En el Teorema 4.11, reemplacese b por —b. 

12 Determinense todos los valores posibles de x en las siguientes desigualdades: 

(a) |x - 1| ^ 2. Por el problema 9. esto es equivalente a — 2 ^ x — 1 ^ 2; la desigual- 
dad de la izquierda —2 ^ x - 1 da x ^ -1 y la de la derecha x - 1 ^ 2 da x ^ 3. 
El resultado puede escribirse -1 ^ x ^ 3. 

(b) |3 - x| ^ 5 

(c) |2x + 5| < 6 

(d) |4 + 3x| < 2. 

► 13 Demudstrese que si d ^ 0, entonces |c| ^ d si y solo sic^doc^ -d. 
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Indication: Vease la demostracion del problema 9. 


1 


Dctcrmincnsc todos los valores posibles de x en las desigualdades siguienies: 

(a) |x - 1| ^ 2. Por el problema 13. esto es equivalente a x -1 ^2 6 x - U-2; 
la primcra dcsigualdad da x > 3 y la segunda x ^ — 1. Comparcnse estas respuestas 
con las del problema 12(a). 


(b) 

(c) 

(d) 


3 - x| ^ 5 
2x + 6 >4 
3x + 1 >8. 


15 (a) Demucstrese o nieguese que |x 2 | = |x| 2 . 
(b) Demuestrese o nieguese que |x 3 | = |x| 3 . 

16 Despejcse x en las desigualdades siguicntes: 


(a) r- 1 . > 3 

\x - 1| 


lb) 


12.x + 3| < 4' 


1 7 Reeordemos por la gcometria plana que una circunfcrcncia cs cl lugar gcomctrico (L.G.) 
de los puntos que se encuentran a una distancia dada de un punto dado, donde la dis- 
tancia es el radio y el punto dado es el centro de la circunfcrenda. En csta gcometria 
dc una dimension, ^.cuantos puntos sc encuentran a una distancia dada de un punto 
fijo? (,Dc cuantos puntos consistiria una «circunfercncia»? 

18 Si (1) es un punto dado y 2 es una distancia dada, expliquese por que |x - l| = 2 scria 
la condicion de que un punto (x) sc encuentre a 2 unidadcs del punto 1. Esta es la condi- 
cion de que el punto (x) se encuentre sobre lu «circunfcrencia» dc ccntro (1) y radio 2 y sc 
llama la ecuacion dc la «circunfercncia». 


19 Interpretese geometricamente cada una de las ccuacioncs del problema 7 cn terminos 
de «circunferencia en una dimensions 


20 Escribase la ecuacion de una «circunferencia en una dimcnsion» de ccntro (a) y radio r. 


4.3 Un sistema dc coordenadas de dos dimensioned 
o bidimensional 

En la seccion 4.2 tuvimos ocasion de considerar un sistema de coordenadas 
que nos permitio no solo comparar graficamente la magnitud relativa de los 
numeros, sino tambien representar la distancia entre dos puntos por la 
magnitud de sus difercncias. Sin embargo, la ulilidad de un sistema de una 
dimension es limitada; uno de los conceptos mas importantes en matematicas 
es la relacion o dependencia entre dos conjuntos de numeros. Los valores co¬ 
rrespond™ tes de dos conjuntos asi relacionados pueden ser considerados como 
pares de numeros; en consecuencia, un sistema que permita asociar un punto 
y un par ordenado de numeros seria de gran ventaja al estudiar una relacion dc 
este tipo. Veremos que un sistema de dos dimensiones proporciona esta aso- 
ciacion. 
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Recordemos la definition de producto cartesiano de dos conjuntos: en par¬ 
ticular, nos interesa aqui el caso X = Y y, en especial, X = Y = R. Simbolica- 
menle. esto es: 

R x R = {(x, y)\x e R e yeR}. 

Cada clemento del conjunto es un par ordenado (x, v). Estableceremos una 
correspondencia entre el conjunto de todos los pares ordenados (x, y) de R x R 
y el conjunto de todos los puntos del piano. (El estudiante debe repasar la impor- 
tante notion de conjunto producto dado en la section 1.3.) 

El sistema mas frecuentemente usado para establecer esta correspondencia 
es el sistema rectangular cartesiano de coordenadas. En 1637. Rene Descartes, 
matematico y filosofo frances, utilizo este metodo de asociar puntos con numeros 
y. mediante esto, asocio una curva con su respectiva ecuacion. Esta unification 
del algebra y la gcomctria cstimulo gran demen te el progreso de las matematicas 
y su aplicacion en di versos campos cientificos. 

Construyamos dos rectas perpendiculares haciendo, por conveniencia, que 
una sea horizontal; llamaremos estas rectas ejes coordenados. Utilizando el 
punto de intersection como origen 0, construimos en cada linea un sistema 
de una dimension. Generalmente, se utiliza la misma unidad de longitud en 
ambas lineas, pero en algunos casos puede ser mas conveniente tomar unidadcs 
diferentes. Dcsignamos por (x,0) el punto en la recta horizontal que corresponde 
al numero x en el sistema de una dimension y, analogamente, designamos por 
(0, y) cl punto en la recta vertical corrcspondicnte al numero y en el respectivo 
sistema de una dimension. La recta horizontal recibe el nombre de eje x o eje de 
abscisas y la vertical el de eje y o eje de ordenadas y acostumbrandose colocar el 
punto (0, y) del eje y hacia arriba cuando y es positivo. 

En el sistema de ejes de rcfcrencia de la fig. 4-2, consideremos un detcrmi- 
nado par de valores x e y y x x e y v Para determinar el punto correspondientc a 
cstc par ordenado de valores, trazamos rectas paralelas a los ejes por los puntos 
(xj. 0) en el eje x y (0, y t ) en el eje y. Estas lineas se cortan en un punto P, a una 
distancia Xj del eje y (a derecha o izquierda, segun que x L sea positivo o negativo) 
y a una distancia y { del eje x (hacia arriba o abajo, segun que y x sea positivo o 
negativo). Estas distancias pueden llamarse distancias orientadas. El punto P. 
determinado por el par ordenado de valores x, e y t9 se denota por el par orde¬ 
nado. (xi* „v!). siendo x, e y t las coordenadas de P: mas especificamente. el valor 
de x, x,, se llama la abscisa de P y el valor de y, y u su ordenada. Evidentemente, 
existc un solo punto correspondiente a cada par de valores (x,y);y. reciproca- 
mente, a cada punto le corresponde un solo par ordenado de valores (x, r). puesto 
que el punto se encuentra a distancias orientadas unicas de los ejes. En esta forma 
se ha establecido una correspondencia uno-a-uno ( biunivoca ) entre todos los puntos 
del piano y el conjunto de todos los pares ordenados de numeros reales (x,y). En 
la explication que sigue sera conveniente referirse al par ordenado (x, y) como 
el punto (x, y), de coordenadas x e y. 

Los dos ejes coordenados dividen al piano en cuatro partes ltamadas primero , 
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segundo, lercero y cuarto cuadrantes. Los signos de las coordcnadas segun el 
cuadrante en quc se encuentre el punto correspondiente estan dados en la tabla. 


Cuadrante Abscisa Ordenada 


I + + 

II - + 

III 

IV + 


En la fig. 4-3 apareccn diagramados varios puntos. 


Problemas 

1 • Diagramcnsc los puntos siguicntcs. 

(a) de abscisa 4 y ordenada 3 (b) (4, —3) (c) con x = — 4 e y = 3. 

2 Diagramense los puntos cuyas coordcnadas son: 

(a) (2,6), (-1,4), (3, — 2), (— 1, — 3) 

(b) (4.0), (- 4,0), (0,4), (0, - 4), (0,0). 

3 i,Cuales son las coordenadas del punto ubicado (a) tres unidades a la derecha del eje y y 
dos unidades sobre el eje x? (b) cuatro unidades a la izquierda del eje y y seis unidades 
sobre el eje x? (c) cinco unidades a la derecha del eje y y en el eje x? 
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4 (a) <,Que abscisa tienen los punios del eje y?(b) <.Qucordenada lienen los puntos del ejex? 

5 Sin diagramar, indiquese el cuadrantc en que se encucntra cada uno de los puntos si¬ 
guientes: (-1,2),<2, -4).(-3, -7|.(4,6),(-5,2).(28, -2). 

6 Indiquense las coordenadas de:(a) cuatro puntos que sean los vertices de un rectangulo. 
(b) tres punios que sean los vertices de un triangulo rectangulo, (c) cualro punios situa- 
dos sobre la circunferencia de centro (2,3) y radio 4. 

7 En cada uno de los siguientes problemas, se dan las coordenadas de tres vertices de un 
paralelogramo. Indiquense los tres posibles conjuntos de coordenadas para cl cuarto 
verlice. 

(a) (0,0),(2,4) y (6,0) (b) (-2,4(1,2) y (0, -3). 

8 Tres vertices de un paralelogramo son (a. b), (0.0) y (c, 0). iCualcs son las coordenadas 
posibles del cuarto vertice? 

9 Indiquese en un sistema rectangular de coordenadas la ubicacion del conjunto de 
todos los puntos (x,y) cuyas coordenadas satisfaccn las siguientes condiciones: 

(a) x = 2 (b) y = -3 (c) x > 2 

(d) y > 4 (c) x < -1 (0 x = y 

(g) x > 2. y = 3 (h) x > y (i)x<y 

(j) x > 2, y < 4 (k) x = 2. y < -1 (I) x = 2, y = 3. 

10 Si en la fig. 4-4. P(x.v) es el punto medio del segmento rectilineo que une Pi(x,,y,) 
y P A X 1 ' y 2 ). y pp cs paralela al eje y , las coordenadas de R scran <x,y,). Puesto que 
RP , = QR.x — x, = x 2 - x. Utilizando este hecho y una construction similar, de- 
muestrese que las coordenadas del punto medio del segmento que une P , y P 2 son: 



4-4 

11 Determinense las coordenadas del punto medio del segmento que une (a) (1.2) y 
(- 3. 5). (b) (6, - 2) y (5. - 7). (c) (- 4. 3) y (2, - 3). 

12 Sea 4 = (4. -3). Hallensc las coordenadas de B si cl segmento de linea AB tienc como 
punto medio: 


(a) (0,0) 


(d) (0.3) 


(b) (2,-1) 
(e) (3,0). 


(c) (1. -2) 
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13 Si A = {1.2}yB = {- 1,0.1}, diagramese el conjun to de los pares ordenadosde A x B 
= {(** y)|x e A c ye B) cn un sistema rectangular de coordenadas. 

14 (a) Describanse y diagramense los puntos que pcrtenecen al conjunto: 

1x1= {(x,y)|xe/ y ye/}. 

(b) Describanse los puntos que pertenecen al conjunto: 

F x F = {(x,y)|xeF y yeF}. 

15 Interesa a voces considcrar conjuntos de pares ordcnados en los cuales los elementos 
de un mismo par no son nunca iguales entre si; este producto cartesiano «restringido» 
no tiene entonces elementos de la forma (x, x). Si A = {1,2,3}. enumerense los elementos 
de este producto cartesiano «restringido» de A por si mismo. 

16 El concepto de producto cartesiano puede generalizarse f&cilmcntc al caso de un nu- 
mero finito cualquiera de conjuntos; por ejemplo, R x R x R = {(.x, y, z)|x, y. z e R} 
ticnc por elementos trios oidenados. Expliquesc cn que forma este conjunto de trios 
puede ponerse en correspondence uno a uno con los puntos de un cspacio de tres 
dimensiones. 

Indication: <,Como pasamos de un sistema de una dimension a uno de dos dimensiones? 


4.4 Formula de la distancia y formula de la pendiente 

Estableceremos a continuacion una formula de gran aplicacion en las materias 
tratadas en el presente libro. Para obtener una expresion para la distancia d 
entre dos puntos cualesquiera P^x^y,) y P 2 (x 2 ,y 2 ), en que se ha utilizado la 
misma unidad en ambos ejes. hacemos uso del famoso teorema de Pitagoras. 
Sean P\(xuy\) y Pi^yi) dos puntos cualesquiera del piano; construyamos un 
triangulo, como en la fig. 4-5, con hipotenusa P\P 2 y catetos paralelos a los 
ejes y dcsignemos por P 3 (x 3 ,y 3 ) el vertice del angulo recto. Puesto que x 3 = x, 
e y 3 = 3 ^ 2 ’ la distancia entre P 2 y P 3 es 

P2P3 = \/( x i — x i) 2 





4-5 
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y la dislancia enire P, y P 3 es 


Pi Pi = 7<y, - y 2 f. 

Recordando el teorema de Pitagoras que expresa 

= KpI + pJH. 


obtenemos 


PiPl = {x l - x 2 ) 2 + (.v, -y 2 ) 2 . 


Esto da cl siguicntc tcorcma. 


Thorema 4.10. • La distancia enire dos puntos P,(.x,,y 1 ) y P 2 (x 2 ,y 2 ) ^std 

dada por __ 

d = P i P 2 = 7(x, - x 2 ) 2 + (.v, - y 2 ) i . (4.9) 


Ejemplo 1. La distancia cntrc P t ( — 4, 2) y P 2 { 3, — 1) cs 

PtP» = v/r3-(-4)? + (-l — 2 ) z 

= 758 . 

Ejemplo 2. La distancia entre el origen (0,0) y un punto cualquicra (x, y) cs 

d = 7(x - 0) 2 + (V - 0) 2 

= J^T7. 

Ejemplo 3. El triangulo dc vertices P,(-5. — 1). P 2 (2,3) y P a (3,-2) es 
isosceles. 


P > P 2= n /(-5-2 ) 2 + (-1 -3) 2 
= ^49 + 16 = 765, 

= 7( — 5 - 3) 2 + ( -1 + 2) 2 

= 764 + 1 = 765. 

Podemos ilustrar de otra manera el uso de un sistema bidimensional de coor- 
denadas introduciendo un concepto que es muy util en calculo: el concepto de 
pendieme de un segmento o de una linea recta. En la fig. 4-5, el segmento que 
une los puntos P,(x„)',) y P 2 (x 2 ,y 2 ) se «inclina hacia arribaw a medida que 
avanzamos de izquierda a derecha. Para obtener una medida de la magnitud de 
esta inclinacion, comparamos el cambio en la coordenada y con el cambio en la 
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coordenada x. Si la coordenada y cambia con cl doblc dc rapidcz que la coordc- 
nada x, diremos que la linea tiene pendiente 2. Si cl segmcnto que une P, y P, es 
horizontal, entonces decimos que el segmento no tiene pendiente,'o bien, que 
esta es 0. Si la coordenada y disminuye al desplazarse de izquierda a dcrccha, 
entonces la linea se inclina hacia abajo y decimos que la pendiente es negativa. 
Todas estas proporciones quedan incluidas en la siguientc definition algebraica 
del concepto de pendiente. 


Definici6n 4.5. Si P.fx,, y,) y P 2 (x 2 , y 2 ) son dos punios con coordenadas x 
diferentes, entonces la pendiente de la recta que contiene aP { y P 2 se define como: 

■Vi ~ yi 
x, - x 2 

Si x, = x 2 , la pendiente queda indefinida. 


Ejemplo 4. Si P, tiene coordenadas x t = 4, y, = 6 y P 2 tiene coordenadas 
x 2 = 1, y 2 = 2. entonces la pendiente de la recta que contiene a P, y P 2 es 
(6 - 2)/(4 - 1) = 4/3. La pendiente de la recta que une P,(3,5) con P 2 (6,5) es 
(5, -5)/(3, -6) = 0; esta recta es horizontal. 

Notese que (y, - y 2 )/(x, - x 2 ) = (y 2 - y,)/(x 2 - x,). (;,Porque?) En otras 
palabras, el orden en que enumeramos los puntos no interesa, de modo que la 
pendiente de la recta que une los puntos PJx^yjy P 2 (x 2 ,y 2 )es la misma que la 
de la recta que une P 2 (x 2 , y 2 ) y P,(x„y,). 

La utilidad del concepto de pendiente esta ilustrada por el hecho de que dos 
rectas no verticals son paralclas si y solo si ticnen las mismas pendientes y el 
hecho de que los puntos P,,P 2 y P 3 son colineales si y solo si la pendiente de 
P, a P 2 es igual a la de P, a P 3 . 

Pkobi emas 

En cada uno de los ejercicios siguientes, dibujense las figuras cn papel de coordenadas 
{papcl cuadriculado). 

1 Determinese la disiancia entre los puntos: 

(a) (3.2) y (6.7) (h) (-4,3) y (5.-2) 

(C) y (i.-i) (d) (0.0) y (5,-12) 

(e) (-3,7) y (5,7) (0 (-1,3) y (x,y). 

2 Determinense las pendientes de las rectas que unen los pares de puntos de (a) a (0 en 
el problema 1. 

3 Determinense las longitudes de los segmentos que unen los puntos: 

(a)P(6, 14) y 0(1,2) (b)P(-4,l) y 0(6, -5). 

4 Determinense las pendientes de las rectas que contienen los puntos P y Q en (a) y (b) 
del problema 3. 
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5 Demuestrese que el triangulo de vertices (2,1), (5,5) y (-2, 4) es isosceles, haciendo ver 
que tienc dos lados iguales. 

6 Demuestrese que los puntos (8, 1), ( — 6, — 7) y (2, 7) son los vertices de un triangulo 
isosceles. 

7 Demuestrese que los puntos (6, 1), (5,6), (-4.3) y ( — 3, —2) son los vertices de un 
paralelogramo, haciendo ver que los lados opuestos ticnen igual longitud. 

8 Demuestrese el resultado del problema 7, haciendo ver que los lados opuestos son pa- 
ralelos. 

9 Demuestrese que los puntos (2. 3), (-4. -3) y (6. -1) son los vertices de un triangulo 
rcctangulo. Obscrvcse que debe utilizarsc cl reciproco del teorema de Pitagoras. 

10 Demuestrese que los puntos (12,9), (20. —6). (5, —14) y (-3,1) son los vertices de un 
cuadrado. i.Q u£ longitud trene la diagonal? 

11 Verifiquese algebraicamente si los siguientes trios de puntos son colineales: (6.2), 
(U), (-4.0); (-6,5), (3,-10), (-2,-2). 

12 Resuelvasc el resultado del problema 11 comprobando cn cada uno de los trios si la 
pendiente P l a P 2 cs igual a la de P, a P 3 . 

13 (a) Demuestrese que los ires puntos /l(-2, l), fi(2,3) y C(10,7) estan en una recta, 
(b) Si D(/i, 5) esta en esta recta, i,que condiciones deben cumplir las coordenadas de h ? 

14 Determinese el punto del eje y equidistantc de los puntos (-4,4) y (4, 10). 

15 Dos v6rticcs de un triangulo cquilatcro son (-4, -3) y (4,1). Determinese el terccr 
vdrtice. 

16 Determinensc los puntos de ordenada — 5 y cuya distancia al origen cs 13. 

17 Dibujcse cl cuadrado cuyas diagonals sc cncucntran sobre los ejes coordenados y 
cuyo lado cs dc longitud a. ^Cu&les son las coordenadas de los cuatro vertices? 

18 Si una circunfcrcncia tiene por ccntro cl punto (2.3) y pasa por el punto (8, —5), ^.cual 
es su radio?, < ( pasa la circunfcrcncia por el punto (-6,9)? 

19 Considerese la circunfcrcncia de centre cn el origen y radio igual a 1. ^.Por cuales de los 
puntos siguientes pasa? (1.0). (0. —11.(1. l),(l/ v /2. l/,/2j,&*),(-£, JW). 

20 Utilizando la expresion para la distancia entre el origen y el punto (x,y) e igualandola 
a uno, hemos cnunciado la condicion algcbraica que deben satisfacer las coordenadas 
x e y de un punto (x, v) para que este se encuentrc sobre la circunferencia de centro 
(0,0) y radio 1. Demuestrese que esta condicion puedc simplificarse a la forma x 2 +y 2 = 1. 
Esta expresion se llama ecuacion de la circunferencia unitaria en el piano. 

21 Si un punto se encuentra sobre una curva, sus coordenadas deben satisfacer la ecuacion 
que representa a la curva. Verifiquense los resultados del problema 19 comprobando 
si las coordenadas de los puntos satisfacen la ecuacion de la circunferencia unitaria 
obtenida en el problema 20. a saber: x 2 + y 2 = 1. 

22 Observese que la ec. (4.9) es una generalization de la ec. (4.7). ^Cual scria la genera liza- 
/ cion correspondiente al espacio de tres dimensiones descrito en el problema 13, sec- 

cion 4.3? 
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4.5 La circunferencia 

En todo sistema rectangular de coordenadas de dos dimensiones, un lugar 
geometrico o curva tal como una recta o una circunferencia, puede considerarse 
como un conjunto de puntos. Las dos coordenadas de cada punto en este conjunto 
satisfacen alguna condicion determinada* referente a estas coordenadas. Reci- 
procamcnte, si las coordenadas de un punto satisfacen esta condicion, el punto 
debe pertenecer al conjunto; por ejcmplo, consideremos el conjunto de puntos 
(pares ordenados) que pertenecen al conjunto A, donde 

A = {(*> y)\ x = y}* 

El conjunto A, cuyos elementos son los puntos (x % y) que satisfacen la con¬ 
dicion x = yes un lugar geometrico o curva.t La ecuacion de este lugar geome¬ 
trico es la condicion x = y, que debe ser verificada por las coordenadas de los 
puntos (y solo por las de esos puntos). La grafica de este lugar geometrico es la 
que vemos representada en la fig. 4-6, a saber: la representacion geometrica 
del conjunto de puntos A en el piano cartcsiano dc coordenadas. 


Consideraremos las tres importantes definiciones siguientes. entre las cuales 
debera hacerse una clara distincion. 

l 

i 

(0,1)- 

Va.o) 

7 \ 

(fiToT vx 4 ' 6 


Definicion 4.6. Un lugar geometrico (o curva) es el conjunto de puntos , y 
solo esos puntos , cuyas coordenadas satisfacen cierta condicion. 


Definici6n 4.7. La ecuacion de un lugar geometrico es la condicion que las 
coordenadas de los puntos de ese lugar geometrico , y solo esos puntos ; deben 
satisfacer. 


Definici6n 4.8. La grafica de un lugar geometrico es la representacion 
geometrica del conjunto de puntos del lugar geometrico. 


* Ademas dc esta condicion sc tendra que ( x,y)eR . lo cual cstara siempre implicito 
a menos que se indique especificamente to contrario. 

t La palabra curva se utiliza aqui en el sentido restringido a dos dimensiones. 
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En secciones posteriores consideraremos curvas elementales y sus respectivas 
ccuaciones; en la presente seccion nos referiremos a la circunferencia. 

Rccordemos la definition de la circunferencia como lugar geometrico de 
todos los puntos del piano que estan a una distancia dada de un punto fijo: nos 
interesa, por tanto, el conjunto. 

C = {(x, y)|Ia distancia entre (x, y) y un punto fijo dado es constante}. 

Si utilizamos la formula para la distancia entre dos puntos (ec. 4.9), podemos 
obtener la ecuacion general de una circunferencia. Si C(l i, k) es el centro y r es el 
radio (fig. 4-7), la condition que todo punto de la circunferencia debe satisfacer 
es CP = r, esto es, las coordenadas de P deben satisfacer la ecuacion 

s/(x - h) 2 + (y- k) 2 = r. 


y) 


4-7 



Reciprocamente, si CP = r, entonces P esta sobre la circunferencia. Por 
tanto, tenemos 

(x - h) 2 + (y - k) z = r 2 , (4.10) 

que cs la ecuacion general de la circunferencia de centro (/i, k) y radio r. 

La circunferencia misma es el conjunto 

c = {(x. y)\(x - h) 2 + (y- k) 2 = r 2 }. (4.11) 

Ejemplo 1. La ecuacion de la circunferencia de centro (2, -3) y radio 4 es 

(x - 2) 2 + (y + 3) 2 = 16. 

y la circunferencia misma es el conjunto 

{(x,y)|(x - 2) 2 + (y + 3) 2 = 16}. 


Ejemplo 2. La ecuacion de la circunferencia de centro en el origen y 
radio 1 es 

(x - 0) 2 + (y - 0) 2 = 1, o x 2 + y 2 = 1. 
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Esta ecuacion recibe el nombre de ecuacion de la circunferencia unitaria y es 
un caso especial importante en nuestro estudio; recuerdese el problema 16, 
seccion 4.4. La circunferencia unitaria misma es el conjunto {(x. y)\x 2 + y 2 = 1}. 


Problemas 


1 Escribanse las ecuaciones de las circunferencias siguientes: 

(a) centro (3, 1) y radio 5 

(b) centro (4, — 2) y radio 3 

(c) centro ( — 1, 3) y tangcntc al cje x 

(d) centro (2, -4) y la circunferencia pasa por (5, -8). 

2 Encuentrese una ecuacion de la circunferencia con centro en (2,3) y 

(a) tangente al cjc x 

(b) tangente al cjc y 

(c) que pasa por el origen 

(d) tangente a la recta de ccuacidn x = 5 
(c) tangente a la recta de ecuacion y = 7 
(0 que pasa por el punto (4, 5). 

3 Escribase la ecuacion de la circunferencia de centro en cl origen y radio r. 


Describanse los conjuntos siguientes: 

(a) A = {(x, y) (x — l) 2 + (y - 1 ) 2 = 4} 

(b) B = {(x, y) (x — 2) 2 + (y + 7) 2 ^ 9} 

(c) C = {(x, y) (x - 2) 2 + (y + 7) 2 ^ 1} 

(d) D = ((x, y)(x - 3) 2 + (y + l) 2 = 0} 

(c) E = {(x, y) (x + 2) 2 + (y — 5) 2 < 0}. 

Describanse en palabras los conjuntos siguientes, siendo los conjuntos B y C los indi- 
cados cn el problema 4: (a) BuC,(b)fln C. 


6 Escribase, cn notacidn de conjuntos, el conjunto de los puntos (x, y) tales que 

(a) estan fuera de la circunferencia de centro (2, 3) y radio 4 

(b) estan en o dentro de la circunferencia de centro (—1.3) y radio 2. 


4.6 La propiedad de plenitud* 

Para caracterizar totalmente al conjunto R y es necesario agregar un axioma 
m&s a los ya mencionados. 

Consideraremos el conjunto de las aproximaciones rationales dc y/2. obte- 


* El temario de esta seccion no es esencial para los temas algebraicos que se consideran 
cn estc texto; sc utiliza soloen la seccion que sigue. accrcade la longitud de un arcode circun¬ 
ferencia. y en la seccion 14.1. 


92 Algebra y trigonometria 


nidas mediante el proceso ordinario para determinar una raiz cuadrada. El 
conjunto A = 1,4; 1,41; 1,414;...} es un subconjunto del conjunto B = 

{x\x eR y x 2 < 2}. En ninguno de estos conjuntos hay un elemento que sea 
igual o mayor que v 2 de modo que yfl sc llama una cota superior de ambos 
conjuntos. Evidentemente, existen muchas cotas supcriores; asi, por ejcmplo, lo 
son 2^ 3 y 4 pero es la «mejor cota superior» en el sentido de que es la menor 
de todas estas cotas supcriores. 

Definici6n 4.9. El numero v se llama cota superior de un conjunto S si 
x < v para todo x e S. Andlogamente , el numero u se llama cota inferior de un 
conjunto S si u ^ x para todo xeS. 

En los ejemplos anteriores, v podria ser 2,2j, 3, etc. Para el conjunto A , 
u podria ser 1,0, -3, etc. i,Son estos valores cotas inferiores de B ? (£Por que?) 

Entre todas las cotas de un conjunto, interesan espccialmentc la menor dc 
las cotas supcriores y la mayor de las cotas inferiores, si es que ellas existen. 

Consideremos un conjunto arbitrario de numeros X = {x\a < * < b}. Si 
ceX. tenemos por definition que a < c y c < b. Puesto que por el problems 21, 
seed on 4.1, 


sabemos que c no es una cota inferior de X. Analogamente, puesto que 


c < 


c + b 
2 


< b , 


c no es una cota superior de X. En consecuencia, b es la minima cota superior 
dc X y a es la maxima cota inferior. 

Dbfjnici6n 4.10. Una cota superior b de un conjunto S es la minima cota 
superior o extremo superior de S si no existe ninguna cota superior menor 
que b. Andlogamente , una cota inferior a es la maxima cota inferior o extremo 
inferior de S si no existe cota inferior mayor que a. 

En el conjunto X = {x|fl < x < b}> b es el supremo y a es el infimo. 

El supremo y el infimo pueden pertenecer o no al conjunto. En el conjunto X, 
ellos no pertenecen al conjunto, pero pertenecen al conjunto Y = {x\a < x < b }. 
El conjunto de numeros reales {x|x ^ 0} tiene un infimo cero. pero no tiene 
supremo. Recordando el Teorema 1.1, vemos que el conjunto de numeros reales 
{x|.x ^0, x es racional y x 2 ^2} tiene por rnfimo cero y Jl por supremo; su 
infimo cero pertenece al conjunto. pero su supremo Jl, no. (^Por que?) 

Dcspues de estas consideraciones podemos ahora enunciar el axioma de 
plenitud para el conjunto de los numeros reales R. 

Axioma C. Todo conjunto S, con S cz R, que tiene una cota superior tiene una 
minima cota superior o supremo. Andlogamente , todo conjunto S, S c R, que 
tiene una cota inferior tiene una maxima cota inferior o infimo. 
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Ejemplo. Demuestrese que el conjunto de los enteros positivos I + no tiene 
cota superior. 

Solution. Demostraremos esta proposicion suponiendo que ella es falsa y 
llegando asi a una contradiccion. Supongamos que /+. tiene una cota superior; 
como / + c: R, /+_ tiene un supremo (por el Axioma C) que denotaremos por b. 
Luego, existe un b tal que si xei + , x ^ b y b es el menor numero con esta pro- 
piedad; pero, si x€/ + , x+ 1 e/ + , de modo que x + 1 ^ b para todo xe/ + : 
esto es, x < h — 1, lo cual contradice el hecho dc que b es la minima cota superior. 
Esta contradiccion demuestra que /+. no tiene cota superior. 

PkOBLBMAS 

1 Indiquense el supremo y el infimo (si es que existen) de cada uno de los siguientes 

conjumos: fok 5 f X ' 

(a) {x\xeR y x < -3} ' : |b) jxxef. x>0 y x 1 > 2} y 

(c) {x|xe/ y —3 $ x < l} (d) 1-ne/ y n>0i. 

W 4. 5 ’ " i 

2 Desc un ejcmplo dc u'n subconjunio dc R lal que 

(a) no tenga ni cota superior ni cota inferior. 

(b) tenga una cota superior, pero no tenga cota inferior. 

(c) no contenga a su supremo ni a su infimo. 

(d) contenga a su supremo y a su infimo. 

3 Demu6strese por qu6 el conjunto { — 1.0. 1} conticne a su supremo y a su infimo. ^.Cualcs 
son ellos? 

4 Demuestrese, utilizando el Axioma Ol. que todo conjunto finito |ci,. </ 2 . u n \ puede 

ordenarse. Sabido esto. demuestrese que todo conjunto finito conticne a su supremo 
y a su infimo. 

5 Sea b el supremo del conjunto S dc numeros rcales. Si xe S y xk b. existe un numero 
y 6 S tal que x < y ^ h. Si no fuera cste el caso, x seria una cota superior de S, contradi- 
ciendo el hecho dc que b es el supremo. <‘.Cual es la propiedad analoga para a. infimo de S? 
Expliquese. 

6 Sire/?yr>0, demuestrese que el conjunto S = {nr|ne/ + } no tiene cota superior. 

Indication: Supongase que la proposicion es falsa; cntonccs, existe un numero real t 
tal que nr t para todo n c I +; por tanto, n < ( t/r ) debe scr valido para todo ne /*. 
/.Contradice esto el resultado del ejcmplo? 

7 Si r > 0 y s > 0, y r, se R. existe un entcro positivo n tal que nr > s. Demuestrese que la 
proposicion es verdadcra. 

Indication: Si no es verdadcra. n ^ (s/r) para todo # 16 /+.. 

8 Si u, b y c son numeros rcales tales que a < c < b. decimos que c esta comprendido 
entre ay b. Demuestrese que siempre hay un numero racional comprendido entre dos 
numeros racionales distintos. 

Indication: Vease problema 21. seccion 4.1. 
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9 Si a, h e Ry 0 < a < Mcmuestresc que hay siempre un numcro raciona] comprendido 
cnirc a y h. Si bien la demoslracion de este imporlanie resultado es algo complicada, 

cada paso es comparativamentc sencillo. Dense las razoncs para cada paso en la demos- 
tracion siguicnle: 

(i) Puesto que ci y I son positives, cxistc un cntero positivo ri tal que na > I. 

In I ucstoque b - ay 1 son positivos,exisle un eniero positivo n" talquen"(fc - a) > I 
(m) Si n es el mayor entre n' y n'\ tcncmos na > I y nb > 1 + na 
<iv) Puesto que na y I son positivos. exists un cntero positivo m' tal que m' > nn 
(v) Si m es el menor de los rn\ tenemos na + 1 ^ m > na. 

<vi) Por tanto. nb > m > na. de modo que b > (nt/n) > a. 

10 Bajo las minus condiciones cnunciadas cn cl problema 9 demuestrese que exisie 
siempre un numcro irracional entre ay b. H 

InJicacUin: Si a- es un numcro irracional lal como Jl. a(l/.t) < «!/*) y. por el pro- 
blema 9 cx.s.cn m y n talcs que a/x < m/n < b/x y. por tanto. fl < mx/n < b. iue 
puede decirse acerca dc mx/n ? 


4.7 Longitud de un arco de circunferencia 


Hn esta breve seccion indicaremos el modo en que el axioma de plenitud 

puede usarse para defintr un concepto geomctrico familiar, la longitud de un 
arco dc circunferencia. 

Adcmas de la ecuacion de una circunferencia. nos intcresa tambien la nocion 

de longuud de arcos de esta circunferencia; nocidn que necesitaremos tanto 

a ° cnn,r as fun ciones circulates o trigonometricas como cn el estudio y la 
medicion dc angulos. 3 

Si bien es imposible medir la longitud de un arco de circunferencia AB como 
si tucra un segmento reetilineo. podemos asignarle al arco AB* fig 4-8 una 

longitud s. Des.gnandodiversos puntossobre AB por P,. P 2 . />,./>„. | a longitud 

dc la Imea pol.gonal que une estos puntos es la suma de las longitudes dc las 
cuerdas correspondicntcs, las cuales pueden obtenerse mediante la ec. (4.9). 
ca I una poligottal inscriia en AB, que denotaremos por AP,P,...P B Su 
longitud puede expresarse como 


\l\ = \AP t \ + \P,P 2 \ + \P 2Pi \ + ...\p nB \. 

Podemos demostrar facilmente que la longitud de cualquier poligonal inscrita 
dc cstc tipo cs menor que \AC\ + \CB\. donde AC y CB son tangentes a la circun- 
lerencta cn A y B, respect.vamente. y C es su punto de interseccion. Por cada 
punto /,. trazamos paralclas a AC las que cortan a BC en K, y paralelas a BC las 
que cortan a AC en Puesto que la longitud de un lado de un triangulo es menor 
que la suma de las longitudes dc los otros dos. tenemos 

\ AP i\ < \ A Qi\ + \QiPi\ = \AQ { \ + 

* Si el arco es mayor que una scmicircunferencia, una pequeiia modificacion del pro- 
cedimicnto permite obtener d mismo resultado. 



Ademas para cualquier P i P i 4 ,, 

I P<P,+ .1 < 10-0*+ .1 + I RiRn ,1 y M < |0.C| + \R n B\. 

(Vease fig. 4-8) ; Del Teorema 4.4. 

|/|= AP X + P.PjI + -|P,P, + I | + - + \P„B\ 

< AQ, 4- CR,\ + |(?,(? 2 | 4- |K,K 2 | 4- •" 

+ 0.01+l! + 1^1^.+ll + •" + |0 n C| 4- \R„B\ 

= M0ll + |0102l + ■■■ +10101+ l| + ■■■ 

+ |0n C | + l CR l| + \ R i R 2\ + + |^i^(+ l| + + \R*B\ 

= \AC\ + \CB\. 

Por tanto, la longitud de cualquier poligonal inscrita en AB tiene por cota supe¬ 
rior \AC\ + |CJ3| y, como las longitudes son numeros reales (elementos de R ). 
existe un extremo superior para el conjunto de las longitudes de todas las poli- 
gonales /. De aqui tenemos la siguiente definicion. 

Definicion 4.11. La longitud s de un arco AB de circunferencia es el extremo 
superior del conjunto de las longitudes de todas las poligonales inscritas en 
el arco. 

Como consccuencia inmediata de esta definicion. tenemos: (1) Para toda 
poligonal /, |/| < s; (2) La longitud del arco s ^ \AC\ + |CjB|. 

Ejempi.o. Recordemos la definicion del numero real n , aproximadamente 
igual a 3.14. El numero n se define como la razon entre la longitud y el diametro 
de una circunferencia; por tanto, la longitud de la circunferencia de radio r 
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cs igual a 2nr< o aproximadamente 6,28 voces el radio. Comparemos esto con 
los dos poligonos regulares de la fig. 4-9. Como el hexagono inscrito tiene un 
perimetro 6r y el cuadrado circunscrito tiene un perimetro 8r, la desigualdad 
6 r < 2nr < 8r era de esperarse. 

Problem as 

1 <,CuaI es cl perimetro del cuadrado inscrito en una circunferencia de radio r? 

2 Determinese el perimetro del hexagono regular circunscrito a una circunferencia de 
radio r. 

3 <,Cual es la longitud de la circunferencia unitaria (circunferencia de radio 1)? <,Cual 
es la longitud dc un cuarto de esta circunferencia? <,De un sexto de circunferencia? 
Expresensc las respuestas en funcion de n. 

4 Si P y l y son dos puntos de una circunferencia tales que la cuerda PP' no es diametro 
y D cs el punto de interscccion de las tangentes trazadas por P y J\ £que puede decirse 
dc las longitudes rclativas de la cuerda P J\ el arco PP' y \P'D\ + |PD|? ;.Por que? 

5 En la fig. 4-10, se tiene una circunferencia unitaria de centro 0 : P es un punto de la 
circunferencia situado en el primer cuadrante y A es el punto de interscccion de la cir- 
cunfcrencia y el eje x. Se trazan las tangentes a la circunferencia en P y A, las que sc cortan 
en S. La tan gen te en A cortaa la prolongacion dc OPen R . Desdc Pse baja la perpendicu¬ 
lar al eje x, que lo corta cn C. Demucstresc que |PC| < \PA\ < \AR\. 

Indication: \PC\ < \PR\ y \SJ\ < |SK|. <.Por que? 



5 

Funciones y su representacion grafica 


El concepto de funcion es de gran importancia y utilidad en matematicas, 
y aparece practicamente en todas sus ramas. Su significado en matematicas. 
sin embargo, difiere ligeramente del que se le da en el lenguaje cotidiano. Nosotros 
utilizaremos la palabra funci&n para designar un lipo bien cspecificu dc eones- 
pondencia entre los elementos de dos conjuntos. En el presente libro, los elementos 
de estos conjuntos seran numcros reales, aunquc este no es siempre el caso en el 
concepto matematico general. 


5.1 Funciones y relaciones 

Al considerar la circunferencia unitaria (ejemplo 2. seccion 4.5) vimos que 
su ecuacion es x 2 -f y 2 = 1. Restando x 2 de ambos miembros y extrayendo raiz 
cuadrada positiva, tenemos 


y = - x 2 , (5.1) 

que es la ecuacion de la «mitad superior)) de la circunferencia (fig. 5-1). Del grafico 
de esta semicircunferencia, vemos que para un determinado punto de la curva, 
la ordenada y queda determinada en forma unica al darse su abscisa x. Analoga- 
mente, de la ec. 5.1 se deduce que para un determinado valor de x debe existir 


y 



5-1 
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un valor correspondiente de y; por ejemplo, si x = 0, y debe ser 1; si x = 1, y 
debe ser 0 y si x = 4, y debe ser J 3/2. Esta asociacion o correspondencia que de 
hecho constituye una funcion especifica es, evidentemente, mas precisa que la 
de un conjunto producto arbitrario en el cual no se ha impuesto ninguna condition 
adicional. Observese que e^te ejemplo satisface la definition general de funcion 
que enunciamos a continuation. 

Definici6n 5.1. Si a cada elemento de un conjunto X se le asocia exactamente 
un elemento de un conjunto Y, entonces esta asociacion constituye una funcion 
de X en Y. _ 

Esto se escribe comunmente / : X -» Y y se lee «la funcion / de X en y». 

En algebra y trigonometria nos interesa generalmcntc hacer hincapie tanto 
en los elementos de los conjuntos como en los conjuntos mismos. En este caso 
escribiremos f:x—>y, que se lee «/ aplica x cn y», donde suponemos xeX 
e ye V. El conjunto X se llama el dominio de la funcion / y el conjunto Y se 
llama el recorrido o contradominio dc f. 

La asociacion puede efectuarse de much as mane ras distintas, generalmente. 
se hace mediante una ecuacion como y = J'l - x 1 , una tabla de valores o un 
grafico; lo importante es que la funcion hace corresponder uno y solo un elemento 
de V con cada elemento de A - . En el ejemplo precedente, el dominio es el conjunto 

X = {x|x 6 R y -1 < x 6 1}, 
y el recorrido es el conjunto 

y = {y|yeR y 0 < y $ 1}. 

Muchas veces podemos ser aun mas especifkos. Si combinamos el simbolo 
/ de la funcion con los elementos x del dominio y consideramos /(x) como el 
elemento correspondiente del recorrido, podemos escribir / :x—♦ f(x). El 
simbolo f(x)* se considera, entonces, como el valor de / en x y se lee «/ de x». 
En nuestro ejemplo. cuando x = 0, /(0) = 1; cuando x = 1, /(l) = 0 y cuando 
x = 4. /(i) = n/ 3/2- En muchos casos podemos ir aun mas alia; si la funcion / 
se ha defmido medi ante un a ecuacion explicita para y en term inos de x, como 
por ejemplo y = J\ — x 2 , podemos escribir f:x —» J\ — x z . Debe insistirse 
en el hecho de que en esta explicacion x representa un elemento cualquiera del 
dominio de /, e y [o /(x)] representa el elemento correspondiente del recorrido. 
Evidentemente, pueden utilizarse otras letras, tales como u, rot, para indicar 
elementos del dominio de / y f(u), f(v), o /(f) indicaran los elementos corres- 
pondientes del recorrido. Ademas, en lugar de / pueden utilizarse otras letras, 
tales como g o h, para indicar la funcion. En general, una funcion f :X -*Y 


* El simbolo /(x) no debe interpretarse como / multiplicado por x. 


Funciones > su representacion grafica 99 


podria representarse como en la fig. 5-2, en la cual los elementos diferentes 
de X pueden estar asociados con el mismo elemento de Y pero no puedc haber 
dos elementos distintos de Y correspondicntes a un mismo elemento de X. 

Resumamos el concepto de funcion. Hay tres partes importantes: el dominio 
X o conjunto de valores de x. el recorrido o contradominio Y o conjunto de 
valores de y y la regia o correspondencia que asocia estos dos conjuntos de una 
manera bien determinada. A menos que se diga especificamente lo contrario, 
tanto el dominio como el recorrido de toda funcion seran siempre el conjunto 
mas grande posible de los numeros reales apropiados. 

Ejemplo 1. Considerese la funcion definida por la ccuacion y = 2x - 6 
para todos los enteros positivos menores que 10. Asi, 

/ : x —> 2x - 6, donde X = {1, 2,9}. 



Para esta funcion, /(1) = — 4, J (2) = -2, etc. La funcion / aparece ilustrada 
en la fig. 5-3. 

Ejemplo 2. Recordemos que el area 4 de un circulo de radio r esta dada 
por la expresion A = nr 2 . Como n es una cantidad que permanece fija en valor 
(se llama por eso una constante ), podemos considerar a A(r) = nr 2 como una 
ecuacion que define la funcion que expresa la asociacion entre valores del radio 
y el area correspondiente para un circulo cualquiera. Esta funcion puede escri- 
birse A :r->nr 2 , (r > 0). Por ejemplo, 4(0) = 0; 4(1) = rt, 4(2) = 4jr. etc. El 
dominio y el recorrido de la funcion son todos los numeros reales positivos y ccro. 

Ejemplo 3. Una funcion importante, y con todo casi trivial, es la que asocia 
todos los numeros reales con un mismo numero fijo. Tal funcion. Ilamada funcion 




100 Algebra y trigonometria 


const ante, podria escribirse / : x —► c. Como consecuencia de esta definicion, 
/(0) = C, /(1) = co f( It) = c, y en general, /(x) = c para todo xe R, de modo 
que el dominio de la funcion es el conjunto R y su recorrido es el conjunto cuyo 
unico elemento es el numero real c. 

Ejemplo 4. En la seccion 2.4 vimos que para cada numero real x(x =£ 0) 
existe un unico inverso respecto a la multiplication 1/x (el reciproco de x). Esta 
asociacion define la funcion r:x-> 1/x, cuyos dominio y recorrido son el conjunto 
R exceptuando de este el elemento 0. 

Teniendo en cuenta estos ejemplos, sc vc claramente que una funcion define 
un conjunto de pares ordenados, en el cual no hay dos pares que tengan el mismo 
primer elemento. Asi, en el ejemplo 4. (1, 1). (2,$), <-3,±) y (Al fjf) son 
pares ordenados que pertenecen a la funcion r. Desde este punto de vista, el 
conjunto X consiste de los primeros miembros de cada par ordenado e Y de los 
segundos; esto nos permite dar la siguiente definition equivalente: 

Definicion 5.2. Unafuncidn de X en Y es un conjunto de pares ordenados 

(x, y) tales que a cada xe X. le corresponde un unico yeY. 

En consecuencia podemos usar la notation de conjunto para describir una 
funcion: 

{(*. y)\y = /(*)}■ 

Si el par ordenado (a, b ) pertenece a la funcion, esto es, /(a) = b, decimos que b 
es la imagen de a bajo /, y en general, el recorrido es la imagen del dominio de 
la funcion. 

Ejemplo 5. Si y = a(x) esta definido por: 


*(x) = 


x para xH, 
-x para x < 0, 


la funcion, definida mediante expresiones diferentes para distintos subconjuntos 
del dominio. puede escribirse a : x—> |x|. iCual es el dominio y ^ual el recorrido 
de la funcion? Los pares ordenados (3,3) y (-4,4) pertenecen a esta funcion. 
Indiquense otros pares ordenados que tambien pertenezean a a. 

F.I ejemplo siguiente muestra que el metodo de asociacion no neccsita ser 
una ecuacion. 

Ejemplo 6. Sea s la funcion s :9—*s(0), con 9eR, definida como la orde- 
nada del punto de la circunferencia unitaria de ecuacion x 1 + y 1 = 1, que se 
obtiene aplicando a partir del punto (1,0) un arco de longitud 9 a lo largo de la 
circunferencia, en sentido antihorario si 0 > 0 y en sentido horario si 6 < 0. 
El valor funcionai s(0) esta definido por una regia que no puede expresarse 
mediante una igualdad algebraica. Verifiquese que s(0) = 0. s{n) = 0, s{-n/2) = 
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- 1. s(7t/2) = 1, s(37c/2) = - 1, s(4ti) = 0. [ Indication: Recuerdese que la longitud 
de la circunferencia unitaria es In. El dominio de la funcion es R. <,Cual es el 
recorrido?] 

En la definition de una funcion / :x—*y, el valor de y correspondiente a 
un determinado valor de x es unico. En algunas expresiones puedc ser posible 
que para un determinado valor dc x, existan dos, tres, e incluso infinitos valores 
correspondientes de y, asi, por ejemplo, si despejamos .v en la ecuacion de la cir¬ 
cunferencia unitaria, x 2 + y 2 = 1, tenemos 

y = ±Jl- x 2 . 

Si es esta la expresion que establece la asociacion entre X c Y. existcn dos valores 
de y que corresponded a un valor de x comprendido entre - 1 y 1. En lugar de 
dar a esta correspondencia el nombre de funcion biforme (y, en general, multi¬ 
forme), preferiremos llamarla relation. En este ejemplo la relacion puedc simbo- 
lizarse por 

{(x, y)|x 2 + y 2 = 1}. 7 

En forma mas general, definimos una relacion como un conjunto de pares 
ordenados determinados mediante una ecuacion o una desigualdad. 

Dofinici6n 5.3. Una relacion de X a Y es un conjunto de pares ordenados 

(x,y) tal que a cada xe X le corresponde al menos un ye Y. 

Debe tenerse en cuenta que toda funcion es una relacion. pero existen muchas 
relacioncs que no son funciones. Como en el caso de las funciones, una relacion 
tiene dominio y recorrido. Si bien en este libro mencionaremos las relaciones, en 
lo posible restringiremos nuestra explication a las funciones. 


Probi.emas 


l 


Indiquese el dominio y cl recorrido dc las siguientes funciones, si x.yeR 


(a) /: x-»x 

(b) g\x-*Jx 

(c) p : x—*x 2 

(d) /: x—♦ jA-x 2 

(e) g -.x— Jx 2 - 1 

m h x^ x 

(l) h .x^ i _ x 


(h) g : x—» |x| -2 



2 ^Cuales de los siguientes conjuntos describcn una funcion y cuales describen solamente 
una relacion? 


(a) {(1,2), (2,3), (3,4)} 

(c) {(*,y)|y = 2x + 4} 

(c) {(x, y)|x + y 2 = 1} 

(g) {(x, y)|(x - 2) 2 + (y - 3) 2 = 9} 

(h) {(x, y)|x ^ y} 


(b) {(1,2), (1, 3). (2,4)} 
(d) {(x. y)|2x + 3y = 6} 
(0 {(x, y)|y + x 2 = IJ 

(i) J(x.y) 


U) {(*. y)| 


X + 


M 


-x| + \y\ = 1) 
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3 <;Cuales son el dominio y el recorrido dc cada una de las funciones y relaciones del 
problema 2? 

Dctcrmincnsc cl dominio y ei recorrido para cada una de las siguientes relaciones. Indi- 
quese si alguna de las relaciones es una funcion. 

4 (a) {(x,y)|x +>' = 4} 

(b) {teW 2 + I = x) 

(c) {(x,/M)|/(x) = x 2 + 1 } 

5 (a) = |x|} 

(b) {te/(*))|/(x) - x = (x + I) 2 } 



(C) {(X.y)|x = |y|} 


6 

Si /: x—*-2x - 5. determinese 



(a) /(0) 

(b) /(I) 


(0 /(3) 

«/(-!> 

7 

Si /: x—*x 2 — 7x + 10. determinese 



W /(2) 

(bl /(5) 


<o m 

(d) /(0) 

8 

Si /: x—* l/(x - 3). determinese 



(a) /(4) (b) /( 2 ) 



(d) iQu«5 puede decirse de /(3)? 


9 Si e : x—* 

2 *. donde el dominio es /, determinese 

(a) e(0) 


(b) 

40 

(0 e(5) 


(d) 

4-5) 

10 Siff:x—► 

x l/2 , determinese 



(a) <?(0) 


(b) 

42) 

(c) 9(4) 


(<*) 

*«) 


11 Considcresc la funcion definida porcl conjunto {(x,y)|IO > = x}. Si y = /(x), determinese 

W/0) (b) /(10) 

< c) /( 100 » (d) /(-rfo) 

12 Si a : x—*fx - 2|, determinese 

( a ) fl <0) (b) a(2) 

< c » (d) ei(-2) 

13 Si/es una funcion conslante. determinese/(2) si 

(a) /(l) = 6 (b)/(6) = — 3 (c) /(-3> = 4 

14 Si x es la longitud de un lado de un cuadrado, expresesc el perimetro P en funcion de x. 
Utilizando esta expresion para P podemos eslablccer una correspondencia entre la 
longitud x y cl perimetro de un cuadrado. <,CuaI cs la funcion cspecifica que esta asociacion 
describe? 

15 En el problenw 14. expresese el area A en Tuncion de x. ^Cual es la funcion descrita 
por esta asociacion? 



Funciones y su representation graflca 103 


16 Si x es la longitud de un lado de un triangulo equilatero. expresesc el perimetro P en 
funcion de x. Expresesc el area A en funcion de x. 

Indication: En un triangulo rectangulo en que los angulos agudos miden 30° y 60 
la hipotenusa es el doble del cateto menor. Utilicese el Teorema de Pitagoras para de- 
lerminar la altura y recu6rdese quo A = {{base) - (altura). 

Cada una de estas expresiones define una funcion diferente. /.Cuales son estas dos fun¬ 
cion es? 

17 Si s se mide en metros y t en segundos. la ecuacion .s =/(f) = - 5f 2 + lOf expresa la 
altura sobre el suelo despues de t segundos de una pelota lanzada hacia arriba con una 
velocidad inicial de 20 metros/segundo.* Determinesc/(0)./(l)./(2),/(3),/(4) y expli- 
quesc cl rcsultado. 

18 Verifiquense los valores de la funcidn del cjemplo 6. 

19 Para el mismo 0 descrito en el cjemplo 6 definasc c(0) como la abscisa del punto de la 
circunferencia en lugar de la ordenada. Determinese c(0), c(n/2), c(n), c(3n/2\ c{ — ir/2) 
y c{4n). 

► 20 Si una funcion/esta definida por f(x) = x 2 , demuestrese que/(-x) =f(x). Una fun¬ 

cion que satisface la condicion /(-x) = /(x) se llama funcion par. Mencionese otro 
cjemplo de funcion dc este tipo. 

► 21 Si una funcion / cstft definida por f(x) = x\ demuestrese que/(-x) = - fix). Una 

funcion que satisface esta condicion se llama funcion impar. Mencionese otro ejemplo 
de una funcion impar. 

Encuentrcse una expresion para [fix) — f{a)]/(x — ai x ^ a. y simplifiquesc, si 

22 (a) fix) = a (b) fix) = x 

23 (a) fix) = 3x (b) fix) = 1/x 

24 (a) fix) = x 2 (b) fix) = Jx 

Para describir en forma mas precisa el comportamiento de las funciones es 
util considerar algunas combinacioncs basicas de ellas. Al estudiar estas com- 
binaciones, debe tenerse siempre en cuenta los dominios de las funciones invo- 
lucradas en forma tal que la combinacion quede claramente definida. 

Las mas importantes combinaciones de funciones se definen como sigue: 

Definicion 5.4. La funcion suma de dos funciones f y g se define como la 
funcion J' 4* g, rnn nalor funcional 

_ y = fix) + gjx). _ (5-2) 

Definicion 5.5. La funcion producto de dos funciones f y g se define como la 
funcion f • g, con valor funcional 

_ y = fix) ■ g{x). _ (53) 

* El coeficiente de t 2 en la ecuacion s = fit) se ha aproximado al valor entero mas cer- 
cano para facilitar los calculos. 


Algebra y trrgono nutria 

Definicion 5.6. Lafuncion cuoaente de dos funcionesf por g se define como 
la funcion f )g, con valor funcional 

fix ) 

(5.4) 


Definici6n 5.7 Lafuncion compuesta o composicion de dosfuncionesfpor a 
se define como lafuncidn f ■ g, con valor funcional 


y = f(g{x)). 


(5.5) 


A consecuencia de las definiciones 5.6 y 5.7, respectivamente. la funcion 

deTno ^ 9 T* SC T ed ' ante y = «<*)//<*> y la funcion compuesta 
de g por f, mediante y = g(/(x)). 

El dominio de f + g, fgy f/g es el conjunto de todos los mimeros reales 
contemdos en ambos dom.nios, el de / y el de g- es decir, es la interseccion de los 
domimos de f yg. excepto qiie en el case del cuocientc, cstc no queda definido 
para aquellos * dondey(x) = 0. El dominio d ef-g consta del conjunto de las x 
para las cuales g( x ) csta conten.do en el dominio de /. Salvo en el caso en que la 

funcion este defimda para lodos los valores reales. debe especificarse claramente 
cual es su dominio. 


-x real. 


&EMPLO ,LUSTRA,VO 7. Si /<*) - 2* - I jr fa) = 6 - x - x> para rodo 
al, la funcion suma de / v a se define mmn 


/ y g se define como 

y = (2x - l) + (6 - x - x 2 ) = 5 + x - x 2 ; 


la funcion de / y g se define como 

y = (2x - 1 K6 - x - x 2 ) = 2x J - x 2 + 13x - 6; 
la funcion cuociente de/por g se define como 

2 * — 1 

y = ^ x - X 21 ( x ^ 2 6 -3): 
la funcion compuesta de / por g se define como 


f(g(x)) = 2(6 - x - x 2 ) - 1 = 11 - 2x - 2x 2 ; 


y la funcion compuesta de g por f se define como 


if (fix)) = 6 - (2x - I) - <2x + l) 2 = 2(3 + x - x 2 ). 



Kunciones y su representacion grafica 105 


Problemas 

En los problemas l a 5. cn quo so dan / y g. encuentrense / + g. Ig. fig. / o g y g o I. Indi- 
quese el dominio de cada combination. 

1 /(x) = 2x - 3. c/(x) = 3x + 2 

2 f(x) = x 2 - x, r/(x) = x + 4 

3 /(x) = 4 - 3x, g(x) = 2x - 3x 2 

4 fix) = 2/x, 0 (x) = x-3 

5 /(x) = v/x. 0(*) = * 3 

6 Si f(gix)) = 1 - x 2 y fif(x) = 1 - x 2 , encuentrese /(x) 

7 Si /({/(x)) = I - x 2 y t/(x) = x, encuentrese fix) 

8 Si J(gix)) = x 2 + 2x+l y fix) = x 2 . encuentrese gix) 

9 Si f[g{x)) = x 3 y fix) = x - I. encuentrese y{x) 

10 Si f[x) = x, gix) = x + 1, h{x) = x + 2, encuentrense if g) h y f ig h). <,Son 

iguales las dos fund ones compuestas? 

11 Si fix) = x - 2. gix) = x + 2, h{x) = x 2 , encuentrense if g) h y / ■ (</ /i) ^Son 
iguales las dos funciones compuestas? 

12 Si fix) = 2x + 1. encuentrense (/*(x)) 2 ,/(x 2 )y/(/(x)). <,Son iguales las tres ex presiones? 

- 5.2 Representacion grafica de funciones y relaciones 

Utilizando cl sistema rectangular de coordenadas que cstudiamos cn la 
Section 4.3 podemos exhibir la asociacion entre xey(o dos variables cualesquiera) 
en el caso de una funcion particular. Aunque no sea posible diagramar todos los 
puntos (x, y) cuyas coordenadas satisfacen una ecuacion dada y = fix), general- 
mente se puede diagramar un numero suficiente de ellos. de modo que es posible 
obtener una buena aproximacion del diagrama de la funcion. El agregado de 
todos estos puntos forma la grafica de la funcion / o la curva que representa esta 
funcion. (Rccuerdcse la Definition 4.8.) 

Ejemplo 1 . Tiaccsc la grafica dc / . x —*3x — 4. 

Solution, Asignando valores cualesquiera a x y calculando los valores corres- 
pondientes para y, podemos obtener todos los puntos (x, y) que se requieran y 
cuyas coordenadas satisfagan la ecuacion = 3x — 4. Los puntos, ordenados 
en la tabla a continuation, se llevan a una grafica y se unen mediante una linca 
continua. La funcion y - 3x - 4 queda representada por una linea recta (fig. 5-4). 


X 

0 

1 

2 

3 

4 

II 

-4 

-1 

2 

5 

8 
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Ejemplo 2. Tracese la grafica dc la funcion q : x—>x 2 - x - 6. 

Solucidn. Nuevamente, asignamos valores a x, calculamos los valores co- 
rrespondientes de y — q(x) y disponemos los resultados en una tabla. 



0 

i 

2 

3 

4 

-1 1 -2 

_- 3 

y = qM 

-6 

-6 

-4 

0 

6 

o 

1 

6 


Si trazamos una linea conlinua por estos puntos (x, y). comenzando por el punto 
de abscisa -3, en seguida -2. —1. etc., obtenemos el resultado que aparece 
en la fig. 5-5. Esta curva, llamada parabola, es la grafica pedida. A menudo, 
para complelar la grafica correctamcnte, es necesario determinar puntos adiciona- 
les cuyas coordenadas satisfagan la condition requerida [p. ej., (£, -6$)]. Si bien 
siempre es posiblc irazar muchas curvas diferentes por los puntos determinados, 
cualquicra que sea el numero de estos. la curva pedida se obtiene mediante una 
«interpolacion» razonable entre los puntos diagramados. 

En los dos ejemplos considerados, la grafica de la funcion atraviesa el eje 
en estos puntos, la ordenada y es cero. Las abscisas x de estos puntos reciben el 
nombre de ceros o raices de la funcion. En el ejempln 1. el rero de la funcion es 
x = 4/3; en el ejemplo 2. hay dos ceros de la funcion. -2 y 3. En general, un 
cero o raiz de una funcion es la abscisa del punto en que la grafica de la funcion 
atraviesa o toca al eje horizontal. 

Ejemplo 3. 1 racese la grafica de la funcion representada por el conjunto 
dc pares ordenados {(x, _v)|y = \x - 2|}. 

Solucidn. Construimos la tabla 


X 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

-1 

y 

2 

1 

0 

1 

"2 

3 

3 
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diagramamos los puntos y trazamos la grafica. (Vease fig. 5-6.) Observese que 
x = 2 es ccro o raiz de la funcion aunque la curva no atraviesa cl eje x. 

Una relation puede representarse graficamenie exactamente en la misma 
forma. La fig. 4-7 ilustra una grafica de este tipo para la relacion 

{(*, y)\{x - h) 2 + (y - k) 2 = r 2 }. 



Debe observarse que toda linea vertical corta la grafica de una funcion a lo 
mas una vez. en tanto que puede cortar la grafica de una relacion un numero 
cualquiera de voces (<,por que?). 

Ejemplo 4. Bosquejese la grafica de la relacion {(x,y)|y 2 = x}. 

Solution. Si despejamos y en y 2 = x. obtenemos y = ± v x. de modo que 
la tabla puede construirse en forma relativamente facil. 


X 

0 

l 

2 

4 

y 

0 

+ i 

±J2 

±2 


Como era de esperarse, vemos que para cada valor de x, hay dos valores corres- 
pondientes de y. La grafica se ilustra en la fig. 5-7. 


9 
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y 



Eibmplq 5. Tracese la grafica de la relacion {(jc,yj|y $ x -f 2}. 

Solution. Para obtener la grafica de esta relacion. dibujamos primeramente 
la linea recta y = x + 2 y observamos en seguida que para un valor determinado 
de x, cl punto (x, y) pertenece al conjunto pedido si su ordenada y es igual o 
menor que el valor correspondiente al punto que esta sobre la linea. El conjunto 
pedido cs. por tanto, la recta y = x + 2 y todos los puntos situados bajo ella. 
El area sombreada indica la grafica de esta relacion (fig. 5-8). 

Problemas 

fracese la grafica de cada una de las funciones delinidas en los problcmas 1 a 12. Seiia- 
lense las escalas en ambos ejes e indiquense los ccros de cada funcion. 


1 

y = 2x + 5 

2 

>' = 6 - 3x 

3 

y = x 2 /16 

4 

y = -4.x 2 

5 

>’ = x 2 - 7x + 10 

6 

y = -X 2 - X + 30 

7 

y = \*~ 1 | 

8 

y = |2x - 3| 

9 

y = y/x - 1 




Indication: y no es nunca negativo. 



10 

y = x 3 


■> 

11 

II 

x 

u* 

1 

X 




12 y~ v** 2 - *)■ iCuales son el dominio y el recorrido de esta funcion? 

13 Tracese la grafica de cada una dc las funciones dadas en el problema 1, primer grupo 

seccion 5.1. ' 

14 En la fig. 5-9, <,que graficas representan funciones y cuales representan solamente rela¬ 
cion es? j,Por que? 

15 Traccse la grafica dc cada uno de los conjuntos definidos en el problema 2. primer grupo 

scccion 5.1. e r 



16 Tracese la grafica dc cada uno dc los siguicntes conjuntos. <,Cual reprcscnla una funcion? 

(a) {(x, y)\yx 2 = 1} (b) {(x,y)|y 2 x = 1} 

17 Tracese la grafica de cada relacion. 

(a) {(x,y)|x + y < 2) (b) {(x,y)|2x - 3y < 6} 

18 Tracese la grafica de la relacion. 

((x. >*)|x - 3y + 3 > 0} n {(x. y)|y > x 2 - 7x + 10} 
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Las funciones circulares 


6.1 Trigonometria - 

Alrededor del ano 1600. Bartolome Pitiscus, profesor de matematicas dc 
Heidelberg, escribid el primer texto que llevo el titulo de Trigonometria. La idea 
del autor era exactamente exponer to que el nombre implica: medicion dc trian- 
gulos. El origen de la trigonometria debe buscarse. sin embargo, en tiempos aun 
anteriores. en el estudio de la esfera celeste, en la cual se suponia que se desplazaban 
el sol. la luna y las estrellas y cuya posicion se calculaba mediante la medicion 
de angulos. Los dos hombres famosos que mas se interesaron por estos estudios 
fueron losastronomosgriegos Hiparcode Nicea(sigloll a.C.ly Claudio Ptolomeo 
(siglo 11 d.C.). Como consecuencia de esto, es facil formarse la impresion de que la 
principal, si no unica, aplicacion de la trigonometria es la resolution de trian- 
gulos y. por tanto. sus campos de aplicacion debieran ser la astronomia. la nave- 
gacion y la agrimensura. Esto puede haber sido verdad hace 2000. o tal vez 400 
aiios. pero ciertamente no es el caso en nuestros dias. 

Con el desarrollo de la trigonometria, ha ido progresando el estudio general 
de las luncioncs circulares; tal es asi. que actualmente sc define la trigonometria 
como la rama de las matematicas que estudia las propiedades y aplicaciones de 
las funciones circulares o trigonometricas. 

Dcfinircmos las funciones circulares en forma que tanto el dominio como 

el rccorrido dc ellas sean conjuntos de numeros reales; como veremos. este metodo 

general de defmicion tiene grandes ventajas en muchas aplicaciones de estas 
funciones. 


6.2 Deflnicion de las funciones circulares 

Consideremos la circunferencia unitaria, de ecuacion x 2 + v 2 = 1. esto es 
con el centro en el origen de un sistema rectangular dc co^m^TTfig. 6-|) 
Si un punto P parte del punto 4(1.0) y se desplaza |0| unidades alrededor dc la 
circunferencia, en sentido antihorario si 0 > 0 y en sentido horario si B < 0. podc- 
mos ubicar la posicion exacta de P para cualquier valor de 6. Si |0| > 2 n (longitud 


no 
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de la circunferencia), continuaremos alrededor de la circunferencia mas alia de A 
hasta completar toda la distancia. Puesto que la longitud dc un arco dc circun¬ 
ferencia esta bien definida (Definicion 4.11), a cada valor de 0 le corresponde un 
punto, llamado punto terminal, cuya distancia a (1,0) medida sobre la circunferen¬ 
cia es |0| unidades. Designando este punto por P(0), vemos que hemos definido 
la funcion 

( 6 - 1 ) 


cuyo dominio es el conjunto R , y cuyo recorrido es el conjunto de todos los 
puntos o pares ordenados {(x,y)|x 2 + y z = 1}. Desgraciadamente, se presentan 
a veces inconvenientes al considerar funcioncs que asocian numeros reales con 
pares ordenados; en consecuencia, para simplificar la situacion definiremos dos 
funciones, una dc las cuales aplica 0 en x y la otra aplica 0 cn y . Esp ecificamente, 

cos: 0—*x donde x es la abscisa de P(0), 


y 


sen: 0 —► y donde y es la ordenada de P(0). 


Como cos es la abrcviatura de coseno y sen la de seno % los valores de estas 
funcioncs se escriben x = cos (0) o, x = cos 0 y se lee «x es el coseno de 0» y 
analogamcnte, y = sen 0 y se lee «y es el seno de 0». 

Repitamos estas defmiciones ahora por medio de las ecuaciones correspon- 
dientes dadas como conjuntos dc pares ordenados. 
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Definici6n 6.1. Si el punto terminal P(0) tiene las coordenadas rectangu- 
lares x e y, 

cos = {(fl, x)\x = cos 0} y sen = {(ft >’)j.y = sen 0). (6.1) 

El dominiodecada funcion es R y el rccorrido dc cada unaescl subconjuntode 

R = {r| - 1 ^ r ^ 1} 

(j,por que?). Rccordando quc la longitud dc la circunferencia unitaria es 2n. 
obtencmos la tabla siguiente: 


0 

P(9) 

• 

cos 0 

i 

sen 0 

0 

d.O) 

1 

0 

Jt/2 

( 0 , 1 ) 

0 

1 

n 

(- 1 . 0 ) 

-l 

0 

3n/2 

( 0 .- 1 ) 

0 

-I 

2 n 

( 1 , 0 ) 

1 

' 0 


Definiremos ahora otra Tuncion circular, la funcion tangente , tan impor- 
ante como las dos anteriorcs. 


Dr* fiNIC ion 6.2. Si el punto terminal P(0) tiene las coordenadas rectangulares 
x e y, 

tan 0 = l (x * 0) (6.3) 

X 

es la eeuacion que define la funcion tangente. 

El dominio de esta funcion es el conjunto R. exceptuando de el los numeros 
tc/2 + nn , donde riel fopor que?); su recorrido es todo el conjunto R. Observese 
la relacion existente entre las tres funciones que hemos definido; como tan 0 = y/x , 
tenemos 



(0, z)\z = tan 9 = 


sen 

cos ey 


(6.4) 


que esta definida para todos los valores de 0 excepto aquellos para los cuales 
cos 0 = 0. En este caso tan 0 no esta definida fcpor que?). 

Tomando en cuenta los signos que tienen las coordenadas de un punto 
segun el cuadrante en que este se encuentre (seccion 4.4) podemos determinar 
los signos que tendran las funciones circulars en los distintos cuadrantes. La 
tabla siguiente, que recomendamos verificar al lector, da estos valores: 



Sal & c -" 

Las funcioncs circulares 113 



Como podemos observar por la primera tabla. las funcioncs toman valores 
muy especiales para los valores de 0 que ahi se cnumeran. El hecho do quc la 
longitud de circunferencia 2n sea tin numero irrational. nos indica que no sera 
facil determinar las coordenadas de puntos tales como P( 1), P(2), etc., mediantc 
procedimientos elementales. Mas adelante veremos como podemos determinar 
estos valores utilizando tablas apropiadas. 

Existen, sin embargo, ciertos valores especiales de 0 cuyas funcioncs circu¬ 
lares determinaremos en la seccion 6.4; en el resto de la presente seccion haremos 
hincapie en las rclaciones que existen entre las funciones circulares. 

Ejemplo 1. Para un determinado valor de 0, el punto P(0) se encuentra 
en el segmcnto que une los puntos (0,0) y (-3,4) (fig. 6-2). Determinense sen (K 
cos 0 y tan 0. 

Solucion . La distancia entre (0,0) y (-3.4) es J( - 3) 2 -f 4 2 =£5j| las 
coordenadas de P(0), que se encuentran a distancia unitaria de (0.0). scran entonees 
(— f,f). (Dcmu&tresc esto utilizando scmejanza de triangulos.) Lucgo sen 0 = j, 
cos 0 = — ^ y tan 0 = - j. 
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2. Determinense los valores de cos 
. sen 8 = A es la ordenada da 

+ ' n) = 1; luego, x 2 = J _ j 
> 0. el punlo terminal P(Q) es ta' 
if y tan (t = (Vease fig. 6-3) 

3 ■ . Sea 0 un "umero real cualquiera 
• ndietitc se encucntra en el segmento r 
3). (Veanse figs. 6-4 y 6-5.) Determine. 


JJ™ P unt0 de la circunferencia 
rv,,, o x = ±jj- Alt ora, como 
cn el tercer cuadrante: nor 
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Solution. Analogamente al ejemplo 1. tenemos de inmediato P(0) = 
= (£ -$)•' por tanto. por congruencia de triangulos. 


de modo que 


P(0 + ti/ 2) = (£ f) y P(0 + n) = (- £ ft 

sen (0 + n/2) = £ sen (0 + n) = £ 

COS(0 + 7r/2) = £ COS(0 + 7T) s= — y. 


tan (0 + tt/2) = 


in (0 + 7i) = - 


Si 0 se aumenta o disminuye en un multiplo entero de 2n y P[0 4- /c(27r)] 
coincide con P(0), de modo que los dos puntos tienen las mismas coordenadas; 
de aqui tenemos: 

Teorema 6.1 . Parci todo 0 e R y todo k e /, 


y 


sen [0 + A:(27r)] = sen0, 
cos [0 + k(2n)] = cos 0. 


(6.5) 

( 6 . 6 ) 


Por tanto, si conocemos los valores de sen 0 y cos 0 en el intervalo 0 < 0 < 27r, 
conocemos sus valores para todo 0. Las funciones seno y coseno son funciones 
periodicas , de periodo 2n.* 

La funcion tangente difiere del seno y el coseno en lo referenle al periodo. 
Como tan 0 = y/x = — y/ —x, y el punto ( —x, -y) es P(0 + 7c), tenemos 


-----X 

Teorema 6.2. Para todo Oe R y todo ke 1. 


tan (0 + kn) = tan 0. 


(6.7) 


La funcion tangente es periodica , de periodo n. 

Existen ademas otras tres funciones circulares; las funciones cosecante , secante 
y cotangente , de menor importancia que las tres mencionadas antcriormente, y 
que se definen en terminos de las coordenadas de P(0) = (x, .v) en la forma 
siguientc: 


* En general, se dice que una funcion f es periodica , de periodo p, si f{0 4- p) = f(0) para 
todo 0. Observese que en la ec. 6.5., k = 1 da el menor valor de p, lit, para el cual la expresion 
es valida. Gcneralmentc, se da el nombre de periodo al menor valor de p. 
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Definici 6 n 6.3 


CSC = . iff. h)|u = CSC 0 = V * 0 J. 
sec = . (&, v)| v = sec 0 = I x 56 oj, 
cot = . (Q , w)|w = cot 9 = y * oj. 


Utilizando ias ecs. (6.2) y (6.3), se ve de inmediato que: 

sen 0 esc 9=1, (61I) 

y cos 8 seed = 1, (6.12) 

tan 0 cot 0 = 1. (6 I 3 , 

A causa de las ecs. (6.11) a (6.13), las tres funciones recien definidas se llaman 
t n t\Z rec, P rocas -.( Re cuerdese la definicion de reciproco de un numero. dada 
en el Axioma 6, seccion 2.2.) Si sen 9. cos 9 y tan 9 son conocidas. cualquiera de 
las otras tres funciones puede determinarse en forma inmediata; por esta razon 
no entraremos en mas dctalles acerca de ellas. 


( 6 . 8 ) 


(6.9) 


( 6 . 10 ) 


Problemas 


tCuales de las siguientes expresiones son positivas? iCuales son negaiivas? 


J sen 2 ; 

4 cos 5 
7 sen (— I) — 


2 cos 

5 lan 3.5 j v 
8 cot (-2) _ 

1 Ion *,rr!A 


3 lan 4 
6 sen 4,5 
9 lan ( — 2,2) 


10 cos2n/3 - II UUI5K/4 - , 2 scn( _, ln/6) 

13 co. 9 tt/7 -t : 14 sec(-7*/8)> l5 csc( _ n/8) __ 

Suponicndo que Ot=R. dctermlnense Jos cuadranles en que puede enconlrarsc el co- 
rrespondiente P{0) si se cumplen las condiciones siguientes: 

16 scnO > 0 1 v TL 17 I v £‘ 


18 lanfl > 0 
20 cos 0 < OH <1 EL 

22 sen 0 > 0 y cos 0 > 0 1 

24 tan I) > 0 y sen 0 > 0 I 

26 sen 0 < 0 y cos 0 < 0 IE- 


17 cos tf > 0 ' 

19 sen 0 <0 UJ * UL. 

21 sec (t > 0 T j H 

23 cos 0 > 0 y sen 0 <0 TQ 

25 sen (I > 0 y cos 0 < 0 rr 


+ + 
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En cada uno de los problcmas siguientes, el punto P{6) se cncuentra en el segmcnto rec- 
lilineo que une el origen con el punlo indicado. Bosquejese la figura y determinese los valores 
de las funciones circulares para el respectivo valor de 0 . 


27 (3.4) 

30 (24.-7) 
33 (0,-2) 


28 (-5,12) 

31 (-8.-15) 
34 (-1.7) 


29 (-4.3) 
32 (10. - 8 ) 
35 (6,0) 


4 

im. 


Determinense los valores de sen 0, cos 0 y tan 0 bajo las condiciones siguientes: > 

36 sen 0 = -i* 5 ,0 en el primer cuadrante.* 

' 37 cos 0= -J, 0 en cl lercer cuadrantc. ' 

38 tan 0 = - 5 .0 en el segundo cuadrante. // - 

39 sen 0 = 0 no esta en el primer cuadrante. v 

40 cot 0 = 5 ,0 no esta en el primer cuadrante. 

y ’ ■ » 

41 cos0 = J, 0 no est& en el primer cuadrantc. 

42 tan 0 = y sen 0 es positiva. . 1 1 £ 

' 43 sen 0 = — y tan 0 es positiva. 

44 cos 0 = - J, y tan 0 es negativa. 

1 tan 0 = J. I 

% 8600 § 1 - h , 

/ 47 csc0 = -^. / 


- M '5 


5>i 


En los problcmas 48 a 52, el pun to P(0) se cncuentra en el segmento que une (0,0) y (8.15). 

48 0 4- n/2 v 

49 0 + 7t 

50 Bosqu 6 jensc y determinense las funciones circulares de 0 + 3n/2 

51 0 - n 

52 0 -n/2 

F.n los prohlemas S3 a 55, el punto terminal P(0) se cncuentra en el segmento que une (0.0) 
y (5, -12). Bosquejense y determinense las funciones circulares de 


53 0 4-tt 54 0 - 7t/2 3 tt/2 

* 

En los problcmas 56 a 58 el punto P(0) sc cncuentra cri cl segmento que une (0,0) y ( 3 ,^ 4 ). 
Construyase un gr&fico y determinense las funciones de: 


56 0 — 7i 


57 0 + n/2 


58 0 - 3tt/2 


* Diremos que 0 esta en un cicrto cuadrante si P(0) esta en cse cuadrante. 

; 6 - Jo 
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► 59 Expliqucse por que cl punto terminal P{0) en una circunfcrencia unitaria. correspon- 
diente a un valor real cualquiera 0. tiene coordenadas (cosfl. sen0). (Vease fig. 6-6.) 
Esle es un concepto muy importante. 



► 60 Indiqucnse Jos valores de tan 0. cot 0, see 0, y esc 6 (si existen) para 0 = 0. n/2. n. 3*/2y 2, 
Cuando sea necesario refiirase a la tabta dada cn la presente section... 


6.3 Comportamiento de las funciones seno y coseno 

La tabla y el Problema 54 de la Section 6.2 dan los valores de las funciones 
ctrculares cuando 0 esta en el extremo de un cuadrante (0 multiplo entero de n/2). 

(on estos datos obtenemos la tabla siguiente que indica como varian estas 
funciones a medida que 0 aumenta dc 0 a 2n. 


Cuadrante en 
que esta P(0) 

0 varia de 

sen 0 
varia de 

cos 0 
varia de 

I 

0 a n/2 

Oa 1 

I aO 

II 

n/2 a n 

I aO 

0 a -1 

III 

n a 2n/2 

0 a — 1 

- 1 aO 

IV 

•37 r/2 a 2n 

_ 

-I aO 

0 a 1 


Segun la tabla se ve claramente que los valores de las funciones seno y coscno 
nunca scran mayores que 1; esto se desprende tambien del hecho de que estos 
valores son las coordenadas de un punto de la circunfercncia unitaria. En cambio 
la tangente puede tomar cualquier valor real positivo o negativo 
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El comportamicnto de las funciones circulares puede estudiarse conveniente- 
mente mediante una grafica adecuada, llevando 0 en el eje de abscisas y la funcion 
on el de ordenadas. Esta grafica puede obtenerse directamente de la circunferencia 

unitaria. 

Como ejemplo, consideremos la funcion y = sen 0. En un sistema rectangular 
marqucmos trazos de longitud n/2 a lo largo del eje 0 (eje de abscisas) (vease fi- 
gura 6-7) y construyamos una circunferencia unitaria con centro en este eje. Para 
obtener la grafica de y = sen 0, trasladamos paralelamente la ordenada de P(0) 
hasta el punto de abscisa 0. Podemos obtener todos los puntos que deseemos, 
por ejemplo, bisecando los arcos de cada uno de los cuatro cuadrantes; en seguida 
bisccando los arcos resultantes y asi sucesivamente. Finalmentc obtenemos la 
grafica de y = sen 0 * uniendo los puntos asi diagramados mediante una curva 
continua. La curva continua indcfinidamcnte a dcrecha c izquierda pero solo 
necesitamos trazarla desde 0 a 2n. (/.Por que?) Observando la grafica obtenemos 
las siguientcs propiedades de la funcion sen 0. 

1. La funcion es periodica, de periodo 2n. [Recuerdese la ec. (6.5).] 

2. Si 0 esta en el primer cuadrante, sen 0 es una funcion crecientc.f (£En que 
otro cuadrante se prcsenta el mismo caso?) 

3. Los valores de sen 0 son positivos para 0 en el primero y segundo cuadran¬ 
tes, y negativos en el tercero y cuarto cuadrantes. 

4. Los valores de sen 0 estan comprendidos entre — 1 y 1. 

5. Los ceros o raices de sen 0 son los multipios enteros de n, sen kn = 0 
(ksl). 

6 . La funcion tiene la propiedad de que f(0)= — /( — 0); especificamcnte, 
sen 0 = - sen ( — 0).[Vease ec. (6.27).] Luego, sen 0 es una funcion impar. (Re¬ 
cuerdese problema 21, primer grupo. seccion 5.1). 

* La grafica puede obtenerse tambien mediante puntos cuyas coordenadas pueden 
tomarse de la tabla I en el Apcndice. En el capitulo 15 continuaremos nucstra cxplicacion 
sobre representacion grafica de funciones circulares. 

t Si 0j > 0 2 i entonces sen 0, > sen 0 2 - 


Ln la fig. 6-8 aparece la grafica de y = cos 0, la cual puede construirse en 
forma analoga. Utilizando esta grafica pueden enumerarse las propiedades de 
la luncion coseno analogas a las mencionadas arriba para la funcion seno. 

Hcmos mencionado ya algunas relacibnes entre las funciones circulares, 
por ejemplo, las ecs. (6.4), (6.11), (6.12) y (6.13). Como cot 0 = 1/tan 0 [ec. (6.13)1 

^ l ® n . . f sen ?/ cos ® t ec - ( 6 - 4 )]. y aunque esto queda implicado como parte dc la 
dcfinicion en la ec. (6.10), repetimos la identidad. 


cot 0 = 


cos 0 
sen 0 


(6.14) 


Mas importantes, sin embargo, son los resultados siguientes. Puesto que las 
coordenadas dc un punto de la circunferencia unitaria son (cos 0. sen 6) y estas 
coordenadas debcn satisfacer la ecuacibn x 2 + y 2 = 1 , tenemos 


sen 2 0 + cos 2 0 = 1 


(6.15) 


para todo valor de 0, siendo sen 2 0 la notacion usada para (sen 0) 2 y cos 2 0 
para (cos 0) . Dividiendo am bos miembros de la ec. (6.15) por cos 2 0. obtenemos 


sen^0 1 

cos 2 0 cos 7 ^ 


tan 2 0 + 1 = sec 2 0. 

Dividiendo por sen 2 0 la ec. (6.15), obtenemos 

1 4. cos2 0 = __1_ 

sen 2 0 ~ sen 2 0 


(6.16) 


1 + cot 2 0 = CSC 2 0. 


(6.17) 
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Ejemplo Determinense las seis funciones de 9 si cos 6 = f. 

Solution. Este ejemplo es analogo al ejemplo 2. seccion 6.2. Lo resolvere- 
>s ahora medianie un segundo metodo. De la ec. (6.12) obtenemos sec0 = § 
ie la ec. (6.15), 


sen 0 = ± J l — cos 2 0 = ± >/l ~ Ts = ± VH = i I- 

signo depende del cuadrante en que este P(0). Como cos 0 > 0. sabemos 
e P(0) esta en el primero o cuarto cuadrante; si esta en el primero sen 9 = f; 
esta en el cuarto, sen 9 = — f. De la ec. (6.4), tan 9 = sen 0/cos 9 = ±f/| = 
de la ec. (6.11). tenemos cot 9 = ±| y la ec. (6.8) nos da csc0 = ±f. 


OBLEMAS 


<\Quc relacion cxiste entre las seis funciones de In y las de U = U? 

^.Cuales son los valores de las seis funciones de — 7 C/ 2 ? 

(.Cuales son los valores de las seis funciones circulates para los siguientes valores de ff ? 

(a) in (b) 7n/2 (c) 9n/2 

(d) 16* (e) 1571 (0 IOO 71 

(g) Sn/2 ' (h) 4 tt (i) 5 tt 

^Cuales son los valores de las seis funciones circulares para los siguientes valores de 0? 

(a) - 57 i (b) -ti /2 (c) -in/2 

(d) —671 (c) — Htt/2 (0 -40tt 

(g) - 7 i (h) -771/2 (i) —Sn/2 

Verifiquese la tabla de la presente seccion que da las variaciones de sen0 y cos0. 

Construyase una tabla analoga para las variaciones de tan 0 y cot 0. 


Construyase una tabla analoga para las variaciones de sec0 y csc0. 

Resuclvanse los problemas 36 a 47 de la seccion 6.2 mediante cl metodo indicado en cl 
ejemplo de la presenle seccion. 

Demuestrese que sen (WP) = 0 y cos (kn) = ( — !)* para todo k e /. 

Construyase una grafica como la fig. 6-8 para y — cos 0, indicando el procedimiento 
empleado. Utilizando la gralica. enumerense las propicdades de cost#, analogas a las 
enunciadas para sen 0. 


En un mismo sistema rectangular de coordenadas, representense ambas funciones 
y = sen 0 e y = cos0, superponiendo una curva sobre la otra. Si bien las igualdades 
siguientes scran demostradas mas adelante, ^pueden deducirse de la figura? 

(a) sen(?r/2 + 0) = sen (tt/2 - 0) (b) sen(-0) = -sen0 

(c) cos ( 71/2 — 0) = - cos (tt/2 + 0 ) (d) cos (- 0 ) = cos 0 

(c) cos 0 = sen (tt/2 - 0) (f) sen 0 = cos (tt/2 — 0) 
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► 12 Obtengasc, en funcidn de 0, una expresion para la longitud de una cucrda (de la cir- 
cunlerencia umtana) cuyo arco ienga la longitud |0|. 

AnvZnT\ r " la l ! 8 f' 6 , laS coordenadas de A son (1.0) y las de P(6» son (cos 0. sin 0). 
Aplicando la formula de la distancia enire dos puntos (ec. 4.9), lenemos 

AP = 7(1 - cos 0) 2 + sen 2 0 

= 7l - 2 cos 0 + cos 2 0 +■ sen 2 0, 


Longitud de la cuerda = J2 - 2cos0. ( 6 . 18 ) 

Dctermincsc la longitud de la cuerda de una circunferencia unitaria si la longitud del 
arco correspondicnte es (a) tc/ 2, (b) n. * 

On la fig. o-9. P(0) es el punto terminal sobre la circunferencia unitaria correspondiente 
a numero real D. Tracensc las tangcntcs a la circunferencia en .4(1. 0) y fl(0 llysea Tel 
pumo d. tmersecci6n de 6,,.,; orige „ 0 „„ 

a las tangentes enfiyS, respect ivamente. (a) Verifiquese para esta figura que tanO c S 
tgual en magn.tud a la longitud del segmento AR. Bajese la perpendicular desde P(0) a | 
eje x y sea C cl pie de esta perpendicular; cntonces los triangulos OPC y ORA son se- 
mejantes. Ut.licese la proporcionalidad dc lados para obtener el resultado. (b) Veri- 
liquesc que cot 0 cs tgual en magnitud a la longitud del segmento BS. 

La fig. 6 - 1 ° es similar a la fig. 6-9. con la difercncia de que P(0)esta cn el tercer cuadrante. 

y la otraTn m n cn r 7 anSe °T d ° S figUraS ' Una CO " P{0) Cn cl se « undo cuadrante 
y la oira con r{V) cn el cuarto cuadrante. 

Utili^tndo las figuras del problema 15. las figs. 6-9 y 6-10 y los resul.ados del proble- 
orUaJ: qUCSe ^ S ' 8U ' en,eS definiciones son equivalen.es a las definiciones 

(a) tan 0 es la ordenada del punto R 

(b) cot 0 cs la abscisa del punto S 
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► 17 Utilizando una circunferencia unitaria y la definicion dc tan 0 dada en cl problcma 16, 
construyase la grafica de y = tan 0. (Vease fig. 6-11.) 


18 Utilizando la grilfica de y = tan 0 dada en la fig. 6-11. enumerense las propiedades 
de esta funcion, analogas a las indicadas para la funcidn scno. 

► 19 Demuestrcse que sen 0 < 6 < tan 6 si 0 < 0 < n/2. 

/ ndicacidn: V6asc problcma 9. seccion 4.6. 

20 Indiquesc si cada una dc las proposiciones siguientes es verdadera o falsa.dando cn cada 
caso la raz6n. 

(a) Si —n/2 < x, < .x 2 < n/ 2, scnx, < sen x 2 . 

(b) Si -n/2 < x, < x 2 < n/2, cosx 1 < cosx 2 . 

(c) Si -n/2 < X| < x 2 < n/2, tan x, < tan x 2 . 


6.4 Valores de las funciones circulares para algunos numeros 
reales particulares 

En la seccion 6.2 mencionamos que podian determinarse los valores exactos 
de las funciones circulares para cierlos valores de 6, ademas de los que corres- 
ponden a extremos de cuadrantes. Dos de estos valores son n/3 y ji/ 6. Si en la 
fig. 6-12. Pi y Pi son los puntos de triseccion del arco de longitud n/2 desde 
(1.0) a (0.1). 

P, = P(ti/ 6) y P 2 = P{n/3). 

Recordando por la geometria plana que, en un triangulo rectangulo cuyos 
angulos agudos miden 30° y 60 c , la hipotenusa es el doble del catcto menor, obte- 
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nemos P(tt/ 6 ) =( v /3/2, \) y P(n/3) = ( 5 , J3J2). (En ambos triangulos rectangulos 
de la figura, la longitud de la hipotenusaes 1 : luego la del cateto menoresiy la del 
otro cateto v /3/2 por el Teorema de Pitagoras.) 


y 



Por tanto. 


71 1 

Sen 6 ~ 2 


cos 


n _ 
6 “ 2 

4 71 1 

tan 6 = 


♦ n 
cot - 

6 


n 

SCC 6 


n 

CSC - 
0 


-VS. 

2 

■ VS* 

= 2 , 


y analogamente, utilizando tenemos, 


K 

SCn 3 2 


K 1 

C0S 3 = 2 


4 ft 
C°t - 


n 

sec - 


J 

v/3 


= 2 , 


K nz 71 

tan -.= y/3, esc — 


2 

73' 
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A partir de estos valores pueden oblenerse los de las funciones correspondientes 
a cualquier valor de 6 de la forma k(n/6) con ke / y k no multiplo de 3 (valores 
de 0 que no corresponded a extremos de cuadrantes). 



6-13 


Otro valor especial es todo multiplo impar de tt/4. Por ejcmplo, si = 37i/4, 
P(3n/4) es el punto medio del arco que va de (0,1) a ( — 1,0). (Vease fig. 6-13.) Las 
dos coordenadas del punto son iguales en magnitud pero de signo contrario; 
de modo que substituyendo en la ecuacion de la circunferencia unitaria obtenemos 
x 2 + x 2 = 2x 2 = 1, 6 x = ± l/y/2. Como P(3tt/4) esta en el scgundo cuadrante. 
x = — l/y/2 y. por tamo. 


3n 

i 

3tc 

- 1 . 

sen — 

4 

-72’ 

cot — = 
4 

cos — 
4 

-1 

72’ 

37T 

sec — = 
4 

-v/ 2 . 

371 
tan — 
4 

= - 1 , 

3n 

esc — = 

4 

s/2. 


En forma analogs pueden ohfenerse los valores de las funciones correspon¬ 
dientes a cualquier otro multiplo impar de tc/4. 


Problemas 


Tracese una figura, senalese la posicion de cada valor de 0 indicado y verifiquese cada 
igualdad siguiente determinando los valores exactos correspondientes. 

1 I 1 (a) sen n/3 = cos n/6 ' 2 (a) sen n/6 = sen 5n/6 

••' ' j ( 


(b) sen ti/6 = cos nj 3 


(b) cos57r/6 = — cos 7 t/6 
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3 (a) tan n/4 = tan 5n/4 
(b) cot 3 tt/ 4 = cot 771/4 

5 (a) sen 2tt/3 = sen (4 j:/ 3) 
(b) cos 77t/6 = cos (- 57T/6I 


4 (a) sec 1 1 tt/ 6 = sec tt/6 
(b) esc 271/3 = -csc47t/3 

6 (a) sen7i/3 = 2 sen tz/6 cos ti/ 6 
(b) sen n/2 = 2 sen ti/ 4 cos re/4 


7 (a) sen 




- cos tt/3 
2 


(b) cos5= /i+cosjt/3 
6 V 2 

8 tan - = 1 ~ cos */3 _ sen n/3 

6 sen ti/3 1 + cos tt/3 

9 cos^ = cos J £-sen 2 £ = 2cos J ^- l 

•J 6 6 6 


Determinensc los valoics exactos dc las exprestones siguientes: 

(b) sen 2 0 -+ cos 2 0 


10 (a) sen 2 ^ + cos 2* 

0 6 


11 (a) sec 2 ~ - tan 2 j 

12 (a) csc J ~ — cot 2 — 

4 4 

13 sen ~ + cos^ '4 tan — 

3 6 3 

15 csc ^~ cos y + tan ~ 


17 cos ^ cos sen j sen 5 


Q 


19 | cos 4 sen ('tan^ + co ’ ~ 


4b' 


(b) sec 2 ^-tan 2 ^ 

4 4 

(b) esc 2 ^ - cot 2 — 

4 4 

14 tan ^ 4 cot - see — 

4 4 6 

16 sen y cos ^ + cos — sen 5 - 
Jo 3 6 

18 sen cos - tan -- 
6 3 4 

20 ('tan ^ 4 sen ^ cos ^ 


no ^' u TcnL n r SC ’° dOS ' OS Val0rCS dC 0 en,re 0 y 271 qUC sa,isfacen cada una d ' 'as ecuacin- 


21 sen 0 = 4 
23 Ian 9 = 1/73 
25 tan 0 = -1 
27 sen 0 = 75/2 
29 cot 0 = - 73 

31 Si sen 0 = i.y cos 0 < 0, determinensc 


22 cos 0 = -£ 

24 sen 0 = - 7 T /2 
26 cos G =* - ^2/2 
28 sec 0 = 2 
30 esc 0 = 2/73 


(a) cos 0 


(bj tan0 


(c) sec 0 
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32 Si cos 0 = — y/3/2 y sen 0 > 0, determinense 

(a) sen 0 (b) tan 6 (c) esc 0 

33 Si tan 0 = — JJ y sen 0 < 0. determinense 

(a) sen 0 (b) cos 0 (c) cot 6 

34 Trazando una figura para cada uno de los valores siguientes de 6, construyase una tabla 
que de los valores de las seis funciones circulares para cada uno dc ellos: 0, 7r/6, tc/4. 
tc/3, tt/2, 2tt/3, 3n/4, 5n/6, tt, 7tt/6, 5n/4, 4tt/3, 3n/2, 5n/3. 77r/4, 11 tc/6, 2ti. 

35 Utilizando ia ec. 6.18, determinense las longitudes dc las cuerdas de la circunfcrencia 
unitaria correspondientes a los siguientes valores de 6. 

(a) tt/6 (b) ti/ 3 (c) 2n/3 

Determinese cuales de las siguientes proposiciones son verdaderas y expliquese. 

36 (a) sen (-7i/6) = sen 7r/6 (b) cos n/6 = cos (-tt/6) 

37 (a) sec tc/ 3 = sec (- n/3) (b) esc ti/ 3 = esc (- 7r/3) 

38 (a) tan n/4 = tan (- tc/ 4) (b) cot n/4 = cot ( -n/4) 

39 Hay dos valores de d con 0 0 < 2n, dondc sen 0 = 2. 

40 Hay dos valores de ft con 0 ^ 0 < 2n, donde tan 0 = 2. 

6.5 Valores exactos de las funciones circulares para 0 = n/5 

Ademas de los ya estudiados* existe otro valor particular que es de interes, el 
de 0 = n/5. La construccion requerida para determinar exactamcntcJos valores 
de las funciones para n/5 es ligeramente mas complicada que las anteriores pero 
es siempre factible mediante procedimientos geometricos elementales. Una vez 
determinados estos valores tendremos los valores exactos de las seis funciones 
para n, tt/2, tt/3, tt/4, n/5 y n/6. 

Consideremos la circunferencia unitaria de centre 0 y radio OA (fig. 6-14). 


y 
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Determinemos un punto E sobre OA de modo que 

Longilud OA _ Longitud OE * 
Longitud OE Longitud EA 

Designando por i la longitud de OE , tenemos 


La raiz positiva de esta ecuacion dc scgundo grado ++ es t = (,/5 — l)/2. 

Determinemos P de manera que la longitud de la cuerda AP sea igual a f; 
entonces los triangulos OP A y AEP son semejantes y por tanto, el triangulo 
AEP es isosceles y la longitud de PE es t. En consecuencia, el triangulo OEP es 
tambien isosceles. De esto se deduce en forma inmediata que t OAP = 2 ■*: PCM. 
(Veanse Problemas 3,_4 y 5.) Como >f.OAP queda medido por {PD,% £ POA 
queda medido por jPD; pero ademas. *POA queda medido tambien por^PA. 
En^esta forma, tenemos que la longitud de PD, \PD\ = 4\AP\; pero como, \PD\ + 
\AP\ = it, resulta \AP\ = n/5. 

Trazando PB perpendicular a OA, podemos determinar lacilmente las longi¬ 
tudes dc OB y PB, csto es, las coordenadas de P = P(tc/5) que son el coseno y el 
seno de jr/5. La longitud de EA es 

i 3 - a 

2 2 ’ 

y la longitud dc EB cs (3 - y/5)/4. Por tanto, la longitud dc OB es 

OB- Vs-1 , 3- Ji .. 73+1 
2 4 4 


* La construccion para determinar E es posible usando solo regia y compos y es, en 
esencia. la misma que se utiliza para construir un pentagono regular. 

t La razon definida por la ec. (6.19) ha sido estudiada desde los tiempos de los matema- 
ticos griegos y se le denomina section ciurea o divina. Los griegos la relacionaban con el 
concepto de esietica que ellos tenian. (V6ase problcma 24. seccion 8.9.) Mucho se ha escrito 
sobre este tema. que puede interesar al lector que desee una mayor information. Por ejemplo: 

1. E. T. Bell, Historia de la nratemdtica. Mexico: Fondo de Cultura Economica, 1949. 

2. R. Courant y H. Robbins, jQuees la matenuiiica? Madrid: Aguilar. S. A. de Ediciones, 1955. 

3. H. V. Barravalle, «The Geometry of the Pentagon and the Golden Sections, Mathematics 
Teacher, 1969. 

ft Utilizamos aqui el teorema de geometria plana que expresa que un angulo inscrito 
en una circunferencia es igual a la mitad del angulo del centro que subtiende el mismo arco: 
en otras palabras, el angulo inscrito queda medido por la mitad de este arco. 
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Ademas, en el triangulo rectangulo OPB tenemos 


(longitud de PB) 2 = 1 



5 - y/5 

8 


Luego 

n 

sen - = 

A partir dc cstos valorcs pucdcn dctcrminarse los de las demas funciones circulares. 
Problemas 

Rcfiricndosc a la figura 6.14. dcmucstrcnsc cn dctallc las siguicntcs proposiciones: 

1 El triangulo AEP es isosceles. 

2 El triangulo OEP cs isdsceles. 

3 Los angulos AOP, OPE y EPA son iguales. 

4 * OPA = * OAP. 

5 * PAO = 2 * POA. 

6 Utilizando la ec. (6.18). detcrmincsc la longitud de la cuerda correspondicntc a 0 = n/5. 
< ( Que relacion hay entre este valor y cl dc f? 

6.6 Identidades fundamentales de las funciones circulares 

En las secciones precedentes hemos considerado algunas de las relaciones 
que existen entre las diferentes funciones circulares. A ocho de estas relaciones 
se les da el jiombig_de idiinudadas.fundaniaxLal^j^ las^ncTones^circuIares; ellas 
son, las tres relaciones reciprocas, ecs. ^.ll), (6.12) y (6.13); las relaciones de la 
tangente y la cotangente, ecs. (6.4) y (6.14) y las tres relaciones «pitagoricas», 
ecs. (6.15), (6.16) y (6.17). A partir de estas ocho pueden deducirse otras identidades. 

Utilizando estas relaciones, todas las funciones circulares pueden expresarse 
en funcion de una de ellas; asi, en el siguiente ejemplo se expresan en funcion 
del seno. 

Ejemplo 1. Expresense las seis funciones circulares dc 6 en funcion de sen 0. 
Solution. Evidentemente sen 0 = sen 6. De la ec. (6.15) 

cos 2 0=1— sen 2 0, 

y, por tanto, 

cos 0 = ± y/\ - sen 2 0, 



71 y/5+\ 

CO$ 5 = 4 


( 6 . 20 ) 


130 Algebra y Irigonometria 


donde el signo depende del cuadrante en que este 0. De aqui y de la ec. (6.4), 


tan 0 = ± 


sen 0 


Vl - sen 2 0 


Para expresar las tres funciones restantes utilizamos las relaciones recipro- 
cas, ecs. (6.11) a (6.13), asi: 


esc 0 

sect) 


1 


sen 0 

± 


cot 0 = ± 


v/1 - sen^ 0 

v/l - sen 2 0 
sen 0 


El ejemplo siguiente ilustra un metodo para demostrar otra identidad con 
la ayuda de las identidades fundamentales. Dese en este ejemplo la razon para 
cad a paso. 


Ejemplo 2. Transfounando el primer miembro hasta hacerlo identico al 
segundo, demuestrese que 


1 


sen U 


— sen fl = cot 0 cos 0. 


Solucidn: 

J_ 
sen 0 


1 cos 2 6 cost) „ 

- » “ sen 8 = “IS— = l^o s ^To cos 8 s 9 cos 8 ■ 


No existe. desgraciadamente. un proedimiento universal para demostrar 
identidades; sin embargo, en muchos casos es conveniente utilizar la descompo- 
sicion en factores, la adicion de fracciones y otras simplificaciones algebraicas, 
debiendose, en general, evitar la introduccion de radicales. En algunos casos 
puede convenir expresar todas las funciones en terminos de seno y coseno y 
en seguida simplificar. Una identidad queda demostrada transformando (1) el 
primer miembro hasta hacerlo identico al segundo, (2) el segundo miembro hasta 
hacerlo identico al primero y (3) ambos miembros por separado hasta darles 
una forma comun. En los ejemplos que siguen. justifiquese cada paso. 

Ejemplo 3. Transformando cada miembro por separado, demuestrese que 
tan0 sen 0 = sec 0 - cos 0 . 
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Solution: 


Ejemplo 4. 



tan 0 sen 0 
sen0 


cos 0 


sen 0 


sen 2 0 
cos 0 

sen 2 0 


sec 0 - cos 0 
-i- - cos e 

COS 0 

1 — cos 2 0 
COS0 

sen 2 0 


cos 0 cos 0 


Demuestrese la identidad: 


1 — sen 0 cos 0 


COS0 


1 + sen 0 


Solution: 


1 - sen 10 
cos 0 


(1 - sen 0)(1 + sen 0) _ 1 - sen 2 0 

cos 0( 1 + sen 0) ~ cos 0( 1 + sen 0) 


cos 2 0 


cos 0 


" C9*0O + sen 0) 1 + sen 0 

Hay tres razones diferentes que justifican que el estudiante sc ejcrcite en 
la demostracion dc identidades del tipo de las propuestas en el siguiente grupo 
de problemas. 1. Se familiarizara con las definicioncs y formulas fundamentals 
de las funciones circulares y asi recordara 6stas mas facilmente. 2. Adquirira 
mayor madurez matematica mediante el aprendizaje de nuevas tecnicas de 
manipulacidn algebraica y el repaso de las ya conocidas. 3. Conocera nuevas 
identidades que se utilizan frecuentemente en matematicas mas avanzadas y en 
las aplicaciones practicas. 


Problemas 

Utilizando las identidades fundamentales. expresese en terminos unicamente de sen0 
cada una de las expresiones siguientes: 

- 1 CSC 0 2 cos 2 0 t-'H, (-1 3 cosfl J 1 


4 sec0 






5 tan 0 


Exprcsensc en luncion unicamente de cos 8: 

8 sen 2 0 I-W ^ 


7 sec0 
10 cscO 



II tan 0 : v - ! ' 




*L J A - ^ 




6 cot 0 •+ ^ 

/U*"v« 

9 senO 
12 cot# 

± \j () 
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13 Expresense las seis funciones circulares en terminos de tan 0. 
Indication: Utilicese la identidad sec 2 0 = tan 2 0. 

14 Expresese (sen 9 tan0)/(sec0 + 1) cn funcion unicamcntc dc sen 0. 

15 Expresese (tan 0 +- cot 0)/sec 0sen 0 en funcion unicamente de cos0. 


■ i 


Demuestrense las siguientes identidades 


6 tan 9 4- cot 9 = sec 0 esc 0 


18 sen 0 cos 0 sec 0 esc 6 = 1 


v/0 


V 20 cos 6 + X an 0 sen 9 = sec 0 

j 22 taaO-cotfl 2scn : 0 _, 
tan 0 - cot 0 

1 — cos 6 _ sen 0 
send l + cos0 


26 cot 0 + tan 0 = col 0 sec 2 0 

28 (esc 0 - col 0) 2 a C0S ° 

1 + cos 0 


17 1 - 2scn 2 0 = 2cos 2 0- I 


19, - - x n + --i— = 2 sec 2 0 

- / 1 + sen 0 1 - sen 0 

21 cos 4 9 - sen 4 = cos 2 9 - sen 2 0 


3 


sen 0 1 + cos 0 . 

--- + -- =2 esc 0 

1 -f cos 6 sen 0 


25 cos 2 9 - sen 2 9 = 


1 —j:»n 2 0 

1 + tan 2 0 


1 tan 2 0 2 

27-- = esc 2 6 

tan 2 0 


29 (sec 0 - tan 6) 


2 _ 1 - sen 0 
1 + sen 0 


30 (cos0 - sen 9) z + 2sen 9 cos 0=1 31 


32 1 4- esc 0 _ 1 -f sen 9 
esc 9—1 ■ 1 - sen 9 

v, tan 0 cot 0 

33 1- + 1- f—a = 1 + tan 0 + cot 0 

I — cot 0 1 - tan 0 


cor 0 - 1 
1 + cot 2 9 


= 2 cos 2 0 - 1 


■x A 1 - tan 2 0 . , _ 

34 --—z— =1-2 sen 2 9 

i + tan 2 9 

36 sec 0 esc 9 — 2 cos 0 esc 0 = tan 0 — cot 0 


37 cos 9 - sen 9 = cot 0 - 1 
cos 0 + sen 0 ~ cot 0 4- 1 

39 

cos 4 0 - sen- 4 9 

41 1 + cot ^ 00,2 ^ 5en 0 

sen 0 - cos 0 


.. 2 sen 2 0 - 1 

35 ---— = tan 0 - cot 9 

sen 0 cos 9 


sen # 

esc Q - cot 9 


= 1 + cos 0 


sec 2 9 = sec 2 0 - sec 0 tan 0 
1 + sen 0 ~ cos 2 0 
sec 9 -t- tan 9 
cos 0 - tan 9 - sec 9 


43 sen 6 + cos 0 -f — ■ — = sec 6 + esc 0 - 

cot 9 tan 0 

sen 0 cos 0 + cos 9 sen 0 _ tan 0 + tan 0 

cos 0 cos 0 - sen 0 sen 0 ~ 1 - tan 0 tan 0 


44 
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45 1 = 1 + cosd 46 1 + cosd s _ 

(cos 0 - cot 0) 2 1 - COS 0 1 — CSC 0 1 + CSC 0 

47 (sen0- tan0) 2 + 1 __ 2sqc0 4g 1 _ cos0 = sen 0 

sec0-tan0 cos 0 l+sen0 cos 0 

49 sen 0 (1 - sen 0 cos 0 ) + cos 0 ( 1 — sen 0 cos 0) = sen 3 0 + cos 3 0 

50 sen 3 0 - cos 3 0 = sen 0 (1 + sen 0 cos 0) - cos 0(1 + sen 0 cos 0) 

6.7 Demostracion de la formula para cos (a — p) 



Veremos a continuaci6n dos nuevos tipos de relaciones entre funciones 
circulares que difieren dc las que hemos estudiado hasta ahora en que contienen 
funciones de mas de un numero. Ademas del problema de expresar una funcion 
circular de 0 mas un multiplo de n/2 como una funcion de 0 solamente (ejemplo 3, 
seed on 6.2), sc presenta a menudo la necesidad dc considcrar funciones circulares 
de dos numeros cualesquiera. Tal como veremos, estas funciones pueden expresar- 
se en terminos de funciones de cada uno de los numeros separadamente. Por 
ejemplo, sabemos que sen(7r/4 + rc/3) no puede ser igual a sen tc/ 4 + sen 7i/3, 
puesto que esta ultima expresion es igual a 1/ y/2 + >/3/2, valor que no puede 
ser tornado por una funcion seno por ser mayor que uno. Sin embargo, sen(7r/4 + 
n/ 3) puede expresarse en terminos de funciones de 7t/4 y ti/ 3, pudiendose de esta 
forma calcular facilmente su valor. Una de las formulas basicas en problemas 
de este tipo es la que corresponde a cos(a — /?), dada en el siguiente teorema. 
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Teorema 6.3. Para todo a,/Je R y 

cos (a - p) = cos a cos ft + sen a sen /?. (6.21) 

Demostracidn. Sean a y /? dos numeros reales cualesquiera, y P( a) y P(/J) 
sus puntos terminates respectivos en la circunferencia unitaria (fig. 6-15). Puesto 
que las coordenadas de P( a) son (cos a, sen a) y las de P(/J), (cos /i, sen pi la dis- 
tancia cl cntre estos dos puntos, ec. (4.9), queda dada por: 

d = y/{cos ec - cos P) 2 + (sen a - sen /i) 2 
= v/cos 2 a - 2 cos a cos P + cos 2 p -f sen 2 a - 2 sen a sen P + sen 2 p 
= v/2 - 2(cos a cos p -f sen a sen /?). 

Utilizando la expresion que da la longitud de la cuerda de la circunferencia 
unitaria cuyo arco tienc longitud |0|, ec. (6.18), obtenemos otra expresion para d. 
Puesto que d representa la longitud de la cuerda cuyo numero asociado es 
y = a — p ±(multiplo entero de 2k), tenemos 


d = y/l — 2 cos 7 
= Jl — 2 cos (a — P). 

Igualando estas dos exprcsiones y simplificando. obtenemos 

cos (a — p) = cos a cos p + sen % sen p , 

lo cuai demuestra el teorema. Es conveniente destacar que esta formula expresa 
cos (a — p) en terminos de valores funcionales de a y /? y es vdlida para valores 
cualesquiera de a y de p. Es en este respecto que reside la importancia de la formula, 
como se vera en las seccioncs siguientes de este capitulo. 


6.8 Formulas especiales de reduccion 

A esta altura de la explicacion. el lector habra observado posiblemente que 
una funcion circular de un numero real cualquiera puede expresarse como funcion 
de un numero real comprendido entre 0 y tc/ 4. Esto puede demostrarse a partir 
de ciertas formulas de reduccion que se deducen de la ec. ( 6 . 21 ) dando valores 
particulares a a o p. 

Si substituimos a por n/2 en la ec. (6.21) obtenemos 


cos ( 71/2 - P) = cos n/2 cos p + sen n/2 sen p. 
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y como cos n/2 = 0 y sen n/2 = 1, 

cos (n/2 - p) = sen p. (6.22) 

Es conveniente recalcar nuevamente que las relaciones del tipo de la ec. (6.22) 
son validas para todo numero real a o /?; el lector debera observar esto a medida 
que se efectue la deduction de las formulas. Si reemplazamos p por n/2 - P 
en la ec. (6.22). la relation 


cos [tc/2 - {n/2 — /?)] = sen {n/2 — P) 
es valida para todo p. Simplificando, tenemos 

sen {n/2 — p) = cos p. " (6.23) 

De las ecs. (6.22) y (6.23) se deduce inmediatamente que 


y 


tan {n/2 - p) = cot P , 


(6.24) 


cot {n/2 - p) = tan p. (6.25) 

Aun cuando estos resultados son validos para todos los valores son espe- 
cialmente utiles en el calculo de valores para numcros menores que n/2. 


Ejemplo ilustrativo 1. 

(a) sen 1 = cos(7c/2 — 1) = aproximadamentc cos (1,5708 - 1) = cos 0,5708. 

(b) tan rc/3 = cot tt/6 . 

Hemos observado que las funciones circulares tienen nombres que pueden 
agruparse en pares, siendo. en cada par, una funcion la cofuncion de la otra. 
Asi, el seno es la cofuncion del coseno y el coseno la cofuncion del seno, etc. 
Con esta observacion, las cuatro formulas anteriores pueden enunciarse: La 
cofuncion de un numero cualquiera es igual a la cofuncion de n/2 menos el numero. 

La relacion entre la funcion de un numero y la de su negativo es muy util 
y puede tambien deducirse de la ec. (6.21). Haciendo a = 0, 

^ 

cos (0 - p) = cos 0 cos P + sen 0 sen p . 

.A 

y como cos 0 = 1 y sen 0 = 0, 


cos ( —/?) = cos p. 


(6.26) 
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Ademas, si reemplazamos /1 por — fl cn la cc. (6.22). 


cos(n/2 + P) = sen (-/(). 

Puesto que n/2 + /?:■=/? - (— tc/2), 

sen (- /i) = cos [/i — (— n/2)] = cos /I cos (- n/2) + sen fi sen (- n/2) 

= (cos /?)(0) + (sen /()(- 1), 

o 

sen ( — /()= -sen fi. (6.27) 

De las ecs. (6.26) y (6.27) se deduce directamente que 

tan (—0) = -tan/}. (6.28) 

Ejemplo ilustrativo 2. 

(a) sen (— n/4) = — sen 7t/4. 

(b) tan( —n/3) = — tan n/3. 

(c) cos (- n/6) = cos n/6. 

Observese el significado dc las ecs. (6.26) y (6.27) en la figura 6.16. 

6.9 Formulas generales de adicion 

A continuation. deduciremos las formulas generales para el seno, coseno y 
tangente dc la suma o difercncia de dos numeros. Puesto que 

cos (a + fi) = cos [a - (-/))] 

= cos a cos(—/() + sen asen (-/?), 
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tenemos 


cos (a + fi) = cos a cos p — sen a sen p. 

Ademas. 

sen (a 4- P) = cos [ 71/2 - (a 4* /?)] 

= cos [<tt/2 - a) - P] 

= cos (n/2 — a) cos /? + sen (n/2 — a) sen /?, 

y tenemos 

sen (a + P) = sen a cos P 4- cos a sen p. 
Reemplazando p por -/i en la ec. (6.30),obtenemos de inmediato 


sen (a - p) = sen a cos p — cos a sen p. 


Las formulas para la tangente. 


y 


tan (a + P) 


tan 2 4 tan p 
1 - tan a tan p 


tan (a — p) 


tan a - tan P 
1 + tan a tan p 


resultan del hecho dc que tan 0 = sen (//cos 0. 


(6.29) 


(6.30) 


(6.31) 


(6.32) 


(6.33) 


Utilizando las ecs. (6.29) y (6.30), tenemos 


tan (a + p) 


sen (a + P) 
cos (a + P) 

sen a cos p + cos a sen P 
cos a cos P — sen a sen p 


sen a cos p + cos a sen p 
cos a cos P cos a cos /? 
cos a cos P _ sen a sen P 
cos a cos p cos a cos p 
tan a + tan p 
1 - tan a tan P 



La ec. (6.33) puede obtenerse en forma analoga, o bien, utilizando la ec. (6.28). 


Ejemplo 1. Calculese sen 77C/12 a partir de las funciones de n/3 y 7r/4. 
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Solution: 

sen ln/12 = sen (tt/ 3 -f rr/4) 

= sen 7 r /3 cos 7 t /4 + cos rc/3 sen 7 t /4 
= >/3/2 • n/ 2/2 + i • V2/2 
= V6/4 + >/2/4 = (76 + 72)/4. 

Ejemplo 2. Calculese cos 7 t/ 12 . 

Solution: 

cosn/12 = cos(n/3 — ;t/4) 

= cos 7 c /3 cos 7 t /4 + sen 7 i /3 sen rc/4 

= i-j2/2+ 73/2 • V2/2 

= 72/4 + 76/4 = (72 + 7S)/4. 

Ejemplo 3. Considerese sen .a = con P(a) en el primer cuadrante y 
cos p = ^ con P(/i) en el primer cuadrante. ^En que cuadrante se encuentra 

P(« + py> 

Solution. Puesto que P(a) y P(/?) estan ambos cn el primer cuadrante, 
P(a + IS) estara en el primero o segundo cuadrante; y como el coseno es positivo 
en el primer cuadrante y negativo en el segundo, bastara determinar cos (a + /?). 
Procediendo como en la section 6.2. obtenemos cos a = y sen P = f; luego, 

cos (a + p) = cos a cos P - sen a sen P = j - jy • 5 

Como cos (a +• p) cs negativo, P {a + p) est& en el segundo cuadrante. 

Ejemplo 4. Demuestrese quesen( 37 i /2 — 0) = -cos0. 

Solution. Haciendo a = in/2 y p = 0 en la ec. (6.31), obtenemos 

sen (3n/2 - 0)~sen 3n/2 cos 0 — cos 3n/2 sen 0 e (— 1) cos 0 - (0) sen 0 
= — cos 0 . 

Ejemplo 5. Expresese 3 sen 0 + 4 cos 0 en la forma k sen (0 + 0,) donde 
P(0,) esta en el primer cuadrante. 

Solution. Multiplicando y dividiendo la expresion por J3 2 + 4 2 = 5, 
tenemos 



5(| sen 0 + $ cos 0) = 5 (sen 0 • f -f cos 0 • $). 
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Haciendo cos0, = f, obtenemos sen 0, = f, con lo que la expresion dada se 
reduce a 


5('f sen 0 + % cos 0) = 5 sen (0 + 9 X ), 
donde sen 6 1 = f y cos 0, = f. 

Problemas 

1 Determinense los valores exactos del seno, coseno y tangente de 5 tt/ 12 haciendo a = n /4 
y p = n/6 en una de las formulas deducidas anteriormente. 

2 Determinense los valores exactos de sen n/\2 y tan7r/12, tomando n/\2 = n /3 - n/ 4. 

3 Determinense los valores exactos de cos77t/l2 y tan ln/\2 en la forma indicada en el 
ejemplo 1. 

4 Determinense los valores exactos del seno, coscno y tangente de 1 l7t/l2 haciendo 
a = 37r/4 y P = n/6. 

Es de interes hacer notar que, con los resultados de los problemas 1 a 4 y otros anterio- 
res, conocemos ya en forma exacta los valores de las funciones de cualquier multiplo 
entero de n/ 12. 

5 Si sen a = f, sen p = j$, 0 ^ a < n/2 y 0 ^ fi ^ n/ 2, determinese: 

(a) sen (a + P) (b) cos (a + P) (c) tan (a + P) 

(d) sen (a - P) (e) cos (a - P) (0 tan (a — P) 

6 Si cos a = tan p = n/2 < a ^ tt y n ^ p ^ 37i/2, determinese: 

(a) sen (a + P) (b) cos (a + P) (c) tan (a + P) 

(d) sen'(a - P) (e) cos (a - P) (0 tan (a — P) 

7 (a) iEn qu6 cuadrante esta P(a + p) en el problema 5? (b) ^En que cuadrante esta 
P(a — p) en el problema 6? 

Determinense sen (a + P) y cos (a + P) dado: 

8 tan a = sec p = y ni P(a) ni P(p) estan en el primer cuadrante. 

9 tan a = — V* sen P — ~T 5 y n * P(«) n > P(P) estan en el cuarto cuadrante. 

Expr6sese cada una de las siguientes expresiones como funcion de 0 solamente. 

10 cos (7r/4 + 6) 11 tan (0 + n/6) 

12 sec(0-7t/4) 13 cot (tt/4 + 0) 

14 sen (0 + 7i/3) 15 csc(0 — n/6) 

16 cos (n/6 — 0) 17 sen (0 — n/ 4) 
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Demuestrese quc las proposiciones siguienles son verdaderas. 

18 tan (0 4 n/4) — tan (0 - 3n;/4) = 0 

19 sen (0 - n/6) 4 cos (61 - tt/ 3) = ^3 sen 0 

20 cot(« + P) h ****** ~ 1 

cot a + cot P 

21 tan(0 4 n/4) = (1 4 tan 0)/(l - tan 0) 

22 sen (a 4 ft )/cos a cos ft = tana 4 tan /i 

► 23 sen (a 4 P) 4 sen (a - P) = 2 sen a cos Ji 

24 sen (a 4 P) - sen (a - P) = 2 cos a sen /i 

25 cos (a 4 P) 4 cos (a - P) = 2 cos a cos Ji 

26 cos (a 4 P) - cos (a - p) = - 2 sen a sen /J 

► 27 Haciendo a + /I = x a - // = y y dividiendo miembro a miembro las expresiones de 

los problemus 23 y 24. demuestrese quc 

sen x - se n y _ tan \(x — y) 
senx 4 seny - tan(£x 4 >’) 

Demuestrese que las relaciones siguientes son verdaderas: 

^28 sen (a 4 //) sen (a - P) = sen 2 a - sen 2 p 
i/29 cos (a 4 P) cos (a - p) = cos 2 a - sen 2 p 
y 30 cos (a 4 P) cos p 4 sen (a 4 P) sen p = cos a 

/31 sen (a - /?) cos p 4 cos (a - p) sen p = sen a 

^32 sen (a + /<) + cos (a - //) s (sen a + cos a)(sen // + cos If) 
f 33 2[sen (a + //) + 2) = (sen a + cos //) 2 + (cos a + sen ft) 2 

34 (sen a + cos a) 2 + (sen // + cos /I) 2 = 2(1 + sen a cos a + sen //cos //) 

Exprescse en la forma k sen (0 + 0,) donde 0, esta entre -n/2 y tr/2, cada una de las 
siguientes expresiones: 

35 5 sen 0+12 cos If 36 I5sen0 + 8cos0 

37 4 sen 0—3 cos 0 38 24 sen 0 + 7 cos 0 

39 sen 0 + cos (I 40 2 sen 6 - 5 cos 0 

6.10 Formulas generales de reduccion 

A menudo es necesario expresar las funciones circulares de un numero deter- 
minado como funciones dc un numero entre 0 y n/2. Esto es posible utilizando 
las formulas de rcduccion deducidas a partir de la ec. (6.21). Si queremos reducir 
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un numero en multiplos de n/2 podemos hacer uso del hecho de que (Problema 9, 
section 6.3) 

,V ♦ft') 4 

sen (2fc * n/2) = 0 . onrf/i+yi — ^ -»cof/•)- ^ 

y / ^ vv ' ^ y3 -r /V-' / — C^l <<« 

cos (2k- 71 / 2 ) = (-l) k Iwfivnp 

para todo entero ft e /. Puesto que 

sen (2k • tt/ 2 + j3) = sen (2k • tt/2) cos p + cos (2k • tt/2) sen /?, 

tenemos 

sen (2k • n/2 + /?) = (-1)‘ sen /(, (6.34) 

y. analogamente, 

cos (2k • 71/2 + /?) = (— l) fc cos p. (6.35) 

Estas dos rclacioncs rigcn para p aumentado o disminuido en multiplos 
pares de n/2. La funcion no cambia si bicn cl signo puede cambiar. En el caso 
de multiplos impares de n/2, la funcion cambia a la cofuncion y nuevamente 
puede haber cambio de signo. puesto que 

sen [(2k + l)7t/2 + ji] 

= sen [7r/2 + (2k ■ n/2 + P)] 

= sen n/2 cos (2k • n/2 + p) + cos n/2 sen (2k • n/2 + p) 

= COS (2k • n/2 + P). 

y. por tanto, por la ec. (6.35), 

sen [(2k + 1 )n/2 + /?] = (- 1 ) k cos p. (6.36) 


Por otra parte, 

cos [(2k + l)7r/2 + /?] 

= cos [tt/ 2 + (2fc • ti/2 + P)] 

= cos n/2 cos (2k • n/2 + P) — sen n/2 sen (2k • n/2 + P) 
= - (-1 )* sen P, 


y. por tanto. 


cos [(2k + l)n/2 + p] =(-l)‘ + , sen fi. 


(6.37) 
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El caso especial de las ecs. (6.34) y (6.35) cuando k — 2 es muy importante, 
puesto que 

sen (P + 2 n) == sen p (6.38) 

y 

cos (p + 2n) = cos p. (6.39) 


Fue esta la razon por la cual a estas funciones se les llamo funciones periddicas 
de periodo 2rt. [Recuerdensc las ecs. (6.5) y (6.6).] 

Como se vera en el capitulo 15. estas formulas son de especial importancia 
y maxima utilidad en la medicion de angulos. 

Ejemplo 1. Expresese sen 10.8909 como funcion de un numero compren- 
dido entre 0 y n/4 = 0,7854. 


Solution. Puesto que 


10,8909 = 6(1,5708) + 1,4661. 


utilizando la ec. (6.34). tenemos sen 10.8909 = -sen 1,4661; de la ec. (6.22), 
-sen 1,4661 = -cos(1.5708 - 1.4661) = -cos0,1047, 

y tenemos sen 10,8909 = -cos 0,1047. 

Ejemplo 2. Expresese cos 21,6945 como funcion de un numero compren- 
dido entre 0 y 7t/4. 

Solution. Nuevamente, 21,6945 = 13(1,5708) + 1,2741; por tanto, aplicando 
la ec. (6.37), cos21,6945 = -sen 1,2741 y, por la ec. (6.22), tenemos 

cos 21.6945 = -cos 0.2967. 

Ejemplo 3. Repitase lo anterior para cos (-8,6743). 

Solution. Puesto que 


-8,6743 = -5(1,5708) - 0,8203, 

tenemos 

cos (-8.6743) = -sen 0,8203 = -cos 0,7505. 

Una vez familiarizado con el procedimiento, el lector estara capacitado 
para escribir la respuesta directamcntc sin utilizar las ecs. (6.24) a (6.37). Tracese 
una figura, determinese el signo del valor funcional a simplificarse segun el 
cuadrante en que este se encuentre y, teniendo presente este signo. escribase 
el numero correspondiente entre 0 y n/2. En el caso del ejemplo 1. puesto que 
P( 10.8909) esta en el tcrcer cuadrante. sen 10,8909 es negativo y, como el 6 
correspondiente es 1.4661, se tiene sen 10,8909 = -sen 1,4661. 



Las funcioncs circulares 143 


Problemas 

Exprescse como funcion do un numcro real 0, 0 < 0 < n/4 = 0,7854. cada una de las 
expresiones: 


1 

sen 2,4209 

2 

cos 2,5656 

3 

sen 5,5676 

4 

cos 4.4331 

5 

tan 5,1313 

6 

cos 12,7060 

7 

sen (-10,9083) 

8 

cos (-7,5922) 

9 

tan 17,5231 

10 

sen 8 

11 

cos 2 

12 

tan 3 

13 

cos 4 

14 

lan 5 

15 

sen 6 




Utilizando la cc. (6.21) o ccs. (6.29) a (6.33) demuestrese quo cada una de las proposicio- 
nes siguientes es verdadera. Vcrifiqucnse las quo contienen senos o cosenos mediantc las 
ccuaciones (6.34) a (6.37). f 


16 

sen (71 + 0) = -sen 0 

17 

COS(7t + 0) = -COS0 

18 

sen (ti - 0) = sen 0 

19 

cos(n - 0) = —cos0 

20 

tan (37t/2 — 0) = cot 0 

21 

COS(0 - 7l) = — COS0 

22 

cos On/2 4- 0) = sen 0 

23 

sen(0 + 3 tt/ 2) = —cos 0 

24 

tan (tt + 0) = tan 0 

25 

COS (27T — 0) = cos 0 

26 

sen (271 - 0) = - sen 0 



27 

En cl problcma 24 demostramos que tan (0 + 7t) = tan 0. Esto tambicn fue demostrado 
como caso especial de la ec. (6.7) con k - 1. <',Cual cs el periodo de tan 0? 

28 

iCuales son los periodos de las funciones cotangente. secantc y cosecante? 

6.11 Identidades generates 




A lo largo de toda la explication hemos recalcado el hecho de que las identi¬ 
dades generates 


sen (a ± P) = sen a cos p ± cos a sen /!, 

(6.40) 

cos (a ± p) = cos a cos p ± sen a sen /i. 

(6.41) 

, , tan a ± tan P 

tan (a + IS) = - -=- ‘-z 

1 ± tan a tan p 

(6.42) 


han sido demostradas para lodo numero real. Ademas, a partir de identidades 
que han sido ya demostradas (section 6.6) podemos demostrar otras. varias de 
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las cuales aparecen propuestas como problemas al final de la presente seccion. 

En especial, podemos obtener las importantes identidades que se refieren a 
valores multiplos a partir de las ecs. (6.40) a (6.42) Puesto que estas son validas 
para todo a. y p, haciendo a = p obtenemos de inmediato 

sen 2a = sen (a + a) = sen a cos a 4- cos a sen a. 


o 


sen 2a = 2 sen a cos a. 

(6.43) 

Tambien, 


cos (a + a) = cos a cos a - sen a sen a. 


0 


cos 2a = cos 2 a - sen 2 a 

(644) 

= 1-2 sen 2 a (<,Por que?) 

(6.45) 

= 2 cos 2 a - 1. (<,Por que?) 

(6.46) 

Por otra parte, 


, tan a -f tan a 

tan (a + a) = -- 

1 — tan a tan a 


0 

gi | r 


J _ 

- 2 tan a 

tan 2a = -- 

1 - ran 2 a 

(6.47) 

Tambien podemos establecer identidades en funcion de 0/2; asi, 
2a = 0 6 a = 0/2 en la ec. (6.45). obtenemos 

haciendo 

cos 0 = 1 — 2 sen 2 


Despejando sen 0/2, tenemos 


Q 

2 sen 2 - = 1 — cos 0, 

(6.48) 

f 

de modo que 



(6.49) 
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donde la eleccion del signo que precede al radical depende del cuadrante en que 
este 0/2. Analogamenle. de la ec. (6.46) con a = 0/2, 


■t 0 

cos 0 = 2 cos 2 - — 1, 


y despejando cos 0/2, obtenemos 


2 cos 2 ^ = 1 + cos 0, 


(6.50) 


0 . /I + cos 0 


(6.51) 


con una consideration analoga para la eleccion del signo. 

Hay dos identidades para tan 0/2 que pueden obtenerse utilizando lasecs. (6.48) 
y (6.50). Si en la identidad 

0 sen 0/2 
t3n 2 S COS0/2’ 

amplificamos el segundo miembro por 2 sen 0/2, obtenemos 

0 = 2 sen 2 0/2 

an 2 ~ 2 sen 0/2 cos 0/2 


0 1 - cos 0 

tan - =-— 

2 sen 0 


(6.52) 


En la misma expresion. amplificando por 2 cos 0/2, tenemos 

0 2 sen 0/2 cos 0/2 0 

lan 2 g - 2 cos 2 0/2 


o 


# 0 
tan t = 


sen 0 


2 1 + cos 0 


(6.53) 


Algunos de los usos de las identidades de la presente seccion se veran mas clara- 
mente al considerar los ejemplos siguientes. 

Ejemplo 1. Calculese sen tt/ 12 y cos ti/ 12 a partir de las funciones de n/6. 
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Solution. Aplicando ec. (6.49) obtenemos 


sen 


— = sen---= I 1 ~ C0S n/6 1 1 ~ ^ /2 J 2 ~ 'R 


12 


2 6 


Ademas, de la ec. (6.51), 


cos-^ = cosi-5= l l -±- C - OS 71/6 = ll±- SW = 

12 2 6^2 \] 2 2 

Expliquese la diferencia entre este resultado y el del ejemplo 2. section 6.9. 

Ejemplo 2. Expresense sen 20, cos 20 y tan 20 en funcion de x si x = tan 0. 

Solution. Dctcrminaremos primeramente sen 0 y cos 0 en funcion de x. 
Puesto que 

sec 9 = ± Jl + tan 2 9 = ± ^/l + x 2 , 

1 


cos 0 = ± 


n/1 + x 2 


Tambien, 


Por tanto, 


sen 0 = tan 0 cos 0 = + 


sen 20 = 2 sen 0 cos 0 = 



1 +x 


Para demostrar que el signo se ha elegido correctamente en la expresion prece- 
dentc es necesario analizar todos los casos posibles, segun el cuadrante en que 
este P(0). Ademas, tenemos 

cos 20 = cos 2 0 — sen 2 0 = \- 

1 + x 2 


y 


tan 20 = 


2 tan 0 _ 2x 

1 - tan 2 0 “ 1 - x 2 


Ejemplo 3. Reduzcase sen 4 0 a una expresion que contenga solo funciones 
de 0 elevadas a la primera potencia. 

Solution. De la ec. (6.48), tenemos 


sen 2 0 = 


1 - cos 20 


2 
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Observese que en esta expresion. al duplicarse 0. el exponente de la funcion circular 
se ha reducido de 2 a 1; por tanto, 


4 n . 2 n v 2 (1 - cos 20) 2 1 - 2 cos 20 + cos 2 20 

sen 4 0 = (sen 2 0) 2 = ----- =--- 

4 4 


y substituyendo 


cos 2 20 por 


1 + cos 40 
2 



(ipor que puede hacerse esto?). obtenemos 

4 n 3 — 4 cos 20 + cos 40 
sen 4 0 =- q- 

o 

Las transformaciones de este tipo son muy utiles en calculo. 


Problemas 

1 Verifiquense las identidades para sen 20 y tan 20 cn el caso 0 = n/ 3. 

2 Utilicense las identidades del valor doble para calcular scn4rc/3, cos4;r/3 y tan 4^/3 
a partir dc las funcioncs dc 2n/3. 

3 Calculese sen 7 tc/12, cos ln/\2 y tan 77C/12 a partir de los valores de las funciones de 7*/6. 

4 Si sen0 = $ y P(0) esta en el primer cuadrante, determinese el valor exacto de: 

(a) sen 20 (b) cos 20 (c) tan 20 

(d) sen 0/2 (e) cos 0/2 (0 tan 0/2 

5 Si cos 0 = y P(0) esta en el segundo cuadrante. determinese el valor exacto de: 

(a) sen 20 (b) cos 20 (c) tan 20 

(d) sen 0/2 (e) cos 0/2 (f) tan 0/2 

6 Reduzcase sen 2 9 a una expresion que contenga solo funciones circulares de 0 elevadas 
a primera potcncia. 

7 Reduzcase cos 4 0 a una expresion que contenga solo funciones circulares de 0 elevadas 
a primera potcncia. 

8 Deduzcase la identidad (6.53) utilizando la identidad sen tu/2 = sen (w — oj/2). 
Indication: sen o>/2 = sen o) cos <o/2 6 (1 + cos o)) sen a)/2. 

9 Deduzcase la identidad (6.52) utilizando 

0 ) ( co\ 

COS — -T COS ^ 10 - — \ 


148 Algebra y trigonometria 


10 

Deduzcase la identidad 





tan ~ = ± 

/ 1 — COS CO 



2 y 

J 1 + COS CO 

11 

Deduzcase la identidad tan co/2 = cscw - 

cot CO. 


Dcmuestrcnsc las siguientcs 

idcntidades: 


12 

sen 30 = 3 sen 0 — 4 sen 3 0 

13 

cos 30 = 4 cos 3 0 - 3 cos 0 

^14 

9 9 sen 0 

sen - cos - =- 

/15 

1 - cos 20 

2 2 2 

sen 2 0 ~ tan0 

16 

/ o e\ 2 



(cos--sen-j = 1-senfl 

17 

esc 20-cot 20 = tan 0 



18 esc 20 + cot 20 = cot 0 


20 tan0/2 + cote/2 ssecg 

cot 0/2 - tan 9/2 

22 sen 30 _ cos 3 0 _ ^ 
sen 0 cos 9 ~ 

0 . 2 tan 9 

24 -- = sen 29 

1 + tan* 9 


19 tan 3 9 = 


3 tan 9 - tan 3 0 
1 — 3 tan 2 9 


sen 29 cos 20 n 

21 ---— = sec 9 

sen 9 cos 9 


23 ^ + £2Li? s 2 cot20 
cos 0 sen 0 

cot 2 0 -S 

25 -—— = cos 20 

esc 2 0 


2 0.0 2 0 

sen 7 + cos - = cos 2 - 

4 2 4 


28 2 sen 2 0 +■ cos 20 = 1 

30 sen 40 = 2 cos 0 (sen 0-2 sen 3 0) 


26 sec 0 -tan# si— 

1 + tan 0/2 


27 


29 2 cot 20 = cot 0 — tan 0 
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M 


32 

33 

34 

35 


En la fig. 6-17, A es el punto medio de un arco de longitud 0 de la circunferencia unitaria. 
con 0 < 0 < n. Utilizando esta figura y ec. (6.18). dcmuestrese que: 


0 /1 - cos 0 

Sen 2 m J—2 — 


Lu la circunferencia unitaria de la fig. 6-18. Pi es el punto medio del arco APi cuya 
longitud es 0, con 0 < 0 < n/2. Sc trata bP x paralela a OP 2 , resultando A P\BA = 
P 2 PA. (<.Por que?) 

Verifiquese que BP l = 2 cos 0/2 y P X A = 2sen 0.2. 

Indication: CP 2 = AD = P l A/2 y OC = OD = HP X / 3. 

Verifiquese de la figura que sen 0 = 2 sen 0/2 cos 9/2. 


Verifiquese de la figura que 

0 1 1 - cos 0 

*“ 2 *$ 2 

Verifiquese por la figura que 

0 1 1 + cos 0 

C0S 2 S y 2 


6.12 Transformaciones de sumas y productos 

A menudo se presenta cl problema dc transformar el producto de dos funciones 
circulares en una suma de dos funciones. y vicevcrsa; esto puede lograrse utili¬ 
zando las identidadcs (6.40) y (6.41 >. (Las identidades que siguen no son tan impor- 
tantes como las anteriores del presente capitulo.) Sumando miembro a miembro 


las dos identidades de ec. (6.40). obtenemos 

sen a cos p = J-[sen (a -f P) 4- sen (a — /?)]. (6.54) 

Restando miembro a miembro las mismas facilidades, obtenemos 

cos a sen P = i[sen (a + P) - sen (a - /?)]. (6.55) 

Analogamente, de la ec. (6.41) obtenemos. primero sumando y luego restando, 

cos a cos P = 5 [cos (a + /?) + cos (a - /?)], (6.56) 

sen a sen P = j [cos (a - P) - cos (a + /<)]. (6.57) 


Como ejemplo podemos transformar en suma cos 60 cos 30. Utilizando ec. (6.56) 
con a = 60 y p = 30, tenemos 

cos 60 cos 30 = \ (cos 90 + cos 30). 
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Las mismas cuatro idenlidades pueden tambien utilizarse para transformar 
una suma en producto, siendo estas ultimas transformaciones de gran utilidad 
cuando deben emplearse logaritmos, ya que los productos pueden calcularsc 
por logaritmos mas lacilmente que las sumas. Por conveniencia, cambiaremos 
la notation y haremos <x + (] = 9yx-/} = (o. Despejando a y /), obtenemos 
a = (0 + <o )/2 y P = (6 - co)/2 y, substituyendo estos valorcs en las identidades 
precedentes y simplificando, obtenemos 


sen 0 + sen co = 2 sen ^ + w cos --—• 

2 2 

sen 9 — sen co = 2 cos ® \ M sen -——• 

2 2 

cos 6 + cos co = 2 cos - + 01 cos ^ ^ 10 • 

cos 0 — cos w s -2 sen - ^ c - sen --— 

2 2 


(6.58) 

(6.59) 

(6.60) 
(6.61) 


Ejemplo Expr 6 sesc sen 0 + sen 30 + sen 50 + sen 10 como producto. 

Solucidn. Agrupando los dos primeros y los dos ultimos terminos y utili- 
zando ec. (6.58), obtenemos: 


sen 0 + sen 30 + sen 50 + sen 70 

- _ 0 + 39 0 - 30 , „ 50 + 70 50 - 70 

= 2 sen —-— cos —-— + 2 sen--— cos--- 


= 2 sen 20 cos (— 0 ) + 2 sen 60 cos (- 0) 

= 2 cos 0 (sen 20 + sen 60) (<,Por qu 6 ?) 
= 2 cos 0 (2 sen 40 cos 20) (<,Por que?) 
= 4 cos 0 cos 26 sen 40. 


Problemas 


Expresese cada uno de los siguientes productos como suma. 

1 sen 30 cos 50 2 4 cos ti/ 3 cos n /6 

3 cos 70 sen 50 4 6 sen 2 ti/ 3 sen te/3 

5 sen 50 cos 20 6 cos 20 cos 60 

7 cos 0 sen 0/2 8 2 sen 70 sen 20 

Expresese cada una de las siguientes sumas como producto. 

9 sen n/9 + sen 2rr/9 Iff- cos 20 - cos 0 
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11 cos ln/9 + cos 2 tc/ 9 
13 sen 8// + sen 40 
15 sen 50/3 - sen 50/6 


12 sen n/4 - sen n/5 
14 cos 40 — cos 80 
16 cos 60 +cos 70 


Demuestrense las identidades siguientes. 

sen 50 - sen 30 . ,, 

cos 50 + cos 30 ~~ 

sen 80 + sen 20 . c/ , 


-— = lan 50 

cos 80 + cos 20 

sen a — sen B _ a - p 

- - = tan —— £1 

cos a + cos li 2 


se n 0 + sen 30 + s en 50 
cos 0 + cos 30 + cos 50 


= tan 30 


cos60jf cos40 = coi ^ 
sen 60 - sen 40 


sen 30 - sen 0 
cos 2 0 - sen 2 0 


= 2 sen 0 


22 sen a - sen/f _ tanjjoc - ft) 
sen a + sen p ” tan J(a + /?) 


24 sen I ^ ^ I sen 


H-5 


cos 20 


6.13 Valores de las funciones para un numero cualquiera 

En diversas secciones del presente capitulo hemos calculado los valores de las 
funciones circulares para determinados numeros; asi, encontramos cos7t/3 = 
0,5000, que es un valor decimal exacto. entanto que sen n/3 = >/3/2 y tan n /3 = 
73 pueden aproximarse mediantc decimales con la precision que se requiera. 
Tales aproximaciones a valores exactos expresados por radicales pueden obte- 
nerse solo en ciertos casos especiales. 

Para determinar los valores de las funciones para un 0 cualquiera, podriamos 
aproximar |0| sobre el arco de la circunferencia unitaria a partir de (1,0) y en 
esta forma ubicar la posicion del punto terminal P{0). Midiendo las coordenadas 
x e y de P(0), podriamos determinar valores aproximados para las funciones 
coscno y seno. Sin embargo, en la practica este metodo presenta limitaciones 
que lo hacen inconveniente por las imprecisiones inherentes a lodo metodo que 
utiliza graficos y mediciones de magnitudes en ellos. El metodo empleado habi- 
tualmente para determinar los valores de estas funciones con una buena precision 
esta basado en conccptos de calculo y queda fuera del objetivo de este libro. 

Es posible, sin embargo, determinar mediante procedimientos elementales 
los valores exactos de las funciones para cualquier multiplo entero de te/ 60. Si 
bien este metodo no constituiria una manera eficiente para construir una tabla, 
tiene suficiente interes matematico como para justificar una breve explicacion 
de el. Obtenemos nuestros resultados combinando los valores exactos de las 
funciones para 0 = tc/6 , n/ 5, n/4, n/3 y n/2 (ya determinados) y utilizando algunas 
de las relaciones de la seccion 6.9. 

Determinaremos los valores exactos de sen 7r/60 y cos 7i/60. Aplicando el 
valor determinado para cos n/3 (seccion 6.5) a las ecs. (6.49) y (6.50). tenemos 



5 
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Ademas, por el ejemplo 2 y el problema 2, section 6.9, tenemos 


sen — = 

yfc- J2 

12 

4 

qos — — 

76 + Jl 

cos 12 - 

4 


Puesto que 7t/10 — re/12 = jt/60, tenemos, utilizando la ec. (6-31), 



de suerte que 


JL «_ v/l2 - 2715-4 75 + 6^3 - JlO- 27 IJ + 4^/5- 10 73 


(6.62) 

Analogamente, aplicando la ec. (6.21), obtenemos 

_ n/20 + 2715 + 475 + 1073 + 

60 8 

(6.63) 

A partir de estos valores exactos pueden determinarse los de las demas fun- 
ciones. Evidentemente, estos valores pueden expresarse en forma decimal con la 
aproximacion que se desee, si bien el calculo mismo resulta bastante laborioso. 

En forma analoga pueden determinarse valores de las funciones para otros 
numeros, por ejemplo, 

7i/30 = 7 e/5 - jc/ 6. 71/20 = 7t/4 - n/5, it/15 = n/6 - tt/10, 

y asi sucesivamente. 
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El proposito de esta explication era solo mostrar como podria construirse 
una tabla mediante un procedimiento puramente elemental. 

Los valores especiales que hemos considerado estan incluidos en las tablas 
de valores de las funciones trigonomctricas, las cuales pucden utilizarse tanto 
para determinar el valor aproximado de las funciones para un numero dado eomo 
para determinar el numero cuando se conoce el valor de alguna funcion para ese 
numero. La tabla I del Apendice da los valores. con aproximacion de cuatro 
decimales, de las funciones seno, coseno, tangente y cotangcnte a intervalos de 
aproximadamente 0,0029 para numeros positivos hasta Jt/2 = 1,5708. A partir 
de estos valores. dados en la columna encabezada por la palabra radian (defini- 
remos radian en el capitulo 15). pueden determinarse los valores aproximados 
de las funciones para un numero real cualquiera. 

Puesto que las funciones para un numero cualquiera son iguales a las de la 
cofuncion de n/2 menos el numero, la tabla I se ha construido de modo que los 
numeros de 0 a n/4 = 0,7854 aparecen a la izquierda de la tabla.en tanto que los 
numeros de 0,7854 a 1,5708 estan a la derecha. Ademas.las funciones circulares 
indicadas cn la parte superior corresponden a los numeros de la izquierda y las 
indicadas en la parte inferior, a los de la derecha. 

Por ejcmplo. frente a 0.4218 y en la columna bajo seno, encontramos 0,4094, 
esto es, sen 0.4218. El valor de sen 1.1926 = 0,9293 lo encontramos en la columna 
que Ueva el titulo seno en la parte infcrior.pucsto que 1.1926 aparece a la derecha. 
Mientras no estudiemos el proceso de interpolation, nos limitaremos a elegir 
el valor mas cercano dado por la tabla. 

Ejemplo 1. Determinese cos 1. 

Solution. Puesto que el valor tabulado mas cercano a 1 es 1,007, en la 
columna de la derecha. cos 1 es aproximadamente igual a 0,5398 (lease este valor 
en la columna que tiene en la parte inferior la palabra coseno). 

Ejemplo 2. Determinese cos 12. 

Solution. Aplicando el metodo indicado en la section 6.10. tenemos 
cos 12 = cos(7 • 1,5708 + 1,0044) = sen 1,0044 (ec. 6.37); por tanto, cos 12 = 0,8434. 


Ejemplo 3. Determinese el numero 9 entre 0 y n/2 tal que sen 9 = 0,6231. 

Solution. Siendo 0.622S el valor tahulado en la columna seno mas cercano 
a 0.6231, 9 = 0,6720. Por la relation sen 9 = sen (jc - 9) y la periodicidad de 
la funcion, existen otros valores posibles para 9 pero ninguno cn el intervalo 
pedido; por ejemplo, puesto que 9 = 0,6720, sabemos que 

sen (3,1416 - 0,6720) = sen 2,496 = 0,6231. 

Ademas, 

sen (6,2832 + 0,6720) = sen 6,9552 = 0,6231. 
y asi sucesivamenle. 
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Problemas 

1 Establezcase la ec. (6.63). 

2 Rcpresentese 77r/60, 27r/15 y 3 tt/ 20 mediantc combinaciones similares a las usadas 

anteriormente y que pucdan utilizarse para determinar el seno y el coscno para estos 
valores. 

3 Repilase lo anterior ahora para 11 re/60, 13re/60 y 7re/30. 

4 Si sc dispone de una maquina calculadora, determinese la aproximacion decimal para 

sen n/60 y cos n /60 utilizando las ecs. (6.62) y (6.63). Comparense estos valores con los 
dados en la tabla I. 

5 Determinese el valor de cada una de las expresiones siguientes utilizando la tabla I. 

(a) sen 0.4741 (b) cos 0.3869 (c) tan 1,15 

(d) sen 0,17 (e) cos 3 (0 tan 4 

(8) sen 30 (h) cos 60 

6 Utilizando la tabla I. determinese el numero 0 entrc 0 y re/2 = 1,5708 si: 

(a) sen 0 = 0,2979 (b) cos 0 = 0,3365 (c) tan 0 = 2,25 

(d) sen 0 = 0,745 (e) cos 0 = 0,1423 (0 cot 0=10 


6.14 Aproximaciones de los valores funcionales para numeros 
pequenos 

Utilizando las propiedades de ordenacion y nuestra definicion de la longitud 
de un arco de circunferencia (Definicion 4.11), podemos determinar el valor 
aproximado de las funciones circulares para valores positives pequenos de 0 
Recordando las delmiciones de sen 0 y tan 0 (problema 16, seccion 6.3) y res- 
tnngiendo 0 a valores positivos pequenos, los valores de sen 9. tan 0 y 9 deben 
ser aproximadamente iguales. Del problema 9, seccion 4.6, con fig. 4-10 y pro¬ 
blema 19. seccion 6.3. tenemos que. si 0 < 6 < n/2, 

sen 0 < 0 < tan 0. (6.64) 

Esta desigualdad nos permite determinar una aproximacion dc sen 0 y tan 0 
para valores pequenos de 9. Dividiendo ambos miembros de la ec. (6.64) por sen 6. 
tenemos 1 < 0/sen 0 < sec 0, y tomando reciprocos, obtenemos 

cos 0 < < 1 , (6.65)* 


Considerese la desigualdad (6.65). A medida que 9 se hace mas y m&s pequeno. tomando 
siempre valores positivos (tiende a 0). cos0 tiendc a 1. Un razonamiento similar puede utili¬ 
zarse si 0 es negativo. Luego. sen 0/0. cuando 0 tiende a 0, se encuentra siempre comprcndido 
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y puesto que cos 0 = J\ - sen 2 6 > J1 - 0 2 (/.por que?), tenemos 


0 


o 


0 y/\ — 0 2 < sen 0 < 0 

Dividiendo ahora ambos miembros de la ec. (6.64) por tan 0. tenemos 


cos0 < 


J 1 - 0 '■ 


0 


tan 0 

e 


< 1 


tan 0 


< 1 . 


( 6 . 66 ) 


(6.67) 


y tomando reciprocos, resulta 


i <~< 1 


0 < tan 0 < 


0 ' 

e 


J 1 - &■ 


Las relaciones (6.66) y (6.69) nos dan cotas para sen 0 y tan 0. 


( 6 . 68 ) 

(6.69) 


Ejemplo Determinese un valor aproximado de sen 7t/60. 

Solution. Substituyendo en (6.66) 0 por 7r/60, donde n = 3,1416, encontramos 

0.05229 < sen tt/60 < 0,05236. 


Esto es, aproximado al cuarto decimal, sen 7r/60 = 0,0523. Comparese este 
valor con el de la tabla I. 

Tambien es posible dcterminar el valor de cos 0 para valores positives peque- 
nos de 6. Puesto que cos 9 = 1 - 2 sen 2 (0/2), tenemos 

Q2 

cos 0 > 1 — 2—» 

4 

y, por tanto, 

n2 

1 > cos 0 > 1 - ~ (6.70) 


entre 1 y un numero que tiende a 1: por tanto. el cuociente debe tender a 1. Esto se escribe 

lim sen 0/0 = 1. 
o-o 

y sc lee: el limite de sen 0/0. cuando 0 tiende a cero, cs 1. Este es un resultado de suma impor¬ 
tance en matcmaticas mas avanzadas. 


156 Algebra y trigonometria 


Problemas 


1 Tomando 71 = 3,1416, dcterminese la mejor aproximacion para sen 7T/30. costi/ 30 
y tan 7r/30 dada por las desigualdades precedentes. 

2 Determinense aproximaciones para cos tt/ 60 y tan n/ 60. Comparcnsc cstos valorcs con 
los dados en la tabla I. 

3 Utilizando la ec. (6.68). dcmuestrese que 

tan 0 , 

lim—— = 1. 

0 

4 Utilizando (6.65) o (6.67). dcmuestrese que para 0 < 0 < n/2. 

n sen 0 

cos 0 - -- < 1 . 

tanfl 

5 Utilizando el rcsultado del problema 4. dcmuestrese que 

sen 0 . 

lim-- = 1. 

e^otan 0 

6 Obtenganse las siguientes colas para sen 0, utilizando las ccs. (6.65) y 6.70): 

0(1 - i 0 2 ) < sen 0 < 0. 

Esta desigualdad no contiene raiz cuadrada y representa, por tanto. ventajas cn ciertos 
casos. 


7 El perimetro P del poligono regular dc n lados inscrito en una circunfcrcncia de radio r 
es P = 2 nr sen ( n/n ) y sc ticnc 

lim P = 2nr 

"-•CO 

(el limite del perimetro dc un poligono regular de n lados cuando cl numero de lados 
crece indefinidamente es la longitud de la circunfcrcncia, 2nr). Eliminado P. cstablez- 
case entre estas dos exprcsioncs una rclacion que contenga un limite y, substituyendo 
cn seguida n/n por 0, dcmuestrese que 


.. sen0 , 
lim-— = 1. 


9-0 


Problemas de repaso 


1 Si f{n) = {n - l)/(2n - 1). entonces f(t\ + 1) es igual a 

n + 1 


<v, 

(d) li 


(b) 


2 n + 2 


(cl 


2n + 1 


(e) ninguna dc csias. 
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2 Si fix) = >/x, cntonces 


es iguai a 


/(x + /i)-/(x) 


(h * 0 ), 


«T 


(b) 


>/X+T + JX 
(c) 1 (d) ninguna de cstas. 

Si fin) = —${n 2 + 9)“ 3 , encuentrese cl valor de /(4) -/(-1). 

Si fix) = x 2 /(2x - l) l/3 , demuestrese que 


/1 


'n + 1 \ 

, 2 )~ 


Kn 4 ' 3 + 2n I/3 + n -2,3 l. 


5 Si /(x) = 6x 1/3 + 8 v^x 4 ' 3 - ^x 5 ' 3 , encuentrese cl valor de /(27) -/(8). 

6 Trace sc la grafica del conjunto Ar\BnC si 

A = {(x. y)|2x + y - 6 > 0}. 

B = {(x, y)jx - 2y + 2 < 0}. 

C= {(x.y)jv - 4 <0}. 

k 7 Tracese la grafica del conjunto A r\ B si 

A = {(x, y)|x + y — 7 < 0 y 2x + y- 6>0}. 

B = {(x, y)|x — 2y + 2 < 0 y y-4<0}. 

8 Tracese la grafica de la funcion/dada por la expresion 


::: o;!}} 


(a) Indiqucnse dominio y rccorrido dc f 

(b) iComo se compara / con 

j(x,y)|y = !# 

9 Tracese la grafica de la funcion g dada por la expresion 

paia x ^ 2 
para x = 2 

i,Es esta la grafica de una linea recta? 

10 Demuestrese que |x - < % si y solo si |l/x — 4| < 3. 



* Problemas de este tipo son de gran importancia en el estudio de algunos temas de 
aplicaciones de matematicas modernas; en especial, temas como la teoria de juegos y progra- 
macion lineal. 


11 En la figura 6.19 apareccn las graficas de dos funciones/y g. Resudvase graficamente 
para x las dos ecuaciones siguientes. 

(a) fix) = 0 ( 1 ) (b) g{x) =/( 2 ) 

12 (a) Expliquesc por que la grafica de la ecuacion [y - /(x)][y - grfx)] = 0 es la union 
dc las graficas de / y dc g. 

(b) rfomo podria dcscribirse la grafica de la ecuacion [y — fix)] 2 + \y - f/(x )] 2 = 0 
en tcrminos dc las graficas de f y dc g') 

(c) <,C 6 mo podria dcscribirse la grafica de la ecuacion [y - /(x)J + k[y - 0 (x)] = 0 en 
t 6 rminos dc las graficas dc/y de gl 

13 Dcmucstresc que (4 sen 0 cos 0 + 2 cos 20 ) 2 + (2 cos 20 - 4 sen 0cos 0) 2 = 8. 

.. (3 sen 2 3x — 3(1 - cos3x)cos3x) ... . 

14 - '-t- -i--esidenticaa 

sen 3x 


(a) 

(d) 


1 — 3 cos 3x 
sen 2 3x 
3-9 cos x 


3 sen 2 x 

1 S cm y /(1 — sen *) 2 es identica a 


(b) 3 (1 - cos 3x ) 
sen 2 3x 

<e) ninguna de estas. 


(a) 


cosx 


1 - sen 2 x 
(d) 1/cosx 

16 Si Sana = y/S, tan p = y/3 % cntonces tan (a — p) cs igual 


(b) 1 

(e) ninguna de estas. 


(c) 


3 cos 3x 
sen 2 3x 


<c) 


cosx 


1 + sen 2 x 


(a) V5 - V3 

V2 


(b) 


V5- J3 


16 


(c) 


V2 

1 + VT5 


(d> 


16 


(e) ninguna de estas. 
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17 


18 

19 

20 

21 


22 

23 


24 

25 

26 


27 

28 
29 


Si x = 3 tan Ocy = sec 2 0, expresese 

y 

(9 + x 2 ) 3 ' 2 

en terminos dc cos 6. 

Si x = u cos (tt/ 4) — u sen (n/4) e y = u sen tt/4 + v cos 7i/4, encuentrese A, B y C tales 
que 

5x 2 - 6 xy -f 5 y 2 = Au 2 + Buv + Cv 2 . 

Si /(0) = cos 71 ^ ^, encuentrese f(2n) — /(0). 

Si (r, 0) satisface las ecuaciones x = r cos 0 e y = rsen0, demuestrese que (-r, 0 + n) 
tambien satisface estas ecuaciones. 

Eliminese i de las dos ecuaciones 

x = vt cos 0 , y = vi sen 0 - 


y obtengase una relacion entre x e y (suponemos que v. </ y 0 son constantes). 

Si i/ = cos Q y v = sen 0. demuestrese que cos 2 0scn 5 0 = u 2 (l - u a )tr\ 

Si u = 4^/2sen Uyv = 4^/Jcos 0, expresese 

f n irv 
x /32 - u' 

en terminos de sen 0 , donde n/2 < 0 < n. 

Si w =* a sen 0 y v = a cost), donde fl>O,yO<0< nf 2. demuestrese que 
vvT J(ir - u 2 ) n = a"" 1 sen" 0 cos ni 1 0. 

Si u = a sen 0, v = a cos 0, a > 0. y 0 < 0 < n/2 . expresese ifvjo 2 — u 2 en terminos 
de sen 0 y cos 0. 


Expresese 


ob 


)( fl 2 + 6 2 tan 2 o)(fl SCcJ ") 


en terminos de sen 0 y cos 0. 

Demuestrese que 

sen (x + /») - sen x (cos h — l) 

— — h - = — n — 

Si f{0) = a 2 0/2 + (a 2 /2) sen 0 cos 0, encuentrese el valor de f{n/2) —/(tt/4) 
Si f(0) = 2 tan 0/2. encuentrese el valor de 


sen h 
sen x + —:—cosx. 
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30 Si f(0) = 6/(5 + 2 sen 0), encu 6 ntrese el valor de 



31 Si fid) = sen 30/3, encuentrcse el valor de 



32 Si x = 2 sec 0 e y = 2 sec 0 tan 0 y n/2 < 6 < n, demuestrese que 


y _1 

Xv /5^r4 2 

33 Si m = cos 2 2x y 1 ? = — 2 sen 2x cos 2x, expresese 

sen 2 x cos 2 x 
v/9 - cos 4 2 x 

en terminos de u y v. 

34 Demuestrese que 

3 - 2 sen 0 cos 0 _ 3 - sen 20 
1 - 4 sen 2 0 cos 2 0 cos 2 20 

35 Encuentresc d valor exacto de 

(a) (u) sen 20 (b) cos 20 (c) sen 30 

si sen 0 = 5 y 0 < 0 < n/ 2 . 

36 Encuentrcse el valor exacto de 


(a) sen 20 

si sen 0 = $y n/2 < 6 < n. 


(b) cos 20 


(c) sen 30 
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Numeros complejos y vectores 


l~n el capitulo 2 estudiamos un conjunto de propiedades algebraicas del 
sistema de los numeros reales las cuales se deducen a partir de los seis grupos de 
axiomas de un cuerpo. 

En el presente capitulo nos proponemos examinar un conjunto mayor de 
numeros, el de los numeros complejos, que incluye los numeros reales como 
subconjunto y que tambien contiene un elemento cuyo cuadrado es — 1. Este 
sistema no puede satisfacer los axiomas de orden; no obstante, demostraremos 
que los numeros complejos satisfacen todos los axiomas de un cuerpo del ca¬ 
pitulo 2. Si bien no es posible representar los numeros complejos como puntos de 
una recta, es posible hacerlo como puntos de un piano, lo cual nos conducira 
a examinar cl algebra de los pares ordenados en la seccion 3 de este capitulo. 
En la ultima seccion estudiaremos las propiedades algebraicas del conjunto 
de los vectores en el piano. 


7.1. El algebra de los numeros complejos 

Nos proponemos considcrar un sistema de numeros que contenga todos los 
elementos del conjunto R de los numeros reales y que tambien contenga un 
elemento i con la propiedad i 2 = — 1. Como este sistema debe ser cerrado res- 
pecto a la multiplicacion, el conjunto debe contener todas las expresiones de 
la forma bi con b en R. y como tambien debe ser cerrado respecto a la adicion. 
debe contener ademas todas las expresiones de la forma a + bi. con a y b en R. 

Definicion 7.1. Un numero complejo Z es una expresion de la forma 

Z = a + bi. donde a y b son numeros reales e i 2 = — 1. Designamos al conjun¬ 
to de los numeros complejos por C y escribimos C = {z = a + bi\a eR.beR. 

Dos numeros complejos a -f bi y x + yi son iguales si y solo si a = x y b = y. 

En la expresion a + bi , el numero real a se llama parte real de a + bi y el 
numero real b se llama pane imaginaria de a + bi. 

Ejemplo ilustrativo 1. El numero 1 esta en C. ya que se puede escribir 


16! 
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1 = 1+ 0/. En forma mas general, todo numcro real a puedeescribirse a = a + 0 1 , 
de modo que todo numero real es un numero complejo y podemos escribir R a C. 
El numero i esta en C puesto que podemos escribir / = 0 + If. Un numero 
complejo bi con b ^ 0 se llama numero imaginario puro. 

Ejemplo ilustrativo 2. El numero / es una solucion de la ecuacion 
z 2 = - 1 y - /es tambien una sol ucionde esta ecuacion, ya que ( —i ) 2 = ( — /)•( — /) 

= ( — 1) * i • (— 1) • i = / •/ = i 2 = —1. No existe numero real que sea solucion 

de la ecuacion z 2 = - 4 pero hay dos soluciones complejas. 2/ y -2/. En forma 
mas general, la ecuacion z 1 = a tienc dos soluciones complejas para cada numero 
real positivo a. a saber. ( x a)i y (- */a)i. 

En los capitulos 2 y 3 estudiamos expresiones polinomiales de la forma 
a + bx, y demostramos que, utilizando las lcyes de asociatividad, conmutati- 
vidad y distributividad para la adicion y la multiplication. tenemos las reglas 
siguientes: 

(a + bx) + (c + dx) = {a + c) + (b + d)x. (7.1) 

(<i + bx) • (c + dx) = a • t* + (a • d + b • c)x + b • rfx 2 . (7.2) 

Como el conjunto de los numeros complejos debe satisfacer estos mismos axiomas 
esto nos conduce a las siguientes definiciones para la adicion y la multiplicacion 
de numeros complejos. en que usamos ademas el hecho de que i 2 = - 1 . 

Definicion 7.2. La suma y el producto de dos numeros complejos se defmen 

como sigue: 


(a + bi) + (c + di ) = (a + c) + (b + d)i. (7.3) 

(a + bi) • (c + di) = (a • c - b • cl) + (a • d + b • c)i\ (7.4) 

Es claro que la suma y el producto de dos numeros complejos son tambien 
expresiones de la forma x + yi, con x e y numeros reales; esto es, el conjunto C de 
los numeros complejos es cerrado respecto de la adicion y de la multiplicacion. 
de modo que se verifican los Axiomas 1A y 1M del capitulo 2. 

Ejemplo ilustrativo 3. El numero 0 + 0 • / es la identidad para la adicion, 
ya que para todo numero complejo a + bi, tenemos (a + bi) + (0 + 0 /) = 
[a + 0) + ( b + 0)i = a + bi y, por tanto, el conjunto C satisface el Axioma 5A 
del capitulo 2. x 

Ejemplo ilustrativo 4. El numcro 1 + 0 • i es la identidad para la multi¬ 
plicacion. ya que para todo numero complejo a + bi. tenemos ( a + bi)( 1 + 0 • i) 
= (a -1 — 6 0) + (a-0 + fc* 1)/ = a + bi y. por tanto, el conjunto C satisface 
el Axioma 5M del capitulo 2. 

Dado que a = a + 0/, segun se indica en el ejemplo ilustrativo 1, puede defi- 
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nirse el producto del numero real a por el complejo z = x + yi de la manera 
siguiente: 

Definicion 7.3. El producto del numero complejo z = x 4- yi por el numero 
real a se define como 


az = a(x -I- yi) = ax 4- ayi. 

Los Axiomas de asociatividad 2A y 2M, los Axiomas de conmutatividad 3A 
y 3M y el Axioma de distributividad 4 se deducen facilmente de las dcfiniciones 
de adicion y multiplicacion de numeros complejos y de los correspondientes 
axiomas para numeros reales. Los dos ultimos axiomas, que garantizan la exis- 
tencia de inverso aditivo e inverso multiplicative, deben considerarse con mas 
cuidado. 

Teorema 7.1. Todo numero complejo tiene un inverso aditivo . esto es. para 
todo numero complejo a 4- bi, existe un numero complejo x + yi que es solucion 
de la ecuacion (a 4- bi ) + (x + yi) = 0 + 0 • /. 

Demostracion: Debemos encontrar numeros reales xcy tales que a + x = 0 
y h -f y = 0, y por tanto, tenemos x = —aey= —b; luego, el inverso aditivo 
unico de a + bi es (-a) + ( -b)i . 

El teorema anterior se puede utilizar para obtener la diferencia entre dos 
numeros complejos. Asi, si z, = 5 + 3* y z 2 = 2 + 4/, se tiene z x - z 2 = z l + 

( — z 2 ) y como -z 2 = — 2 - 4/, resulta z, — z 2 = 3 —/. 

Teorema 7.2. Todo numero complejo no nulo tiene un inverso multiplicativo; 
esto es , si a + bi # 0 + 0i\ entonces , ex/sfe u/? numero complejo x + yi que 
es solution de la ecuacion ( a 4* bi) • (x + y/) = 1 4 - 0 • i. 

Demostracion: Por la definicion de multiplicacion de numeros complejos, 
debemos encontrar numeros reales x e y tales que 

ax - by = 1. (7.5) 

bx -f ay = 0. (7.6) 

Multiplicando la primera de estas expresiones por a y la segunda por fc, 
obtenemos 


a 2 x - aby = a. (7.7) 

b 2 x + a&y = 0. (7.8) 


Sumando, obtenemos (a 2 4 - b 2 )x = a. Como a 4 - bi # 0 4 - 0 • /, el numero 
real a 2 4 - b 2 no es igual a cero, de modo que dividiendo por el obtenemos una 
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expresion para x; a saber, x = a/{a 2 4- b 2 ). Analogamente,podemosdemostrar que 
y = (-b)/(a 2 4- b 2 ). Por tanto, el inverso multiplicative del numero complejo 
diferentedecerou + ft/esta dado por x + yi = a/(a 2 + b 2 ) + ({-b)/a 2 + b 2 ))i = 
(a - bi)J{a 2 4- b 2 ). Podemos entonces escribir: 


1 __ a — bi 

a 4- hi a 2 4* h 2 ' 


(7.9) 


Ejemplo ilustrativo 5. El inverso multiplicativo de 3 4- 2/ esta dado por 

1/(3 4- 21) = (3 - 2/)/13. 

El cuociente (1 4- 40/(3 4- 20 puede expresarse como 

(1 4- 40 * (1/(3 4- 20) = (1 + 40(3 - 20/13 = (11 4- 100/13. 

Definici6n 7.4. El numero complejo conjugado de un numero complejo 
a 4- bi se define como el numero complejo a — bi , esto es , el numero complejo 
con la misma parte real y con parte imaginaria igual al negativo de la parte 
imaginaria de a 4- bi. 

Ejemplo ilustrativo 6. El conjugado de 3 4- 2/ es 3 - 2*. El conjugado 
del numero complejo 3 es el mismo 3 y el conjugado de 4/ es — 4i. 

El cuociente de dos numeros complejos puede obtenerse amplificando por el 
conjugado del complejo divisor. Asi, 

a 4- bi _ (a 4- bi)(c — di ) _ ac — adi 4- bci — bdi 2 _ ac -f bd _ be — ad 
c 4- di (c 4- di)(c - di) c 2 - edi 4- edi - d 2 i 2 c 2 4 d 2 c 2 + d 2 ' 


Ejemplo ilustrativo 7. 

3 + 4 / 6 - 12 8 4- 9. _ 6 17. 

2 - 3/ 4 4- 9 + 4 4- 9* 13 13 

El uso de la palabra «imaginario». en oposicion a «real», para designar 

numeros de la forma x 4- yU con y ^ 0, ha sido un tanto desafortunado. Si 
bien estos numeros fueron introducidos originalmente como soluciones de 
ecuaciones cuadraticas. posteriormente han sido de gran utilidad en fisica e 
ingenieria. en especial en el estudio de algunos fenomenos electricos. En este 
sentido, los numeros «imaginarios» pueden tener un significado tan «real» 
como los numeros «reales». 

En este texto usaremos los numeros complejos principalmente al estudiar 
raices de polinomios en los capifulos 8 y 10. 
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Problemas 


En los problemas 1 a 8 cfectuense las operacioncs indicadas. expresando la respuesta 
como un numero complejo de la forma x + yi. 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

} I 

10 

X 

12 

13 

15 

17 

19 


(a) (2 + 51) + (4 - i) 

(b) (2 + 5i) - (4 - 0 

(a) (2 + 50(4 - 0 

(b) (2 - 50(4 + 0 

(a, 2 + 5/ 

4 - i 

"Vf? 

(a) f 3 = i 2 • i 

(b) i* = i 2 • ( 2 

(c) i 5 

(d) l/i 


(a + bi) 2 
(a + bi)(a - bi) 

1 /(a - bi) 

(a) (1 + i) J (b) ((Jl/2) + (V2/2)i) 2 

Demuestrese que la suma de dos numeros imaginarios puros cs un numero imaginario 
puro o cero. 

Demuestrese que el conjugado del conjugado de a + bi es a + bi. 

Demuestrese que la suma de un numero complejo y su conjugado es el doble de la parte 
real del numero y que la diferencia cs el doble de la parte imaginaria del numero multi- 
plicado por i. 

Demuestrese quo un numero complejo es igual a su conjugado si y solo si el numero 
es real. 

Resuelvanse las siguientes ccuacioncs (dcspcjcsc z): 


2z/3 — 5/ = 0 

14 

(4 + i)z = 2-5 1 

1 

ro 

II 

fS 

4^ 

16 

(2z - 4i)/(z + 0=1 

z 2 = 8 

*18 

z 2 = -9 


z 2 + 5z + 6 = 0 


Indication: Descompongase en factores. 

' 20 z 2 + (3 + 2i)z + 6i = 0 U z* + z + iz + i = 0 

m/ 

ty z 2 + 5iz - 6 = 0 2&. iz 2 + 7z - 12i = 0 

24 Demuestrese que si la suma y el producto de dos numeros complejos son ambos reales, 
entonces, o bien ambos numeros son reales, o bien uno de los numeros es el conjugado 
del otro. 


Indicacidn: Si (a + bi) + (c + di) es real, entonces b + d = 0. y si (a + bi){c + di) 
es real, entonces a d + b e = 0. 


(,Por que? Usense estas dos ecuaciones para concluir que, o bien b = 0 = d. o bien 
b = —d y a = c. 
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25 Demuestrese quc para todo entcro posit ivo n, se ticne 

(a) (b) P+'-i 

(c) i 4 " + 2 = -1 (d) i 4 "* 3 = -i 

(e) i ni 4 = r 

26 Demuestrese que el conjunto de los numeros complejos C no satisfacc los Axiomas 
de orden del capitulo 4. 

Indication: Considerense los numeros complejos i y 0. 

Si se satisfacc el Axioma 01, cntonces i = 0, i > 0 6 i < 0.(1) / j= 0, ya que r = -1^0. 
(2) Si i > 0, por el Axioma 04, multiplicand© ambos miembros por i, se obtiene i 2 > 0. 
o sea, — 1 > 0, lo cual cs imposible. (3) Si i < 0, <,cual es cl rcsultado? 



7.2. La geometria de los numeros complejos 

Hemos visto que si un conjunto de numeros puede ser colocado en correspon¬ 
dence biunivoca con los puntos de una recta, entonces los axiomas de orden 
implican que no puede haber solucion para la ecuacion z 2 = - 1 en ese sistema. 
No podemos, por tanto, esperar que haya una correspondencia biunivoca entre 
los numeros complejos y los puntos de una recta. (Ver problema 26, seccion 7-1.) 
Sin embargo, existe una correspondencia entre los numeros complejos y los pa¬ 
res ordenados de numeros reales; especificamcntc, ella se obtiene haciendo co- 
rresponder el numero x 4- yi con el par ordenado de reales (x, y). Como cada 
par ordenado (x, y) da las coordenadas de un punto del piano en un sistema de 
coordenadas cartesianas (como en la seccion 2.3), obtenemos una corresponden¬ 
cia biunivoca entre los elementos del conjunto C y los puntos de un piano. Estc 
piano se denomina piano complejo y la figura en que se representan los numeros 
complejos se llama diagrama de Argand* Los numeros reales se representan en 
el eje x y los numeros imaginarios puros en el eje y. El numero 2 4- 3i se repre- 
senta por el punto (2,3) y su conjugado 2 - 3/ por el punto (2. -3). En general, 
el punto que representa el conjugado de un numero complejo z se obtiene refle- 
jando el punto que representa a z con respecto al eje x. Simbolizaremos por z 
(lease «z barra» o «conjugado de z») al conjugado de un numero complejo z. 
asi, x 4 yi = x - yi. 

El diagrama de Argand es de utilidad para ilustrar diversas propiedades de los 
iiuincios complejos; por cjcmplo, cl punto quc corresponde al numero complejo 
i(3 4-2/)= -2 -I- 3/ es (-2, 3) y este se obtiene rotando el punto (3. 2) alrededor 
del origen en un angulo recto. (Vease fig. 7-1.) En general, multiplicar un numero 
complejo / corresponde a rotar el punto que lo representa en un angulo recto en 
torno al origen. Encontraremos nuevamente este fenomeno cuando analicemos 
la forma polar de los numeros complejos en la seccion 16.3. 


* Este sistema dc representacion grafica de numeros complejos fue descubierto en forma 
independiente por Wessel (noruego), Argand (frances) y Gauss (aleman) alrededor del 
afto 1800. 
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/ - 
w=-2+3i = (-2 t 3) 


\ 2i = 

(0,2) * = 3+2i = (3,2) 

-1_J_ 

(0,1) S* 

h- 

^ 1 1 1 

I 1 
(0,0) 

— 

\~l 1-1-► 

(o, -K 


i = 3-2i = (3, -2) 


✓ 


El punto del piano que corresponde a la suma de dos niimeros complejos 
z i = x i + y i< y = *2 + h' e s el punto de coordenadas (x, + x 2 , v, + y 2 ). 
Esto motiva una definicion de adicion de pares ordenados. la cnal estudiaremos 
en la proxima sSeccion, y tambien una interpretation geometrica de la suma de 
numeros complejos como suma de vectores, la que se considerara en la section 7.4. 

EJHMPLO IL.USTRAT1VO 1. Si z, = -2 + 3/y z 2 = 5 - /. entoncesz, + z 2 = 
3 + 2/. El diagrama de Argand de la fig. 7-2 indica la position de los puntos co- 
rrespondientes a estos numeros complejos. 



*i = 


*\ +^2 = 3 + 2 t = ( 3 , 2 ) 


- 1 ) 

7-2 


La representation de un numero complejo z = x + yi como un punto (x,y) 
en el piano conduce ademas a dar una medida del tamano dc un numero complcju 
mediante la distancia del punto (x, y ) al origen. 

Definicion 7.5. El modulo o valor absoluto de un numero complejo z = x + yi 
se define como 


_ z\ = \x + yi\ = Jx 2 + y 2 _ (7.10) 

Si el numero complejo z es real, esto es, s i z = x + 0 • i, entonces la definicion 
del modulo o valor absoluto de z da |z| = Jx 2 + 0 2 = Jx T ; luego, en este caso. 
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la definition coincide con la definition dada anteriormente para el valor absoluto 
de un numero real x (Definition 4.4). 

PrOblemas 

1 Para los valores dados de los numeros complejos z, y z 2 , encuentrese z, + z 2 y repre- 
sentense los puntos z u z 2 y z, + z 2 en un diagrama de Argand. 

a) z x = 1 + 2i, z 2 = -3 - i b) z x = 1 + 2i,z 2 = 1 - 2i 

c) z x = 3 r\z 2 = -2 d) Zj = 4 i,z 2 = —3 i 

2 Para los numeros complejos z dados, encuentrense : e iz y representense los tres puntos 
en un diagrama de Argand. 

a) z = 3 + 4i b) z = i 

c) z = — 2 - 3/ d) z = — 3 

3 Encu6ntrcse el valor absoluto o modulo de cada uno de los numeros complejos del 
problema 2 . 

4 Dcmuestrese que |z| = 0 si y s61o si z = 0. 

5 Demu6strese que |z| = |z| para todo numero complejo z = x + yi. 

6 Demucstrese que |z| = \iz\ para todo numero complejo z = x + yi. 

7 Demucstrese que z • z = |z| 2 para todo numero complejo z = x + yi. 

8 Demuestrcse que el conjugado de la suma de dos numeros complejos z x = x, + y x i 
y z 2 = x 2 + y 2 i es igual a la suma de los conjugados de estos numeros; esto es, 
2i + T 2 = z x + 2 a . 

9 Demuestrcse que el conjugado del producto de dos numeros complejos es igual al pro- 
ducto de los conjugados de estos numeros; esto es, z, • z 2 = z x • z 2 . 

10 Dcmuestrese que para todo complejo z = x + yU se cum pie x <, |z| e y < |z|. 

11 Dcmuestrese que para todo complejo z = x + yi, sc cumple z + z = 2x y z - z = 2y. 

12 Demuestrese que para dos numeros complejos cualesquiera. el valor absoluto del pro¬ 
ducto es igual al producto de sus valores absolutos; esto es, \z x • z 2 | = \z x \ • |z 2 |- 

Indication: Utilizando el problema 7. tenemos \z x * z 2 | 2 = Ui zi)( z i ' 2 2 )* pero z x - z 2 = 
z x • z 2 por cl problema 9, de modo que |z, • z 2 | 2 = z x • z, • z 2 • z 2 = |zj| 2 • |z 2 | 2 . 

13 Es posible demostrar que para dos numeros complejos cualesquiera, el valor absoluto 
de su suma esmenoro igual a la suma de sus valores absolutos; esto es,|zj + z 2 | < |z,| + 
|z 2 |. Indiqucnse las razones para cada paso en la siguiente demostracion. 

| Z, + Z 2 | 2 = (2, + z 2 )(zT+T 2 ) = (z x + Z 2 )(Zj + z 2 ) 

= z l z l + Z 2 Z 1 + *1*2 + Z 2 *2- 


Ahora, z,z 2 y z 2 z, son conjugados, de modo que 

* 1*2 + * 2*1 =2 (parte real de z,z 2 ) < 2|z, • z 2 | 
= 2|z,|-|zj| = 2|z i |-|z 2 |. 
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t — ■ -<r "t- 

Por tanto, tcnemos 


l*i + *zl 2 ^ *1*1 + 2 ki|-N + *2*2 

= l*i I 2 + 2|*ij • |z 2 | + |r 2 | 2 = (|z,| + |z 2 |) 2 , 

de modo que |z, + z 2 | ^ |*i| + |z 2 |. O 

[ <>L i 7 —i - 

7.3. El algebra de pares ordenados 

En la seccion anterior interpretamos los numeros complejos como pares or¬ 
denados de numeros reales correspondientcs a puntos de un piano. La definicion 
de suma de numeros complejos y la de multiplicacion de los numeros comple¬ 
jos por numeros reales motiva definiciones para la suma de pares ordenados de 
numeros reales y el producto de un par ordenado por un escalar. 

Antes de definir cstas opcracioncs, dcbcmos dcfinir cl conccpto dc igualdad 
de pares ordenados. (Recuerdese la explication de la seccion 1.3). 

Definicion 7.6. Dos pares ordenados (Xjjj) y (x 2 , y 2 ) son iguales si y solo 
si x 1 = x 2 e y x = y 2 . __ 

Asi, (x + 2y, 2 x - y) = (4, 3) si y solo si x + 2y = 4 y 2x - y = 3, o sea. 
x = 2 e y = 1. 

Ahora podemos definir las operaciones de adicion y de multiplicacion por 
un numero real (un escalar). 

Definici6n 7.7. La suma de dos pares ordenados (xj.y,) y (x 2 , y 2 ) es d P ar 
ordenado (x l + x 2f y, + y 2 ) > y se escribe 



_ (S!,yi) 4- (x 2 , y 2 ) = (x t 4- x 2 ,y l 4- y 2 ). _ (7.11) 

Por ejemplo, (2,1) + (3,2) = (2 + 3, 1 + 2) = (5, 3). 

A partir de la definicion es evidente que P es cerrado respecto a la operacion 
de adicion; ademas, la operacion es conmutativa y asociativa, puesto que los 
numeros reales tienen estas propiedades. (Veanse los problemas 2 y 3). 

De la ec. (7.1), tenemos que 

(x, y) + (0,0) = (x, y) (7.12) 

para todo (x, y) y.por tanto, puesto que (0,0) es un par ordenado. existe un elemen- 
to identidad para la adicion el cual es precisamente (0,0). 

Definic ion 7.8. El producto de un par ordenado (x, y) por un escalar ce R es 
el par ordenado (cx, cy) y se escribe 


c(x, y) = (cx, cy). 


( 7 . 13 ) 
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Por ejemplo, 5(2, — 4) = (10, -20). 

Un caso especial importante de la ec. (7.13) es aquel en que c = -1. En 
efecto, como para todo par ordenado (x, y) el par ordenado - l(x, y) = (-x, —y) 
tiene la propiedad, por la Definition 7.7, de que 


(X.J0+ (-*,-?) = ( 0,0), 


(7.14) 


entonces existe un elemento inverso para la operation de adicion. 

Asi como en el caso de los numeros reales, donde la solucion de la ecuacion 
a + x = b se escribe b - a y se llama difercncia de b y a (recuerdesc la section 2.3), 
la solucion de la ecuacion 

(*t.yi) + (*» y) = (x 2 ,y 2 ) (7.15) 

se llama difercncia de los dos pares ordenados (x 2 , y 2 ) y (*i, y i). Como por la ecua¬ 
cion (7.15) 


x, + x = x 2 , y x 4- y = y 2 o x = x 2 - x„ y = y 2 - y l9 
la diferencia (x, y) se escribe como el par ordenado 

(x 2 - x lf y 2 - ^i) o (x 29 y 2 ) - (x l9 y x ) = (x 2 - x„ y 2 - y x ). (7.16) 
Hemos indicado que cl conjunto de pares ordenados, 

P = {(x>y)/x 9 yeR} 9 

cumple ciertas leyes algebraicas. Especificamente, 

(1) El conjunto P es cerrado respecto de la adicion. 

(2) La adicion de pares ordenados en P es conmutativa. 

(3) Se cumple la asociatividad para la adicion de pares ordenados. 

(4) Existe una identidad en P. 

(5) Existe un inverso para cada par ordenado de P. 

Todo conjunto cuyos elementos satisfacen estas cinco leyes se dice que forma 
un grupo conmutativo respecto de la adicion. 

Es posible probar ademas muchas otras propiedades. Enumeraremos cuatro 
de estas propiedades adicionales; sus demostraciones no son dificiles y se proponen 
como problemas. 

(6) Para todo par ordenado (x,y) de P y escalares cualesquiera c y d % 

(cd){x y y) = c(d(x, y)). (7.17) 
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<7) Para todo par ordenado (x, y) y escalares cualesquiera c y d. 

(c + </)(x, y) = c(x, y) + d(x, y). (7.18) 

(8) Para pares ordenados cualesquiera (x,. y,) y (x 2 , y 2 ) y para todo escalar c. 

ctUi.J'i) + ta.J'z)] = c(x„y,) + c(x 2 .y 2 ). (7.19) 


(9) Para todo par ordenado, 

_ lUj) = (x j). (7.20) 

Df.finicion 7.9. Todo conjunto cuyos element os sarisfacen estos ttueve axiomas 
se llama espacio lineal o espacio vectorial sobre los numeros reales. En la 
section siguiente se verd claramente la razon del tiombre espacio vectorial. 

Mas adclantc cncontrarcmos otros sistcmas algebiaicos que sutisfaecn eslus 
axiomas; por ejemplo, el conjunto de las matrices de n x in en la seccion 9.1. 

Ejemplo ilustrativo 1. El conjunto C de los numeros complejos satisface 
los axiomas de clausura. asociatividad y conmutatividad respecto de la adicion; 
ademas, existen una idcntidad aditiva y un invcrso aditivo para cada clemcnto 
de C, de modo que C satisface los cinco primeros axiomas de un espacio lineal 
sobre los numeros reales. Tambien tenemos una definicion de multiplicacion 
de un numerocomplejor = x + v/por un numero real c;cstocs,cz = c(x -t- yi) = 
cx 4- (cy)i; por tanto, el conjunto C satisface tambien los ultimos cuatro axiomas 
de un espacio lineal sobre los numeros rcales. (Vease problema 16.) 


Problemas 

1 Expliquese la proposicion formulada en el texto: 

«P = {(x,y)|x,y e R} es cerrado respecto de la operacion de adicion». 

2 Demuestrese que la adicion dcfinida para pares ordenados por la ec. (7.11) es conmuta- 
ilva; es decir, 

(x„y,) + (x 2 ,y 2 ) = (x 2 .y,) + (x„y,). 

3 Demuestrese que la adicidn es asociativa, o sea, 

[(x,.y,) + (x 2 ,y 2 )] + (x 3 ,y 3 ) = (x,,y,) + [(x 2 .y 2 ) + (x 3 , y 3 )]. 

4 Demuestrese que (x, y) + (0,0) = (x, y) para todo (x, y) e P. iQuc axioma de un cuerpo 
representa esta igualdad? 
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5 Demuestresc quc (x,y) + (-x, -y) = (0,0) para todo (x,y)eP. <,Que axioma de un 
cucrpo rcprcsenta esta igualdad? 

6 Expliquese por que es valida la ec. (7.17). 

7 Expliquese por que es valida la cc. (7.18). 

8 Demuestresc quc la ec. (7.19) es valida. i,C6mo podra llamarse esta propiedad? 

9 Expliquese por que es valida la ec. (7.20). 

Encuentrcse el valor del par ordenado (x.y) en cada uno de los problemas 10 a 15. 

10 (x,y) = (2,3) + (4,5) 11 (x,y) = (-2,1) + (3,-7) 

12 (x,y) = (3, - 1) - (4, -2) 13 (3,1) = (x,y) + (5, -1) 

14 2(x,y) = (6, —4) 15 5<x,y) = 3(2,1) + 2(x,y) 

16 <*.Quc axiomas de los numeros complejos justifican los siguientes cuatro axiomas para 
un espacio lineal sobre los numeros reales? 

(a) Para todo z en C y todo cy den R. ( cd)z = c{dz). 

(b) Para todo z en C y todo c y d en R. (c + d)z = cz + dz. 

(c) Para todo z, y z 2 en C y todo c cn R. c(z, + z 2 ) = cz, + cz 2 . 

(d) Para todo z en C, 1 • z = z. 


7.4. El algebra de los vectores 

La nocion dc vector en dos dimensiones* puede ser presentada de dos mane- 
ras. Sin embargo, antes de definir un vector estableceremos la notation a usar. 
En este libro usaremos «negrilla». tal como v. i o v, para identificar un vector. 
Dado que el lector puede tener dificultades para escribir cste tipo de letra, puede 
ser adecuado para el indicar los vectores colocando una pequena flecha sobre 
las lctras; por ejemplo. los vectores antes indicados pueden escribirse tam- 
bien v. Tov x . Veamos ahora las definiciones. 

Dhfinicion 7.10. Un vector v es un par ordenado de numeros reales (x.y). 
Los numeros x e y se denominate componentes de v. Supondremos que estos 
vectores {pares ordenados) cumplen las leyes enunciadas en la seccion 7.3. 
tales como las definiciones 7.6, 7.7 y 7.8. Como consecuencia de pstn estos vec¬ 
tores cumplen todas las leyes y tienen todas las propiedades que puedan demos- 
trarse para el sistema matematico abstracto definido originalmente. De este modo , 
es posible desarrollar un estudio de los vectores sin poner demasiado enfasis 
en su interpretacidn geometrica. Daremos adenuis una segunda dejinicion 


* En ires dimensiones, una definicion similar a la Definicion 7.9 incluiria un trio ordena¬ 
do (x,y,z); de hccho se podria dar una definicion generalizada para cualquier numero de 
dimensiones. 
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de vector, con represent acion geometrica; veremos que ambas definiciones 

pueden comiderorse como equivalentes; es deci r , definiendo el mismo concepto. 

Definition 7.11. Un vector v as un segmento rectilineo dirigido de longitud 

fij a - 

E1 segmento dirigido se puede marcar mediante una flecha colocada sobre 
el para indicar el sentido. Se acostumbra dar la posicion del vector de modo que 
su extremo inicial coincida con el origen y su extreme terminal con el punto (x. y). 
Vease fig. 7-3. Tal vector se llama vector ligado en posicion estandar, para dis- 
tinguirlo de un vector fibre (en que el extremo inicial puede tomar cualquier po¬ 
sition). Aqui nos referiremos casi exclusivamente a vectores ligados. 

Veamos algunas definiciones para el concepto algebraico de vector como 
par ordenado y observemos su equivalence geometrica. 

1 a. Si v = (x, y), la norma de v, indicada por |v|. se define como 

M = s / x 2 + y *. (7.21) 

1 g. La magnitud o longitud del vector geometrico correspondiente o 
segmento rectilineo entre los puntos (0.0) y (x. y ) es la distancia dada por Jx 2 + y 2 . 

2 a. El vector 0 es el par ordenado (0.0). Su norma es 0 y se le puede asignar 
cualquier direccion que sea conveniente. 




2g. El vector geometrico cero correspondiente es un punto, el origen. 

3 a. Si v = (x, y) 0. el dngulo de direccion de v designado por 0, sera 
considerado en la seccion 16.3, capitulo 16. 

3 g. El angulo que el vector geometrico forma con el eje x positivo se con- 
sidera como la indicacion del sentido del segmento rectilineo. el cual, porsupuesto. 
se puede indicar del mismo modo. 
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4 a. En las Definiciones 7.6, 7.7 y 7.8 enunciamos ciertas propiedades 
algebraicas para el conjunto de vectores 

v = {v|v = (x,y)\xeyeR}. 

4g. La suma (o resultante ) de dos vectores geometricos v, y v 2 es el vector 
geometrico v, + v 2 , el cual termina en el vertice opuesto al origen del paralelo- 
gramo que tiene dos lados coincidentes con v, y v 2 . Vease fig. 7-4. El producto 
cy de un escalar y un vector geometrico cs un vector colineal con v. Su magnitud 
cs |c| |v| y su sentido es el mismo de v, si c > 0 y el opuesto si c < 0. Vease fi- 
gura 7-5. 

Consideremos ahora algunos ejemplos. 


y 



Ejkmplo 1. Si v = (2, -3), c x = -2. v 2 = (-1,4) y c 2 = -3, expresese 
cada uno de los siguientes vectores como un par ordenado e indiquese el resultado 
graficamente: 

(a) (b) c 2 v 2 , (c) c,v, + c 2 v 2 . 

Solution: 

(a) c,v, = -2(2, -3) - (-4,6), (b) c 2 v 2 = — 3(—1,4) = (3, -12), 

(c) c,v, + c 2 y 2 = (-1. -6). 

Las graficas se indican en la fig. 7-6. 

Ejemplo 2. Si v, =(1,-1) y v 2 = (— 2. -5), encuentrese la norma de 


V, - v 2 . 
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Solution: Puesto que 

V, v 2 = (1, 1) ( 2, — 5) = (3,4), 

tenemos 



Es importante hacer notar que ia definition y la interpretacion de los vectores 
como pares ordenados son compatibles con lo que deseamos. si suponemos dado 
el conjunto P = j(x, y)\x e R ey e R\. el cual obedece las Definiciones 7.6,7,7 y 7.8. 


Problemas 


Representese graficamente cada vector en los problemas 1 a 9, indicando cada vez su 
norma. 

A v = (2,3) 2 v = (-3,4) 

3. v = (1, -^3) 4 ii = (-2, -3) 
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6 v = (— 4,4) 
8 V = (7, — 8) 


5 w = (- % /3/2,i) 

I u =(-1,4) 

V W = (-5, 12) 

Si u = ( - 2.3) y v = (4, - 1), encuentrese la norma e indiquense la direction y el sentido 
en una figura, para cada uno dc los vectores dados en los problemas 10 a 12. 

10 (a) -u (b) 2v 

II (a) -v (b) u + v 

12 (a) u - 2v (b) —2u + 3v 


Si u = (-2,3), v = (4, — 1),c = 2yd = -3,encuentrese,en la forma de un par ordenado, 
cada uno de los vectores indicados en los problemas 13 a 20. Reprcsentense los resultados 
graficamente. 


13' — cu 
15 u-v 
17 c(u + v) 

19 (c + d)( u-v) 


14 dv 
16 (c + d )u 
18 cu + d\ 

20 cd(du - cv) 


21 Por definition, dos vectores v, = (x,,) 1 ,) y v 2 = (x 2 ,y 2 ) son colineales si v 3 = cv 2 , 
o sea, (x^y,) = c(x 2t y 2 ). Demuestrese que v 3 = (Xj.yJ y v 2 = (x 2 ,y 2 ) son colineales 
si y solo si x, y 2 — x 2 y, = 0. 

22 Si v, = (xj.yjy v 2 = (x 2 , y 2 ) no son colineales. demuestrese que todo vector v 3 = (x 3 ,y 3 ) 
puede expresarse como una combinacion lineal dc v { y v 2 . 

Indicacidn: Debe demostrarse que existen escalares c, y c 2 tales que v 3 = c,v, + c 2 v 2 ; 
esto es, (x 3 , y 3 ) = c^x^yi) + c 2 (x 2 .y 2 )- Utilicense los resultados del problema 21. 


23 Una aplicacion especial y muy importantede los resultadosenunciadosen cl problema 22 
esta representada por el caso en que 

v, = (1,0) y v 2 = (0,1). 


Si escribimos i = (1,0) y j = (0,1), demuestrese que todo vector v = (x,y) puede expre¬ 
sarse como xi + yj. 

24 Siguiendo la idea dada en cl problema 23, expresese cada uno de los vectores siguientes 
como una suma de multiplos escalares de i y j. 

(a) (2,-3) (b) (-4,3) (c) (5,0) 

(d) (-2,1) (e) (0,-2) (0 (0,0) 

25 Encuentrcnse vectores unitarios con direccion y sentido igualcs a los de los vectores 
siguientes: 

(a) (2,-3) 

(d) 5(-2, -3) 


(b) (-4,3) 
(e) 3i - 4j 


(c) 2(1,-3)-3(2,3) 

(0 -i-j 
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26 Demuestrese que dos vectores v, = x,i y,j y v 2 = x 2 i + .vj son perpend icu la res 
si y solo si x,x 2 + y x y 2 = 0. 

Utilizando los resuitados del problema 26. indiquese cuales de los vectores de los pro- 
blemas 27 y 28 son perpendiculares. 

27 (a) v, =(2,3) y v 2 =(-2,*) 

(b) u, =(0.2) y u 2 = ( —3.0) 

28 (a) w, = 4i - jj y w 2 = ji - |j 

(b) z, = ( — ^/3/2)i + Jj y z 2 = ( v /3/2)i + Ji 

29 (a) Demuestrese que v, = (-4.3) y», = (3.4) son vectores perpendiculares. 

(b) Encucntrcnsc escalares c, y c 2 de modo que CiV, y c 2 v 2 sean vectores unitarios. 

(c) Si e, - c,v, y e, = c 2 v 2 se usan para expresar estos dos vectores mutuamente 
perpendiculares. exprescse v = (5. -2) como combination lineal de e, y e 2 . 

30 Sean (a. ft) y (c,d) vectores fijos. Para todo escalar Mai que 0 < r < 1. sea el vector 

v = (x.y) = (1 - r)(o,ft) + r(c, d). iQue puede decirse acerca de la ubicacion del punto 
(x, y) en relacion con las dc los puntus (ti. b) y (c, d)? 
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8.1. La funcion lineal 

Las funciones circulares. que consideramos en el capitulo anterior, no fueron 
definidas mediante expresiones algebraicas sino mediante una regia; aun mas, 
cstas funciones no pueden expresarse algebraicamente. La mas simple de las 
funciones que puede definirse mediante una expresion algebraica no trivial es 
probablemente la que queda definida por la ecuacidn y=f(x) = mx + b. 

Definici6n 8.1. La funcion f definida por la ecuacidn de primer grado 

/= {(x,y)\y = mx + fe}, 

donde m y h son constantes , recibe el nombre de funcion lineal. 

El nombre dc esta funcion provicnc del hecho de que su grafica es una jinea 
recta.* Por otra parte, toda linea recta que no sea x = k (recta paralela al eje y) 
puede representarse mediante una ecuacion de este tipo con valores determinados 
demyh. En este libro nos interesaran principalmente las propiedades algebraicas 
y los ccros de las funciones lineales, antes que sus propiedades geometricas. 

Recordemos (seccion 5.2) que cero de una funcion es todo valor de la abscisa x 
para el cual y m valor de la funcion, es igual a cero. Por tanto, podemos encontrar 
el cero de la funcion lineal haciendo y = 0 y resolviendo la ecuacion mx + b = 0. 
En general, los ceros de una funcion son las raices o soluciones de la ecuacion 
f(x) = 0. Antes de considerar la resolution de una ecuacion lineal en forma espe- 
cifica. analicemos cl problema de resolver una ecuacion cualquiera. 

Existen diversos metodos para resolver una ecuacion; en general, podemos 
emplear cualquier transformation que de una ecuacidn equivalente , esto es, 
una ecuacion que tenga las mismas raices, y solo estas raices. Algunas trans- 
formaciones, por ejemplo, elevar al cuadrado. pueden introducir nuevos factores 
y otras. por ejemplo, dividir. pueden hacer desaparecer algunos factores, de modo 
que sera siempre nccesario emplear estos procedimientos con gran precaucicSn. 

* El hecho de que >* = mx + b representa la ecuacion de una linea recta se demuestra 
en geometria analitica. Nosotros lo daremos por establecido. 
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Por otra parte, es siempre conveniente verificar toda posible solucidn, yaque. en 
ultima instancia, el criterio decisivo para que un numero sea raiz de una ecuacion 
es que satisfaga la ecuacion. Las operaciones siguicntes recibcn cl nombre de 
permisibles , puesto que ellas dan origen siempre a una ecuacion equivalente a la 
original; esto es, la nueva ecuacion tiene exactamente las mismas raices. 

(1) Un mismo numero o expresion algebraica puede sumarse a o restarse de 
ambos miembros de una ecuacion. 

(2) Los dos miembros de una ecuacion pueden multiplicarse o dividirse 
por un mismo numero diferente de cero. 

Ejemplo ilustrativo 1. Si en la ecuacion 4x — 5 = x + 7* sumamos 5 y 
restamos x en ambos miembros, tenemos 3x = 12; en seguida, dividiendo por 
3 obtencmos x = 4. 

Debe quedar claramente entendido que toda operacion permisible es reversible 
(puede invertirse). 

Ademas de las operaciones permisibles mencionadas, a veces se utilizan 
otras. como elevar al cuadrado ambos miembros; esta operacion, sin embargo, 
no es reversible. Si bien al elevar al cuadrado no se pierden raices de la ecuacion 
original, cs posible que existan ciertos valores que son raices de la nueva ecuacion 
pero no de la original, por lo que sera siempre necesario en este caso examinar 
las raices de la nueva ecuacion para determinar si son raices de la ecuacion 
primitiva. 

Ejemplo ilustrativo 2. Si en la ecuacion x — 1 = 3, que tiene la raiz 
x = 4. elevamos al cuadrado ambos miembros, obtenemos (x — l) 2 = 9. una 
de cuyas raices es - 2, que, sin embargo, no satisface la ecuacion original.* 

Ejemplo ilustrativo 3. Resolviendo la ecuacion sen 2 9 — | sen 0=0 para 
valores de 0 entre 0 y n/2. encontramos sen 0 = 0 6 £ y 0 = 0 6 n/6. Si hubieramos 
dividido prcviamente por sen 0. tendriamos solamente el valor sen 0 = 4 y 
habriamos «perdido/> el valor sen 0 = O.f 

Pasemos ahora a considerar la resolucion de ecuaciones lineales. 

Ejemplo 1. Resuelvase la ecuacion 


2x + 5 Sx 



para todos los valores posibles de x. 


* Toda ecuacion en la cual, mediante una cicrta operacion matematica, se ha introducido 
una raiz adicional se llama a veces ecuacion redundante. 

t Toda ecuacion que, a causa de una cierta operacion matematica, tiene menos raices 
que la original se llama a veces ecuacion defecriva. 
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Solution: Primeramente, eliminamos fracciones multiplicando por el MCD, 
2(x - 1), 


(2.x + 5)(.v - 1) - (5.x)(2) = (x)(2)(x - lj, 

0 2.x 2 + 3x - 5 - 10.x = 2x 2 - 2x. 

Reducicndo terminos semejantes, tcnemos 

— 7x — 5 = — 2x. 

Sumando 2x + 5 a ambos miembros, tenemos — 5x = 5, y dividiendo por —5, 
obtcnemos x = —1. Este resultado dcbe verificarse substituyendo x = —1 en 
la ecuacion original. 

Ejhmplo 2. Rcsuelvase la ecuacion 2cos 0 + 3 = 2 para todos los valores 
dc 0 cntrc 0 y 27c. 

Solution: Si bien esta ecuacion no cs algcbraica y, por tanto, no cs lineal, 
es lineal en cos 0 y puede resolverse respecto a esta funcion como si fuera lineal; 
en seguida pueden determinarse los valores de 0. El problema 6 de la seccion 6.13 
es un ejcmplo scncillo dc este tipo. 

2 cos 0 + 3 = 2 
2 cos 0 = - 1 
cos 0 = — £. 

Por tanto, 0 = 27C/3 6 4 tt/ 3, puesto que P(0) dcbe estar en el segundo o tercer 
cuadrantc, por ser negativa su abscisa x. 

Ejemplo 3. Rcsuelvase respecto a r la ecuacion 


s = 


a - rl 
1 - r 


Solution: Una ecuacion como la propuesta, en la cual algunas o todas las 
cantidades conocidas son letras,sellama ecuacion literal. Cada paso de la solucion 
debe justificarse. 


5 = 


a — rl 
1 - r 


s( 1 - r) = a — ri 



s - rs = a - rl, 
rl — rs = a — s, 
r{l - s) = a - s. 
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Cl - S 

r = --si 

/ - 5 


S * /. 


Problemas 

Dcterminense los ceros de las funciones / definidas mediante las expresiones siguientes 
para f(x). 

1 2a: + 4 2 — 5x + 10 3 10 - 12x 

4 6x - 9 5 8x + 24 6 5x - 17 


Resuelvanse las siguientes ccuacioncs 

lineales 

y verifiquense los resultados. 

4x - 2 = 6x + 12 

8 

3x + 7 = 

5x - 13 

5 + 2(3 - x) = 4 + 2(x - 2) + 5x 

10 

x 2 — lx + 10 = x 2 + 5x — 6 

3x + 5 4 - x x - 2 

12 

3x — 6 

2x - 5 x - 4 

12 6 3 

5 

10 2 

3x + 2 6 

14 

2 

5 o 

x- 1 5 

6x — 7 

3x — 4 


Utilizando la tabla 1 cuando sea nccesario. dcterminense los valores de 0 entre 0 y 2n 


que satisfacen las ecuaciones siguientes: 



15 

2 sen 0 — ^3 = 0 

16 

cos 0 — 2 , cos 0 + 9 

3 3 

17 

*— •— 

1 + 

P P 

3 3 

CD 

II 

NJ 

18 

sen 30 = 2 - 3 sen 30 

19 

4 cos (20 + n/6) 4 + cos (20 + n/6) 

20 

1 2 

5 10 

2 tan (0 + n) tan (0 + n) 


Rcsuelvansc las ccuacioncs siguientes con rcspccto a las lctras que en cada caso sc indican. 


21 

ax 

— bx = c, para x 

22 

ay + by = c + dy , 

para y 

23 

A = 

= para b 

24 

/I = Mi + bjh. 

para b, 

25 

/ = 

a + (n - l)d, para d 

26 

/ = a + (n - IK 

para n 

27 

S = 

= para 1 

28 

S = “—para 

a 
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29 

S = "-(a + /), 

para l 

30 

s = I>„r + P ar a fo 

31 

y _a + y 
tan 0j tan0 2 

para y 

32 

tan0.(—- + fl)=x, para 

\tan 0 2 / 


En los problemas 33 a 40 bosquejese la grafica de la funcion lineal f:x—*y si/(x) esta 


dado por las expresiones siguientes: 



33 f(x) = 2x - 7 

34 

fix) = (x/3) + 5 

35 /(x) = -4x + 8 

36 

/(x) = 6 — (x/ 2) 

37 /(x) = 4 

38 

fix) = 3x + 6 

39 /(x) = 20x - 30 

40 

fix) = — (x/50) + (1/100) 


En los siguientes problemas, lease el enunciado cuidadosamente , representese una de las 
magnitudes desconocidas por x y expreseose todas las otras en terminos de x. Determinense 
dos expresioncs que scan igualcs, formese la ccuacion y rcsuclvasc csla. Compi uebense lodus 
los resultados. 

41 La edad de un hombre es 42 afios y la de su hijo, 12. <,Dentro de cuantos aftos la edad del 
padre sera el doble de la del hijo? 

42 La cifra de las decenas de un numero es 3 unidades menos que la de las unidades. Si cl 
numero se divide por la suma de sus cifras, el cuocicntc es 4 y cl rcsiduo 2. ^Cual es el 
numero? 

Indicacidn: Si x es la cifra de las unidades. x - 3 sera la de las decenas y el numero 
puede escribirse 10(x — 3) + x. 

43 Un hombre deja \ de sus bienes a su esposa, £ a su hija y el resto. $15.000. a su hijo. 
<,Cual cs cl total dc los bicncs? 

44 A comienza a andar por un camino a 5 kilometros/hora; dos horas despucs B parte 
en la misma direccidn a 5.5 kilometros/hora. ( ,A que distancia del punto de partida 
alcanzara B a A'\ 

Indicacidn: velocidad x tiempo = distancia. 

45 A demora 3 horas en hacer cierto trabajo, en tanto que B demora 4 horas. ^Cuanto 
demoraran ambos trabajando juntos? 

Indicacidn: Si x = numero de horas que demoran en hacer el trabajo juntos, 1 Jx 
sera la cantidad de trabajo hecha por ambos en 1 hora. 

46 La suma de dos enteros es 88. Si el mayor se divide por el menor el cuociente es 5 y 
el residuo 10. i,Cuales son los numeros? 


8.2. Progresiones aritmeticas 

Considcremos la funcion lineal definida por la ecuacion f(x) = 2.x — 1. 
siendo el dominio de la funcion el conjunto de los enteros positivos. En este caso. 
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la funcion toma los valores 1.3,5— 2n — 1.... Analogamente, si el dominio 
de la funcion definida por y = 2 X es el conjunto de los enteros positivos. los valo¬ 
res funcionales correspondientes son 2,4,8,..., 2".... Los dos conjuntos de valores 
funcionales indicados son tjjemplos de sueesiones. En general, una sucesion 
es el recorrido de una funcion cuyo dominio es todo o parte del conjunto de los 
enteros positivos. El valor funcional del entero 1 es el primer termino de la 
sucesion; el de 2 es el segundo termino; el de 3. el tercero; etc. En esta forma 
quedan determinados en forma especifica el primer, segundo. tecer. etc., valor 
de la sucesion. Si el dominio es todo el conjunto de los enteros positivos la su¬ 
cesion es infinitely en tanto que si el dominio consta solo de los n primeros enteros 
positivos, la sucesion es finita. En esta section estudiaremos un tipo bien es- 
pecifico de sucesibn. 

Definici6n 8.2. ling progr esion aritmeticq.v'.s una sucesion en la cual cada 
termino despues del primero se obtiene sumando al termino precedente el mis - 
mo numern fijn. Ilnmndn difereneia conn’m. 


Definici6n alterna 8.2. Una progresion aritmetica es una sucesion definida 

pur una funcion lineal. (Vease problems 33.) 

Ejemplo ilustrativo 1. La sucesion finita 2,5,8,11,14 es una progre¬ 
sion aritmetica de difereneia comun 3. La funcion que define esta sucesion 
es/: x—>3x — 1 y su dominio es {1,2, 3.4, 5}. 

Ejemplo ilustrativo 2. La sucesion infinita 7,2. -3, -8. -13,... es una 
progresion aritmetica de difereneia comun —5; fix) = 12 - 5x. 

Utilicemos la siguiente notation general para las progresiones aritmeticas: 

fj, el primer termino, 
d, la difereneia comun, 
n, el numero de terminos, 
t n , el ultimo o n-esimo termino. 

Asi, en el ejemplo ilustrativo 1, r, = 2, d = 3, n = 5 y t„ = 3w - 1. en tanto que 
en el ejemplo ilustrativo 2, =7 >d = - 5yt„ = 12 - 5 n. Notese que el H-esimo 
termino representa en realidad la funcion que define a la sucesion. 

En general, los primeros n terminos de una progresion aritmetica pueden 
representarse por 


1 1 . /j + d* 1 1 -f 2d, 1 1 + 3d,...,ti -f (/i — 1 )d. 

El ultimo valor da ademas la expresion del /i-esimo termino en funcion de f,, n y d. 


(8.2) 


f* = ' i + (w - 1 )d. 
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EjemplO 1. Determinese cl 25" termino de la progresion aritmetica 2. 5. 

8.11.... 

Solution: En esta progresion. puesto que f, = 2 y d = 3. tenemos 

l^c21 ?t t f 25 = «. +(n- 1M = 2 + (24)3 = 74. 

Ejhmplo 2. Si cl 6 - termino de una progresion aritmetica es 27 y el 12- es 48, 
determinese el primer termino. 

Solution: Tenemos las dos relaciones . 

r-, - % 

t b = 27 = r, + 5cl y t l2 = 48 = t, + 1 Id. 

Restando miembro a miembro la primera ecuacion dc la segunda, obtenemos 
21 = 6 d, o 

d = l 

Substituyendo este valor en la primera ecuacion. tenemos 

27 = r, + 5(1), 


y asi encontramos 


r. = 9i. 


Ejemim.o 3. Determinese la progresion aritmetica de 6 terminos si el pri- 
mero es § y el ultimo. 7-J. .> 

Solution: Aplicando la ec. (8.2). tenemos 

<* - ¥ - i + H ;J 

b 


Jar 


' '3 

y resolviendo. 



Por tan to. la progresion pedida es 

i 2. 6. * 

A menudo, interesa calcular la suma de los terminos de una progresion arit¬ 
metica finita. Haciendo 


S n = i, + (i, + d) + (r, + 2d) + - + [f, + (n - l)d] 


(8.3) 



Fund ones lineales y cuadrskticas 185 


y escribicndo esta expresion en ortlen inverso, tcncmos 

S„ = [r, + (n - 1)0 + [i, + (H - 2)0 + - + (r, + d) + t,. 

Sumando miembro a miembro las dos igualdades y agrupando los terminos 
correspondientes, obtenemos 

2S n = [2r, + (n - 1M] + [2t, + (" - 1)0 + 

[2f, + (n - l)d] + - + [2f, + (n - 1)0- 

jwt 1 ■ « y 

Puesto que en el segundo miembro hay n terminos. 2r j + (n - 1W. la expresion 
»e reduce a 

2S„ = n[2r, + (n - 1)0- 
o 


_ n[2t, -4- (n - 1)Q (8.4)* 


Rccordando que 



l„ = 11 + (« - 1 )d. 


(8.4) puede tambien escribirse 



»(<■ + U 
2 


(8.5) 


Ejemplo 4. Determinese la suma de los 30 primeros terminos de la pro- 
gresion aritmetica - 15. -13,-11, ... 


Solution: Puesto que f, = —15, d = 2 y n = 30, tenemos 

30f2(- 15) + (30 - 1)2] _ M -3 0 + 58) _ d9n 
- 2 - 2 

Ejemplo 5. La suma de los 15 primeros terminos de una progresion arit¬ 
metica es 270. Determinese el primer termino y la diferencia comun si el 15 : ter- 
mino es 39. 


* Esta relacion puede tambien demostrarsc por induccion completa o matematica. 
(Vease problema 17. seccion 13.1.) 
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Solution: Aplicando (8.5), obtenemos 

270 = Ifoi + 39) 

2 

y despejando r, 

15f, + 585 = 540. 15f, = -45, h = -3. 

Pucsto q Ue <ls = r, + (« - J )d, 


39= -3 + 14 d, o d= 3. 

Pkoblemas 

Escnbanse los ires terminos siguienics en cada ., n9 a, i 
siguen y delerminense r„ y S.. L as P ro 8 res| ones ariimeticas qut 

1 1.4, 7,... (9 t&minos) ^ 

, ln / -2,25,23.... (30 tdrminos) ^ 

3 10.7,4,... (J5 lerminos) ' */- « , , / 

07 -i- ij...(8 termi nos) ' 

ariimctica, Delerminense en ca'da^aso'losdemem^ rf i^) de la progresi6n 


5 li = 2, d = 4, n = 12 
2/ r > = “2. n = 14. S = 20 


_ 4/ f i = 3, n = 4. I. = 12 

J/ f, = -2, n = 14, S. = 20 »/,, _ , 

^ d -*.»■- 14, S„ * 30 10 . . " ’ M 

/ 2 Detennin cse k de modo quo 8* + 4, bk - 2 v 2k - 7 form, 

,13 ; Cudies con |„ 0 y 7 foi ™-n una progres.on aritm£tica 

^ pnmcr “ ““ „ ei * „ minc 

Determines; ei 25' termma ^ prosrcslon antmiStica son 3 y 173, rcspeclivamenle. 
>5 »--- U s„m. * ,„s enteros pares «*, 12 , 8M , ^ 

^ “ Lo ~ d '“ ,er °' *— — ” » «* «— 

r"r er * * una pro « r ' s ™ 

aritmcticos enire -l y 14. os dos ,ermi nos. Intercalense 4 medios 

18 Intercalense 5 medics ari.me.icos en.re 14 y 86. 

17 Intercalense 3 medios aritmeticos entre -18 y 4. 

“ 20 SSS. Jg? ““ » » * **« nfmero * , lm . artm} , ka 
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21 Determinese la media aritmStica de (a) 7 y —15, (b) f y 

► 22 Una progresidn armdnica es una sucesion de numeros cuyos reciprocos estan en progre¬ 
sion aritmetica. Intcrcalense dos medios armonicos cnire 4 y 8. 

23 Para una sucesion cualquiera de terminos que forman una progresion aritmetica. de- 
muestrese que los productos obtcnidos muhiplicando cada tdrmino por una constante 
forman tambien una progresion aritmetica. 


24 


& 


Si a 2 y b 2 y c 2 forman una progresion aritmetica dcmucstrese que a + b % c + a y b + c 
forman una progresion armonica. 

^Cudntos numeros entre 10 y 200 son divisibles exactamcnte por 7? Determinesc su 
suma. 

t,Cu&ntos numeros entre 28 y 400 son divisiblcs cxactamente por 11? Determinese su 
suma. 

Si un reloj da el numero correspondiente dc campanadas a cada hora, <,cuantas cam- 
panadas dara en una semana? 


28 Un hombre toma un empleo con un sueldo de $9,600 al ano cn el cntcndido dc que 
recibira un aumento de $650 cada seis meses. ,.Cual sera su sueldo despues de haber 
irabajado 15 afios? <,Cuanto habra ganado en todo ese tiempo? 

0 La fuerza de gravedad hacc caer un cuerpo 4.9 metros durante el primer segundo; 
14.7 durante el segundo; 24,5 el tcrcero, etc. ^Cuanto caera el cuerpo cn 10 segundos? 

?0) Un hombre compro una casa a comienzos de 1945 cn $10,000. Si aumenta de valor 

' 5500 por ano, icuanto costara al final de 1959? 

& 

31 Un cquipo costo a Ona fabrica $29,000. Si la dcpreciacion es de 15% el primer ano: 
13,5% el segundo ano; 12% el tcrcero y asi sucesivamentc, (.cutkl sera el valor del equipo 
al cabo de 10 afios si todos los porcentajes se calculan a base del costo inicial? 

32 Una pieza de antiguedad que originalmente valla $1,600 es valuada cn *5.660 despues 
de 80 afios. Determinese su valor al final de cada decada (periodo de 10 aiios) si el aumen¬ 
to de valor en cada decada es $125 mis que el aumento en la decada anterior. 


33 Aplicando la ec. (8.2), demuestrese que las dos deftniciones de progresion aritmetica 
son equivalentes. 


8.3. La funcian cuadratica 

El segundo tipo de funcion algebraica que generalmente se presenta es el 
que esta definido por una ecuacion de segundo grado. 

Definici6n 8.3. La funcion f definida por la expresion de segundo grado 

/= {(-x. y)\y = ax 2 + bx + c}, (8.6) 


se llama funcion cuadratica. 
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La grafica dc una funcion de este tipo fue considerada brevemente en el 
ejemplo 2, seccion 5.2. Veamos otro ejemplo a continuacion. 

Ejemplo. Tracese la grafica de la funcion cuadratica 

q : x—> - 2x 2 + 12x - 14. 

Solution: La grafica (fig. 8-1) se puede trazar tabulando un numero sufi- 
cientede puntoscuyascoordenadassatisfagan laecuacion y = -lx 1 + 12x — 14. 


X 

0 

l 

2 

3 

4 

5 

6 

y 

-14 

-4 

2 

4 

2 

-4 

-14 


Comparando esta curva con la de la fig. 5-5, vemos que ambas tienen la 
misma forma general. La grafica de una funcion cuadratica es siempre de esta 
forma y se llama parabola. Cuando el coeficiente de x 2 es positivo, la curva es 
concava hacia arriba (se abre hacia arriba) y cuando cl coeficiente de x 2 es ncga- 
tivo, es concava hacia abajo. (Esta proposicion no la demostraremos.) Como 
comprobacion, comparense los dos ejemplos. 



La grafica de la funcion cuadratica general puede bosquejarse mediante 
el procedimiento mas directo de expresar la funcion cuadratica en terminos 
del cuadrado de una funcion lineal. Consideremos 


y = ax 2 + bx + c. 


(8.7) 
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Sacando factor comun a y agrupando los terminos en x 2 y x, tenemos 




Recordando la ec. (3.13). debemos sumar (b/2a) 2 a x 2 + ( b/a)x para completar 
un cuadrado pcrfecto; lucgo, sumando y restando (b/2a) 2 dentro de los parentesis 
angulares. 



y simplificando. tenemos 




( 8 . 8 ) 


Puesto que (x + b/2a) 2 > 0, la expresion entre parentesis angulares toma 
su valor minimo cuando x = —b/2a. Si a > 0, tambien la funcion toma su 
valor minimo cuando x = —b/2a\ este valor de la funcion, (4 ac — b 2 )/4a se 
llama su minimo. Si a < 0, la funcion toma su valor maximo cuando x = -b/2a; 
este valor se llama su maximo y es tambien igual a (4ac - b 2 )/4a. En amtbos 
casos, el punto 


-ft 4 ac - ft 2 l 
2a' 4 a 

se llama vertice de la parabola. Una vez ubicados este punto y uno o dos puntos 
adicionales, puede bosquejarse la grafica. Generalmcntc, cs mas sencillo completar 
el cuadrado en cada caso que utilizar las formulas empleadas en esta explicacion. 

Ejf.mplo 2. Detcrminese el vdrtice de la parabola reprcscntada por la 
ecuacion 


y = x 2 - x — 6 . 

Comparese con cl ejcmplo 2. scccion 5.2. 

Solucion: Agrupando los dos primeros terminos del segundo miembro y 
completando el cuadrado, obtenemos 

y = (x 2 — x) — 6 = (x 2 — x + i) — 6 — 5 = (x — i ) 2 - 2 i- 

El vertice es (y, —■*£■). Puesto que a = 1, que es positivo, el valor minimo de la 
funcion es y ocurre para x = i La grafica de esta funcion aparece en la 

figura 5-5. 
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Problemas 

Para cada una de las funciones/, en quc f(x) esta dado por las expresiones siguientes. 
determinese el maximo o minimo y tracese la grafica. 

1 x 2 + 6x+5 2 x 2 + x — 6 

3 2x 2 + 5x- 12 4 —lx 1 + llx — 15 

5 6x 2 - \lx + 5 6 —lx 1 + 5x + 8 

7 x 2 + 6x + 11 8 — 3x 2 + 5x — 4 

9 Determinensc dos numeros cuya suma sea 16 y cuyo producio sea maximo. 

Indication: Sea x uno de los numeros y 16 — x cl otro; el producto y puede expresarse 
en funcion de x, a saber. 

y = x( 16 — x) = 16x — x 2 . 

L0 Dividasc* 40 en dos partes de modo quo la sumu de los cuadrados dc cstas partes sea un 
minimo. 

11 Un hombre quc dispone de 160 metros de cerco desea cercar una superficie de forma 
rectangular. <’.Que dimensioncs debe tener esta superficie para que su area sea un maximo? 

12 Un hombre que dispone de 160 metros de cerco desea cercar una superficie de forma rec¬ 
tangular. Si uno de los lados no necesita cerco. ^cuales deben ser las dimensioncs para 
quc el area sea maxima? 


8.4. Resolution de la ecuacion cuadratica 

Estamos ahora en situacion dc determinar las raices de una ecuacion cuadra¬ 
tica cualquiera. Recordando la definicion de ceros de una funcion (section 5.2), 
nos interesa determinar las abscisas de los puntos donde la grafica de y = ax 2 + 
bx 4- c cruza o toca el eje x. Esto puede hacerse graficamente trazando la curva; 
por ejemplo, segun la fig. 5-5 las raices de x 2 — x — 6 son - 2 y 3; asimismo, 
de la fig. 8-1 obtenemos que las raices de — 2x 2 + 12x — 14 son aproximada- 
mente 1,3 y 4.7. Estos valores pueden comprobarse, por supuesto, substituyen- 
dolos en la funcion original igualada a cero. 

Existen metodos mas precisos para determinar los ceros de la funcion 
/: x > ax 2 l bx + c. En la determination dc los ceros dc esta funcion o, 
equivalentemente, en la resolution de la ecuacion 


ax 2 + bx + c = 0 (a * 0), (8.9) 

es posible que podamos descomponer en factores el primer miembro. Este metodo, 
llamado metodo de la descomposicion en factores, esta basado en el hecho de que 
cada factor puede ser cero si el producto es cero (Teorema 2.5). 

Ejemplo 1. Resuelvase la ecuacion x 2 - 7x -f 10 = 0 mediante la descom¬ 


posicion en factores. 
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Solution: Puesto que x 2 — lx 4- 10 = (x - 5)(x - 2), [vease ec. (3.14)], 
la ecuacion puede escribirse 


(X - 5)(x - 2) = 0. 

Queremos encontrar un valor quc. al substituirlo cn lugar dc x on cl primer miem- 
bro, el producto sea cero. Podemos encontrar estos valores resolviendo 

x - 5 = 0 y x — 2 = 0. 

De aqui encontramos x = 5 6 x = 2, siendo ambos valores raices de la ecuacion 
original. Todos los resultados deben comprobarse. 

Ejemplo 2. Resuelvase la ecuacion 2 sen 2 0 + sen 0—1=0 para todos 
los valores posibles de 0 entre 0 y 2n. 

Solution: Al igual que la del ejemplo 2. seccidn 8.1, esta ecuacion no es 
algebraica pero puede ser considerada como ecuacion cuadratica en sen 0. 
Descomponiendo en factores el primer miembro, obtenemos 

2 sen 2 0 -f sen 0 — 1 = (2 sen 0 - 1 )(sen 0 + 1). 

En esta forma, tenemos las dos ecuaciones 

2 sen 0 — 1 = 0 y sen 0+1=0 
y, despejando en ellas sen 0, tenemos 

sen 0 = \ 6 — 1. 

Puesto que sen 0 es positivo en el primero y segundo cuadrantes, hay dos valores 
de 0 entre 0 y 2n para los cuales sen 0 = 4; luego 

0 = tc/6, Sn/6 6 3n/2. 


Problemas 

A partir de las graficas de las funciones enumeradas en los problemas 1 a 8. seccion 8.3. 
indiquense las raices de las ecuaciones correspondientes. Compruebense estas raices subs- 
tituyendolas en las ecuaciones originales. 

Resuclvansc los problemas 9 a 26 mediante la dcscomposicion en factores y compruebense 
por substitution. En las ecuaciones que contienen funciones circulares, indiquense todas 
las raices entre 0 y 2n. 

9 9x 2 - 16 = 0 


10 2x 2 - 5* - 12 = 0 
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11 

4 sen 2 0 = 1 

12 

4 cos 2 0 = 3 

13 

6x 2 - 5x = 50 

14 

2x 2 — 2 - x — 4x 

15 

1 - cos 2 0 = cos 2 0 

16 

tan 0 (2 sen 0 - JT) = 0 

17 

3x 2 — x = 10 

18 

4x 2 - 12x + 9 = 0 

19 

2 cot 6 cos 6 — cot 0 = 0 

20 

2 tan 2 0 4- tan 0 = 0 

21 

x 2 + 2ox = b 2 - a 2 

22 

8x 2 + 14ox + 3a 2 = 0 

23 

2 sen 2 0 - sen 6 = 1 

24 

2 cos 2 9 + 3 cos 0 + 1=0 

25 

x ~ 2 3 4(.x 4- 3) 

x + 3 x — 2 

26 

(x - 2)(x + 3) = 6 


En algunos casos, la descomposicion en factores dc la expresion cuadratica 
puede presentar dificultades; aun mas, en muchos casos puede sencillamente 
no haber factores reales. En consecuencia, el metodo mas util para resolver 
una ecuacion cuadratica es mediaiilc la llamada formula cuudrciiicu. Obtene- 
mos esta formula completando el cuadrado al igual que en la determination 
del vert ice de la parabola. 

Teorema 8.1. Las dos raices de la ecuacion cuadratica 

ax 2 + bx + c = 0, (a t 6 0), 
son 


— b± yjb 2 — 4 ac 

x = -- 

2 a 

Demostracidn: Si dividimos por el coeficiente de x 2 en la ec. (8.9) y pasamos 
el termino constante al segundo miembro dc la ecuacion. tenemos 


Podemos completar el cuadrado en el primer miembro sumando b 2 /4u 2 en 
ambos miembros de la ecuacion, 

2 . b b 2 b 2 c 

x + “ X + 7T = TT-• 

a 4 a" 4 a a 


(8.9) 


( 8 . 10 ) 



o 
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Extrayendo la raiz cuadrada. resulta 


x + 


b _ ± y/b 2 — 4 ac 


2a 


2 a 


o x = 


— b± Jb 1 — 4 ac 
2 a 


Tomando en un caso el signo mas y en el otro el signo menos, obtenemos las 
dos raices de la ecuacion cuadratica ax 2 4 bx 4 c = 0. lo cual completa la 
demostracion. El lector debe verificar que cada una de estas raices es en realidad 
una solucion, substituyendolas en la ec. (7.9). 

Si bien cualquier ecuacion cuadratica puede resolverse por el metodo de 
completar el cuadrado que se emplea para obtener esta formula, es mucho mas 
frecuentc la substitution dirccta de los valorcs particulars dc a, b y c en la ec. (7.10) 
por ser este procedimiento mas eficaz. Considerense los ejemplos siguientes. 

Ejemplq 3. Resuelvase la ecuacion 4x 2 4 5x = 21. 

Solution: Pasando todos los terminus al primer miembro para dar a la 
ecuacion la forma ax 2 4- bx 4 c = 0, y comparando, tenemos a = 4; b = 5 y 
c = -21. Reemplazando estos valores en la ec. (8.10), resulta 


r -3± s/(5) z — 4(4)(-21) 

2(4) 

y simplificando 

-5 ± y25 + 336 -5 j v ; 36l = -5 + 19 

X 8 8 8 


Luego, eligiendo en un caso el signo mas y cn cl otro el signo mcnos. 



Ambos resultados debcn verificarse substituyendolos cn la ecuacion original. 
El hecho de que la cantidad subradical sea un cuadrado perfecto indica que las 
raices son rationales; luego la ecuacion podia haberse resuelto por descom- 
posicion en factores. Asi, 


4x 2 4 5x - 21 = (4x - 7)(x 4 3). 


Ejemplo 4. Resuelvase cos 2 0 4 5 sen 0 4 2 = 0 para todos los valores de 0 
entre 0 y 2n. 

Solucion: Puesto que cos 2 0 puede expresarse como 1 — sen 2 0, podemos 
escribir la ecuacion en terminos unicamente de sen0; asi. 


1 - sen 2 0 4 5 sen 0 4 2 = 0, 
sen 2 0 — 5 sen 0-3 = 0. 
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Considerando a sen0 como la variable y utilizando la ec. (8.10), encontramos 
o = 1, 6 = -5 y c = -3. Por tanto, 


sen 0 = 5 ± ^ 2S + 12 = 5 ± 6,0828 

2 2 

o 


sen 9 = 5,5414 6 -0,5414. 

Puesto que |sen 0| < 1, consideramos solo el valor -0,5414. que da para 0 
un valor entre n y 3n/2 y otro entre 3rc/2 y 2 n. Utilizando la tabla I, tenemos 
que sense = 0,5414 corresponde a a = 0,5721. Luego 

0 = 3,1416 + 0,5721 = 3,7137 


o 

6,2832 - 0,5721 = 5,7111. 

Ejemplo 5. Resuelvase la ecuacion x 2 — 4x + 6 = 0. 

Solution: Utilizando la formula cuadratica. ec. (8.10), con a = 1, b = —4 
y c = 6, tenemos 


.. ~(~4) ± •>/( —4) 2 — 4(1 )(6) 

2 ( 1 ) 

_ 4 ± n / 16 - 24 4 ± /Tg 

2 2 

4±J ^-a±^'. 

Esta ecuacion no tiene raices reales. En la seccion 10.5 haremos algunos 
comentarios adicionales acerca de raices imaginarias. 

El metodo general para resolver una ecuacion cuadratica pnede resumirseasi: 

1. Tratese de resolver la ecuacion mediante la descomposicion en factorcs. 

2. Si este metodo falla, ya sea porque los factores no se evidencian de inme- 
diato o porque estos no existen como factores racionales, apliquese la formula(8.10). 

Problemas 

Rcsuelvanse las ecuaciones de los problemas 1 a 19 aplicando la formula cuadratica. Si 
la ecuacion contiene funciones circulares determinense todos los valores entre 0 y 2n. Veri- 
fiquense todos los resultados. 
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1 

3 

5 

7 

9 

11 

13 

15 

17 

19 

20 
21 
22 

23 

24 

25 

26 


2x 2 + Sx - 12 = 0 2 

x 2 + x - 1 = 0 4 

tan 2 0 — 3 sec 0 + 3 = 0 6 

Indication: tan 2 0 = sec 2 0 — 1. 
x 2 - (a + b)x + ab = 0 8 

(a - b)x 2 + (6 — c)x + (c - a) = 0 10 

3 see 2 0 + tan 6 — 5 = 0 12 

x - 1 _ 3x + 5 _ x + 3 
x 2 — 9 x + 3 x - 3 

4 sen 2 20 + 2 cos 20 = 3 16 

s = v 0 x - gx 2 / 2 18 

1 1 _ 7 

x 2 + 3x + 2 1 - x ~ x 2 - 1 

El producto de dos enteros positivos consecutivos es 72. Determinense estos cntcros. 

La suma dc un numcro y su reciproco es 34/15. Detcrmincse el numero. 

Un hombre que esta viajando 40 kilometros encuentra que. si aumentara la velocidad 
en un kildmetro por hora. haria el viaje cn dos horas menos. cuantos kilometros 
por hora hizo efectivamcntc cl viaje? 

Si las longitudes de los lados de un triangulo rcctangulo son (6 — x), (13 — x)y(14 — x), 
determinese x. 

^En cu£nto debe reducirse un radio de 24 cm para disminuir cl area del circulo cn 
49 ti cm 2 ? 

Un jardin rectangular dc 30 metros de largo por 24 dc ancho tienc a su alredcdor una 
vereda de ancho uniforme. Si cl area dc la vereda es un cuarto de la del jardin. determinese 
cl ancho de la vereda. 

Dos hombres, trabajando juntos, pueden hacer un trabajo en 20 dias. Trabajando 
solo, uno de los hombres emplearia 9 dias mas que lo que demoraria el otro en hacer 
el trabajo. ^Cuanto tardaria cada uno trabajando separadamente? 


4x 2 - 2x = 7 
2x 2 + x - 12 = 0 
2 cos 2 0+3 sen 0 = 0 

6x 2 + 17x+ 12 = 0 
4scn 2 6 - 3 cos 0 — 2 = 0 
x 2 - 2x + 1 = 4u 2 

cot 20 = 2 + tan 20 

6ax 2 — 2 bx + 3 b = 9 ax 
tan 20 + 5 = 3 sec 2 20 


8.5. Desigualdades 

Puesto que la mayor parte de las desigualdades consideradas en este libro 
contienen expresiones algebraicas de primero o segundo grado, parece apropiado 
estudiarlas en este capitulo. Recomendamos al estudiante repasar los axiomas 
de orden y los teoremas basicos de la seccion 4.1. 

La proposicion de que una expresion algebraica es mayor que o menor que 
otra se llama desigualdad. Al igual que para las igualdades^existen dos tipos gene- 
rales de desigualdades en matemalicas, la desigualdad condicional o inecuacion. 
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correspondiente a la igualdad conditional o ecuacion, y la desigualdad absoluta, 
que correspondc a la ideniidad. 

Definicion 8.4. Una desigualdad se llama desigualdad absoluta si es ver- 
dadera {se satisface) para todos los valores permisibles de las variables que 
aparecen en ella. 

Si bien a menudo una desigualdad puede ser vedadcra para todo un conjunto 
de valores, si no es verdadera para todos los valores permisibles no cs una des¬ 
igualdad absoluta. 

Definici6n 8.5. Una desigualdad se llama desigualdad condicional o in- 
ecuacion si no es verdadera para todos los valores permisibles de las variables 
que aparecen en ella. 

EjemplO ilustrativo La desigualdad a 2 + b 2 + 1 > 0 es una desigualdad 
absoluta: tambien loes — 4 < 3:pero2x — 6 > Oes una desigualdad conditional 
o inecuacion. puesto que es verdadera solo para los valores de x mayores que 3. 
Tambien. sen 0 < 0 es condicional porque sc satisface solo si P{0) esta en el 
tcrcero o cuarto cuadrante. 

Tal como en el caso de las ecuaciones, hay cicrtas propiedades importantes 
que deben recordarse al trabajar con desigualdadcs. Las demostraciones de los 
teoremas siguientes son consecucncia directa de los axiomas y teoremas de la 
section 4. 1 . 

Teorema 8.2. El sentido de una desigualdad no cambia si se aumentan o 
disminuyen ambos miembros en una mlsma cam id ad. 

Demostradon: Esto es consccuencia directa del Axioma 03, pudiendo c ser 
positivo o negativo. La utilidad de esta propiedad esta en cl hccho de que puede 
pasarse un termino de un miembro al otro de una desigualdad. cambiando el 
signo del termino y sin que por eso cambie el sentido de la desigualdad. 

Teorema 8.3. El sentido de una desigualdad no cambia si se muhiplican 
o dividen ambos miembros por una misma cant idad positiva. 

Esto es el Axioma 04 expresado en otras palabras. 

Ieokema 8.4. El sentido de una desigualdad se invierte si se muhiplican o 
dividen ambos miembros por la misma cantidad negativa. 

Esto es el Teorema 4.7 expresado en otras palabras. 

Puesto que limitaremos nuestra explicacidn a desigualdades con una varia¬ 
ble. nos interesaran aqucllas desigualdades que pueden cscribirse /(x) > 0 
o /(x) < 0. Consideraremos, en primer lugar, desigualdades condicionales. Pa¬ 
ra resolver estas desigualdades debemos determinar cl conjunto de valores de x 
que satisfacen la desigualdad. Si/(x) es lineal o cuadratica. este conjunto puede 
ser determinado algebraica o graficamente. 
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Ejemplo 1. Resuelvase 

x _ 2 < 5x + 9 
3 2 

tanto algebraica como graficamente. 

Solution algebraica: Multiplicando ambos miembros por 6. tenemos 

2x - 12 < 15x + 27. 

Ordenando y reduciendo terminossemejantes, — 13x < 39. y dividiendo por — 13. 
obtencmos x > -3: luego. la solucion es {x|.v > -3}. 

Solution grdfica: Pasando todos los tcrminos al primer miembro. tenemos 



Designando el primer miembro por f(x), obtenemos 


/(x) s 


2x - 12 - 15x - 27 
6 


— 13x - 39 
6 


Por la grafica de y = /(x) en la fig. 7-2. que puede trazarse facilmente a partir 
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de la tabla que sigue, se ve claramente que la inccuacion se satisface para x > - 3. 
puesto que, para estos valores de .x, y = f(x) esta bajo el eje x, o sea, /(x) < 0. 
En el caso de inecuaciones cuadraticas, el metodo mas empleado es el grafico. 


X 

0 

-3 

-6 

y 

-6* 

0 



Ejemplo 2. <,Para que valores de x se satisface x 2 — x — 6 > 0? 
Solution: Descomponiendo la expresion en factores, tenemos 

x 2 - x - 6 = (x - 3)(x + 2). 


Puesto que el producto de dos factores es positivo solo si ambos son positivos 
o ambos negativos (problema 7. seccion 4.1), x — 3 y x + 2 deben ser ambos 
mayores. que cern n ambos menores que 0 Asi. results 


x - 3 > 0 


x> 3 

y 

6 

y 

x + 2 > 0 


x > -2 


seran ambas verdaderas si x > 3, 


y 


x - 3 < 0 


x < 3 

y 

$ 

O 

y 

x + 2 < 0 


X < -2 


scran ambas verdaderas si x < 



Luego, la solucion de la inecuacion es 

{x|x > 3 6 x < -2}. 

Esto puede comprobarse graficamente. A menudo es util probar algunos 
elementos del conjunto para el cual la desigualdad se cumple; si bien esto no garan- 
tlza que se ha obtenido la solucion completa correcta, constituye una comproba- 
cion util. 

Ejemplo 3. (.Para que valores de x se satisface — 2x 2 + 12x — 14 > 0? 

Solution: Puesto que el primer miembro no puede descomponerse en fac¬ 
tores racionales, utilizaremos el metodo grafico. En la fig. 8-1 tenemos la gra- 
fica de la funcion 


y = f(x) = — 2x 2 + 12x - 14, 

cuyos ceros son aproximadamente 1.6 y 4,4. Luego la desigualdad se satisface 
para el conjunto {x|l,6 < x < 4,4}. 
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Si queremos determinar las raices con mayor precision, podemos aplicar 
la formula cuadratica a la ecuacion —2x 2 + 12x — 14 = 0oala ecuacion 
equivalente x 2 - 6 x + 7 = 0 

6 ± v 36 - 28 6 ± 2 v /2 , . ^ 

X =-2 2 " 3 1 

Luego. x = 4,414 6 1,586, aproximadamente, y, en consecuencia, la solucion 
puede escribirse 


{x| 1,586 < x < 4.414}. 

Ejemplo 4. Dctermincnsc los valores dc 0, 0 < 0 < 2 n. que satisfacen 
la desigualdad 2 cos 2 0 + sen 0 < 2 . 

Solucion: Puesto que cos 2 fl = 1 - sen 2 0. podemos expresar todos los 
terminos de la desigualdad en funcion de sen 0, 

2(1 - sen 2 0 ) + senfl < 2 , 


y simplificando tenemos: 

2 — 2 sen 2 0 4- sen 0 — 2 < 0. 6 sen (9(1 - 2 sen 0) < 0. 


Puesto que el producto de dos cantidades es negativo solo si una es negativa 
y la otra positiva (problcma 7, seccion 4.1). podemos tener 


sen 0 < 0 

. que da 

sen 0 < 0 

y 

y 

1 - 2 sen 0 > 0 


i 

sen 9 < 5 


sen 0 > 0 


sen 0 > 0 

y 

, que da 

y 

1 - 2 sen 0 < 0 


sen 0 > i 


El primer conjunto se satisface si sen 0 < O.en tanto que el segundo se satisface 
si sen 0 > j. El conjunto solucion es 





5 n 

6 


on < 9 < 2n 
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Problemas 


Determinense los valores de x para los cuales las inecuaciones siguientes se satisfacen. 
UtiIIce.se el metodo aigebraico o el grafico. 


1 3x - 27 > 0 
3 2x + 5 > 4x — 9 
5 x 2 + 2x > 99 
7 6x 2 + x < 1 
9 x 2 + 2x > 12 

11 x 4 + x 2 < 0 


.3 I<i 
X 5 


15 |x — 4| < 1 

Indication : problema 9, seccion 4.2. 
17 |2x — 3| < 4 


,9 ; +6 *i 


2 2x - 12 < 0 
4 5x - 3 < 8x - 12 
6 2x 2 + 3x < 14 
8 6x 2 - x > 35 
10 x 2 + 2x + 4 > 0 

12 ^>0 
x - 5 

.. 1 1 

14 - 

x — 2 3 

16 |x-3|>2 

Indication: problema 13. seccion 4.2. 
18 f-7^5 

20 |5x + l|>4 


Determinense los valores de 6 que satisfacen las desigualdadcs siguientes. Limitcnse las 
respuestas a valores de 0 tales que 0 < 9 < 2n. 


21 2 sen 2 6 < 1 

23 sen 2 0 > sen 0 

a 

25 sen 0 + sen - < 0 Indie 

n 

26 sen 0 + cos - > 0 

28 2 sen 2 0 + cos 9 > 2 
30 VTsen 2 *} + 2 >. 5 sen 9 


22 4 cos 2 0 > 1 
24 cos 2 0 < cos 0 

Indicacidn: problema 14, seccion 6.11. 


27 2 cos 2 6 + sen 0 > 1 
29 tan 2 0 + sec 0 + 1 > 0 

31 sen 0 > cos 0 


Evidentementc, las desigualdades absolutas satisfacen tambien las propie- 
dades mencionadas cn esta seccion, ademas de las de la seccion 4.1. El problema 
comun al considerar una desigualdad absolula es establecer su validez para todos 
los valores permisibles, Como en toda demostracion deberemos partir de una 
desigualdad valida, a menudo es conveniente suponer verdadera la proposicion 
que queremos demostrar y reducirla a una desigualdad mas sencilla y de la cual 
ya sabemos su validez. Entonces, la demostracion consta en realidad de los mismos 
pasos pero en orden inverse. Este metodo se ilustra a continuacion. 
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Ejemplo 5. Demuestrese que para todo valor real de x, x 2 + 1 > 2x. 

Solution: Queremos encontrar una desigualdad que sepamos verdadera. 
Restando 2x en ambos miembros de 

x 2 + 1 > 2x, (8.11) 

tenemos 

x 2 - 2x + 1 2: 0, (8.12) 

que sabemos verdadera, puesto que x 2 — 2x 4- 1 = (x — l) 2 (Teorema 4.5). 
Nuestra demostracion, entonces. parte de la desigualdad (8.12). Puesto que 

x 2 - 2x + 1 £ 0, 

para todo valor real de x, sumando 2x en ambos miembios obtenemos cl rcsultado 
pedido, 

x 2 + 1 S 2x. 

Ejemplo 6. Demuestrese que la suma de todo numero positivo y su reci- 
proco es mayor que o igual a 2. 

Solution: Sea x un numero positivo; queremos demostrar 


Si bien 6sta no es una desigualdad absoluta. partiremos de una que lo es para 
establccerla. Dividiendo ambos miembros de la ec. (7.11) por x. que es positivo, 
obtenemos la desigualdad pedida. 

Demostraremos ahora una desigualdad absoluta que contiene funciones 
circulares. 

Ejemplo 7. Demuestrese la desigualdad absoluta 3 sen 0 + 4 cos 0 < 5. 

Solution: Del ejemplo 5, scccion 6.9, tenemos 

3 sen 0 + 4 cos 0 = 5 sen (0 + 0j) < 5. 
puesto que sen a < 1 pafa todo a. 

Problemas 

Demuestrese cada una de las desigualdades siguientes. Las letras en los problemas 1 a 10 
representan numeros positivos disiintos, y 0, a y p representan numcros rcalcs cualesquiera. 
Indiquese cuales desigualdades son condicionales y cuales son absolutas. 
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1 

a 2 + b 2 > 2ab 

2 





b a 

3 


4 

a + b ^ 2 ab 

2 a 4 b 

5 

— + — > x 4 y 
y * 

6 

x 3 4 y 3 > x 2 y 4 xy 2 

7 

X 1 4 y 2 + z 2 < (x 4 y 4 z) 2 

8 

a 2 4 2a 4 2 > 0 

9 

|a 4 b| ^ |fl| 4 \b\ 

10 

|a - b\ >. \a\ — \b\ 

11 

|sen 0| 4 |csc 0| £ 2 

12 

|cos 0| 4 |sec 0| £ 2 

13 

|cos 4 0 - sen 4 0| < 1 

14 

|sen (a 4 P) cos (a - p) | < 1 

15 

sen 0 4 cos 0 ^ 

16 

sen 2 0 4- cot 2 0 > 2 cos 0 

17 

12 sen 0 — 5 cos 0^13 

18 

4 sen 0 4- 3 cos 0 < 6 


8.6. Rdaciones entre raices y coeficientes de una ecuacion cuadratica 

Ademas de la ec. (8.10). que da los ccros de la funcion/: x—*ax 2 + bx + c 
en terminos de los coeficientes, existen otras relaciones entre las raices y los 
cocficicntes. Si r, y r 2 son los ceros de ax 1 + bx + c, donde 

, _ —b+ Jb 1 - 4at 

1 2a 

_ ~b - Vb 2 - 4 a c (814) 

2 2 a 

tenemos la suma de los dos ceros, 

r, + r 2 = -- q ■ (8.15) 


Analogamente, cl producto es 


(-fc) 2 - (Jb 2 - 4 ap) 2 _ b 2 - (b 2 - 4 ac) 
4 a 2 4a 2 


o 


r i 




( 8 . 16 ) 


Puesto que los ceros de la funcion/: x —* ax 2 + bx + c y las raices de la ecuacion 
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formada igualando a cero el valor funcional J\x) son los mismos, las ecs. (8.15) y 
(8.16) son de utilidad para formar esta ecuacion. El teorema siguiente hara 
mas clara esta observacion. 

Teorema 8.5. Si la ecuacion cuadrdtica ax 2 + bx 4- c = 0 se escribe 


x 2 + - x + - * 0, 
a a 


(8.17) 


de modo que el coejiciente de x 2 sea la unidad , (1 ) la suma de las raices es igual 
al coejiciente de x con signo contrario y (2) el producto de las raices es igual al 
termino constame. 


Demostracion: Basta comparar el coeficicnte de x con la ec. (8.15) y el 
termino constante con la ec. (8.16). 

Ejemplo 1. Sin determinar sus valores, encuentrese la suma y el prnductn 

de los ceros de/: x—»3x 2 - 4x 4- 8. 

Solucion: Puesto qu: a = 3, b = —4 y c = 8. la suma es —(—4/3) = $ 
y el producto es §. 

Ejemplo 2. Escribase una ecuacion cuadratica cuyas raices sean 3 4- x 2 

y 3 - v® 


Solucion: Puesto que 


y 


(3 + J2) 4- (3 - v /2) = 6, 

(3 4- v 2)(3 - v /2) = 9-2 = 7. 


una ecuacion del tipo pedido es 

x 2 - 6.x + 7 = 0. 


Ejemplo 3. Sin resolver la ecuacion dada. formese una ecuacion cuadra 
tica cuyas raices sean los cuadrados de las raices de lx 1 4- x — 6 = 0. 

Solucion: Si r, y r 2 son las raices de la ecuacion dada, tenemos 

r, J-r 2 = -i r ,r 2 = -3. 

Como (rj 4 - r 2 ) 2 = r\ 4- 2\\r 2 4- r \, la suma de las raices de la ecuacion pedida 
sera 


r? + A s (r, + r 2 ) 2 - 2r,r 2 = \ + 6 = 
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y el producto 


( r l r 2) 3 



Por lanto, la ecuacion pedida es 

x 2 - Qx + 9 = 0 


o, eliminando fracciones, 


4x 2 - 25x + 36 = 0. 

La expresion b 2 - 4 tic, bajo el radical de la ec. (8.14), cs otra cantidad que 
jucga un rol de importancia al considerar la naturaleza de los ceros dc la funcion. 
Si esla expresion, llamada discriminante ,es negativa, no existiran raices cuadradas 
reales; los ceros seran imaginarios. Si b 2 4ac = 0. r, - r 2 y los ceros son iguales. 
en tanto que si b~ — 4 ac > 0, los ceros son reales y distintos. Puesto que los ceros 
de/: .v— >ax 2 + bx - c y las raices de la ecuacion ax 2 + bx + c = 0 son tos 
mismos, tenemos de inmediato el siguiente teorema. 

Teorema 8.6. Consideremos la ecuacion cuadrdtica ax 2 + bx + c = 0. 

1. Si b 2 - 4 ac < 0, las raices son imaginarias. 

2. Si b 2 — 4ac = 0, las raices son reales e iguales. 

3. Si b 2 - 4 ac > 0, las raices son reales y distintas. 

Si quisieramos poner el enfasis en la grafica dc y =f(x) = ax 2 + bx + c, 
mas que en las raices de ax 2 4- bx + c = 0. podriamos enunciar el siguienle 
teorema: 

Teorema 8.7. Consideremos la funcion cuadrdtica f(x) = ax 2 + bx + c. 

1. Si b 2 - 4ac < 0, la grafica de la parabola no toca lit cruza el eje x. 

2. Si b — 4 ac = 0, la grafica de la parabola tiene su vertice en el eje x. 

3. Si /)" — 4 ac > 0, la grafica de la parabola corta al eje x en dos puntos reales. 

Ejemi'LO 4. Sin resolver ecuaciones, detcrminese la naturaleza de los ceros 
de la funcidn f :x-*2x 3 - y.x - 35. 

Solucion: Puesto que a = 2, b = -9 y c = -35, b 2 - 4 ac = (-9) 2 - 
4(2it - 35) = 81 + 280 = 361 > 0; luego, los ceros son reales y distintos. Ademas, 
puesto que b 2 — 4 ac = 361 es un cuadrado perfecto. los ceros scran racionales. 
<,Es esto verdadero siempre que b 2 — 4 ac es un cuadrado perfecto? 

Ejemplo 5. En un mismo sistema de coordenadas. bosquejense las grafi- 
cas de 


(a) y = x 2 - 6.x + 5, 
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(b) y = x 2 - 6x + 9, 

(c) y = x 2 - 6.x + 13. 

Verifiquense los resultados determinando b 2 — 4 ac en cada caso. 


y 



Solution: Las graficas de cada funcion aparecen en la fig. 8-3 y concuer- 
dan con los valores de b 3 — 4 ac, puesto que tenemos 

(a) b 2 - 4oc = ( —6) 2 - 4<1)(5) = 16, 

(b) b 2 - 4 ac = ( —6) 2 - 4<1)(9) = 0, 

(c) b 2 -4oc = (-6) 2 -4<l)(13)= -16. 

Problem as 

1 Sin resolver las ecuaciones. determinense la suma y el producto de los ceros de las funcio- 
nes dadas en los problemas 1 a 8, seccion 8.3. 

Formense ecuaciones cuadraticas con coeficientes enteros y que tengan por raices los 
numeros siguientes: 

2 2,-3 
4 §,-2 


3 -5,4 
5 -U 
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6 +y/J,- y /5 

2 ' 2 '4 

Formese una ecuacion cuadratica cuyas raices scan: 

10 Los cuadrados dc las dc 4x 2 + 8.x — 5=0. 

11 Los rcciprocos dc las de 4x 2 + 8x — 5 = 0. 

Indication : — + -L = 

_ r i *2 r t r 2 J 

12 Los cuadrados dc las de 3x 2 — 5x - 2 = 0. 

13 Los reciprocos dc las de 3x 2 - 5x - 2 = 0. 

14 El doble de las de 4x 2 + 8x - 5 = 0. 

15 Un tcrcio de las dc 4x 2 + 8x - 5 = 0. 

16 El triple dc las dc 3x 2 — 5x — 2 = 0. 

17 La mitad dc las de 3x 2 - 5x - 2 = 0. 


7 2+ V 3 - 2 - 
9 ~ 3 + sP - 3 - J! 

4 


Determinese k de modo quc la ecuacion: 

18 4x 2 -f kx + 6 = 0 tcnga una raiz = -2. 

19 2x 2 + kx - 15=0 tcnga una raiz = 3. 

20 3x 2 + kx - 2 = 0 tenga raices cuya suma sea igual a 6. 

21 5x 2 - 8x + k = 0 tcnga raices cuyo producto sea igual a 

22 4x 2 + 20x + k = 0 tenga raices iguales. 

23 3x 2 - 7x + k = 0 tcnga raices iguales. 

24 2x 2 + (4 — k)x - 17 = 0 tenga raices iguales en valor absoluto pero de signo contrario. 

25 3.x 2 - 5x + 8 = kx tenga raices iguales en valor absoluto pero de signo contrario. 

26 3x 2 - 7x + 6 = k tenga una raiz igual a cero. 

27 4x 2 + 20x + k = 0 tcnga una raiz igual a cero. 

Determinesc cl conjunto de valores de k para los cuales la ecuacion: 

28 3x 2 - 4 kx + k = 0 tiene raices reales. 

29 2x 2 + 3kx — 9 = 0 tiene raices reales. 

30 x 2 + (k - 2)x + 4 = 0 tiene raices reales. 

31 2x 2 - kx + 8 = 0 tiene raices imaginarias. 

32 kx 2 + 4,/3x + k = 1 tiene raices imaginarias. 

Determinesc el conjunto de valores de k o el valor de k de modo que la grafica de la fun- 
cion en que y esta dado por: 
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33 3x 2 - 9x 4- k toque (tenga su vcrtice en) el eje x. 

34 x 2 4- 2 kx + 1 - k no corte al cje x. 

35 4x 2 4- 4 yflkx + k 4-3 corte al eje x en dos puntos reales. 

36 Demuestrese que no existen valores reales dexey tales que 

i + i = 

x y x4 - y 


8.7. Ecuaciones reducibles a cuadraticas 

En las secciones precedentes hemos estudiado la funcion y las ecuaciones 
cuadraticas- En los problemas resueltos, aquellos que contenian funciones circu- 
lares no eran propiamente ecuaciones cuadraticas, sino que mas bien podriamos 
haberlas denominado reductibles a cuadraticas. En general, toda ecuacion que 
puede escribirse en la forma 

av z -f bv 4- c = 0 (a ^ 0), (8.18) 

donde v esta expresada en terminos dc otra variable, se llama ecuacion reducible 
a cuadrdtica. Los mctodos desarrollados en las secciones antcriorcs pueden 
aplicarse tambien a estas ecuaciones. 

Ejemplo 1. Resuelvase 9x 4 — 37x 2 4- 4 = 0. 

Solucion: Hacicndo v = x 2 y substituycndo, tcnemos 

9v 2 - 37i> + 4 = 0, 


o 


Luego, 


(9v - l)(t> - 4) = 0. 


v = X 2 = l 6 4, 


y 


x=+i ±2. 

Ejemplo 2. Resuelvase (x 2 - 5x) 2 + (x 2 - 5x) - 30 = 0. 
Solucion: Haciendo v = x 2 - 5x, resolvemos 

v 2 + v - 30 = 0, 
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ecuacion cuadratica en y, cuyas raices son 

i> = 5 6 -6. 


Por tanto, debemos resolver 


x 2 - 5x - 5 = 0 

y 

x 2 - 5x + 6 = 0. 

La solution es x = (5 ± 3 JJ)/2, 3 y 2. 

Problem as 

Rcsuelvanse respecto de x las ecuaciones: 

2 9x 4 + 5x 2 —4=0 
4 x -4 - 8x' 2 + 15 = 0 
6 8x-‘ + 7x -3 = 1 
8 x + x 1 ' 2 = 20 
10 (x 2 + 2x) 2 + (x 2 + 2x) = 12 

12 (* + i)’-2(« + i) + l-0 

14 2x - 9 ,/x + 2 + 14 = 0 
16 x 2 - x - 4= Jx 2 - x - 2 

8.8. Ecuaciones que contienen radicates 

Los liltimos cuatro problemas de la section 8.7 contienen radicaies; feliz- 
mente. ellos tienen una forma especial y pueden ser resueltos por el metodo 
ahi indicado. Sin embargo, muchas ecuaciones que contienen radicaies no pueden 
resolverse mediante este metodo. debiendose previamente proceder a la elimi¬ 
nation de los radicaies y, en seguida, la aplicacion de los metodos usuales. Debe 
tenerse la precaution de substituir todas las posibles raices en la ecuacion original, 
puesto que el metodo de elimination de radicaies requiere elevar a cierta potencia 
ambos miembros de una igualdad. Este proceso (recuerdese el ejemplo ilustra- 
livo 2. section 8.1) puede introducir raices de la ecuacion final que no lo son de la 
ecuacion original. 


1 x J — 1 lx 2 + 28 = 0 
3 x" 4 - 13x~ 2 + 36 = 0 
5 x 6 + 7x 3 - 8 = 0 
7 x 2 ' 3 + 2.x 1 ' 3 - 8 = 0 
9 (x 2 - 7x) 2 + 9(x 2 - 7x) - 10 = 0 


13 3(.v + 3) + VxT3 = 2 
15 2x 2 - 5x+ 10 = 7 v /2?^5x 


Ejemplo 1. Resueivase J2x +5 = 3. 
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Solution: En una ecuacion que contienc un radical, eliminamos este ele- 
vando a! cuadrado ambos miembros de la ecuacion 2x + 5 = 9 . 

Resolviendo, encontramos x = 2 y. substituyendo. vemos que x = 2 satis- 
face la ecuacion original 


%/2(2) + 5 = n /9 = 3. 

de modo que x = 2 es la unica solucion de la ecuacion propuesta. 

Ejemplo 2. Resuelvase v /'l — 5x + VI - x = 2. 

Solution: Con dos radicales, es mas facil pasar uno al otro miembro antes 
de elevar al cuadrado. Asi, 

VI - 5x = 2 - JT—Z 
Elevando al cuadrado, encontramos 

1 - 5x = 4 - 4 N /1 -x + 1 - x, 

y tenemos 


—4x — 4 = -4 VI - x 6 1 + jc = VI - x. 

Elevando otra vez al cuadrado, obtenemos 

l + 2x + x 2 = l- x , x 2 = -3x, x = 0, -3. 

Por tanto, solo 0 y -3 pueden ser raices de la ecuacion original; substituyendo 
encontramos que 0 satisface la ecuacion original pero no -3. Por tanto v = 0 
es la unica solucion. 

Ejemplo 3. Resufelvase 3 sen 6 + 4 cos 6 = 5 para todos los valores de 
0 entre 0 y 2 n. 

Solution: Aunque esta no es una ecuacion algebraica, podemos resolverla 
por el metodo mdicado en la presente seccion. Par a expresar cosO en funcion 
de sen 6 recordamos que cos 0 = ± - sen 2 0; luego, 

±4 v /l - sen 2 0 = 5-3 sen 0. 

Elevando al cuadrado y despejando sen 0, tenemos 


16 - 16 sen 2 0 = 25 - 30 sen 0 + 9 sen 2 0. 
25 sen 2 0 - 30 sen 0 + 9 = 0, 

(5 sen 0 — 3) 2 = 0, 
sen 0 = 




210 Algebra y trigonometria 


Por tanto. 0 = 0,6464 6 3,1416 — 0,6464 = 2.4952. Substituyendo estos resul- 
tados en la ccuacion original, encontramos que 0 = 0.6464 es la unica solution. 

Problem as 

Resuclvanse y verifiquensc las ecuaciones: 

I yJ2x + 5 = 4 2 f6x - 3 = 7 

3 y/8x - 7 - x = 0 4 s /3x + 1 4- 1 = x 

5 J3x + 1 = fx + 3 • 6 2f4x + 5 = - 1 

7 y n - x - v /m = 3 8 - 72 T 7 = 3 

9 f2x + v /2a- + 4 = 4 10 J2x + ./TTx = 3 

Determinense y verifiquense los valores dc 0 entre 0 y 2n quc satisfaccn las ecuaciones 
siguientes: 

11 4 sen 0 + 3 cos 0 = 2 12 cos0-2 = JJscnO 

13 sen 0 + cos 0 = 1 14 12 cos 0 - 5 sen 0 = 13 

15 5 tan 0 - f2scc0 + 3 = 0 16 lan 0 + sec 0 = 1 

8.9. Proporcionalidad 

Muchas aplicaciones a las ciencias fisicas y sociales hacen uso de una depen¬ 
dence funcional conocida como proporcionalidad: y, a menudo, estas relaciones 
son lineales o cuadraticas, si bien estc no es siempre el caso. Por ejemplo. la ley 
de Ohm expresa que en un circuito electrico la intensidad de corriente es direc- 
tamente proporcional a la fuerza clectromotriz c inversamente proportional a 
la resislencia; de este modo, la intensidad es funcion de la fuerza clectromotriz 
y de la resistencia. Esta relacion funcional puede escribirse 



donde k es la constante de proporcionalidad. Definamos los tres tipos mas 
comunes de proporcionalidad. 

Definici6n 8 .6. Si dos variables x e y estdn relacionadas en forma ral que 
el cuociente de y por x, llamado la razon de y a x. es constante. entonces se 
dice que y es directamente proporcional a x. Esta relacion puede escribirse 
y/x = k, o 


>• = kx. 


( 8 . 19 ) 
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Definicion 8.7. Si dos variables x e y estdn relacionadas en forma tal que 
el producto de xey.es constante . entonces se dice que y es inversamente pro- 
porcional a x. Esta relacion puede escribirse yx = k, o 


y 



( 8 . 20 ) 


Definici6n 8.8. Si la variable z es directamente proporcional a x cuando 
y se mantiene constante y es directamente proporcional a y cuando x se man - 
tiene constante , entonces se dice que z es directamente proporcional a x e y, 
y se escribe 

_ Z = kxy. _ (8.21) 

Ejemplo 1. Expresese z en funcion de x e y si z es directamente propor- 
ciona! axe inversamente proporcional al cuadrado de y,y z= 18 cuando 
x = 3 e y = 2. 

„ Solution: La funcion puede escribirse z = k(x/y z ). Substituyendo los valores 
de x, y y z, tenemos 18 = /c(f) y k = 24. Por tanto, 


24x 



Ejemplo 2. A temperatura constante, la resistencia electrica de un alambre 
es directamente proporcional a su longitud e inversamente proporcional al 
cuadrado de su diametro. Si un trozo de alambre de 0,1 cm de diametro y 50 m 
de largo tiene una resistencia de 0,1 ohm, (.cual es la resistencia de un alambre 
del mismo material, de 2000 metros de largo y 0,2 cm de diametro? 

Solution: Sean R, L y d la resistencia, la longitud y el diametro. respectiva- 
mente, del alambre; tenemos R = kL/d 2 . Substituyendo, 0,1 = k(5Q)/(0,l) 2 o 
k = (0,l) 3 /50: luego 


o (0,1) 3 . L. 

" 50 d 1 

Por tanto, 

(0.1) 3 (2000) (0,001) (2000) 

(Mf ' ' 50,0.04! “ 1 °° m ' 

Observese que no es necesario expresar las diferentes magnitudes en las mismas 
unidades, si bien estas deben ser siempre las mismas para una misma variable. 
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Ejemblo 3. Si .V es inversamente proportional al cuadrado de x. <,cuanto 
varia y si x se aumenta en un 25%? 

Solution: Tenemos y = k/x 2 . Si x = x,, entonces v = k]x\\ pcro x = 5x,/4. 
Luego, 


„ _ k 16 k k 

y (5x,/4) 2 25 ‘ xf ’ x] 

Por tanto.y pasa a ser 0,64 veces su valor original. 

Problemas 

En los problemas 1 a 8. expresesc la ecuacion funcional como una ecuacion algebraica 

unica, dando el valor especifico de k cuando sea posible. 

\ \j La variable z es dircctamcntc proporcional axe inversamente proporcional a y. 

2 La variable z es directamente proporcional axe inversamente proporcional al cua¬ 
drado de y. 

(T) La variable z es directamente proporcional a x e y, y z = 72 cuando x = 4 e y = 3. 

4 La variable z es inversamente proporcional a x. y z = 8 cuando x = 16. 

(?) El area de un circulo es directamente proporcional al cuadrado de su diametro. 

6 El area de un triangulo es directamente proporcional a la base y a la altura. 

h-' El area de un triangulo equilatcro es directamente proporcional al cuadrado del lado. 
(Comparesc con el problema 14. scccion 5.1.) 

8 La distancia recorrida por un cuerpo en caida libre (despreciando la resistencia del aire) 
es directamente proporcional al cuadrado del tiempo empleado, y un cuerpo que parte 
del reposo cae 19,6 metros cn 2 segundos. 

V ?J (a) Si y =f(x) cs directamente proporcional a x y cl punto (J^) esta cn su grafica, 
determinese la ecuacion espccifica de y cn funcion de x. 

(b) Indiquense las coordenadas de otro punto de la grafica. 

10 (a) Si y =f(x) es inversamente proporcional a x y el punto (3,2) esta en su grafica. 
determinese la ecuacion especifica de y en funcion de x. 

(b) Indiquense las coordenadas dc otro punto de la grafica. 

lj) Si z cs directamente proporcional a x 2 e y. y z = 24 cuando x = 2 e y = 3, determinese 
el valor de z cuando x = 3 e y = 5. 

12 Si z es directamente proporcional axe inversamente proporcional a y % y si z = 5 cuando 
x = 2 e y = 3. determinese z cuando x = 4 e y = 2. 

\ 13) La superficic de una esfera cs directamente proporcional al cuadrado del radio. Si la 
superficic es 367c cm 2 cuando el radio es 3 cm, ( -,cual es la superficic cuando cl radio 
es 12 cm? 


14 Con la informacion del problema 8, determinese: 
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16 



18 



20 


21 

22 

23 


24 


(a) La distancia que cl cuerpo cae en 5 segundos. 

(b) La distancia que cae durante el quinto segundo. 

La energia cinctica K es directamente proporcional a la masa m y al cuadrado de la 
velocidad v. Si K es 36 ergios cuando m es 8 gr y v es 3 cm/seg, determinese K cuando 
m = 4 gr y v = 6 cm/seg. 

La frecuencia de vibracion, o tono, de una cuerda vibrante es directamente proporcional 
a la raiz cuadrada de la tensicSn de la cuerda. Si una cuerda vibra 216 veces por segundo 
con una tension de 3 kilogramos, determinese su frecuencia de vibracion con una tension 
de 12 kilogramos. 

La intensidad luminosa es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia a la 
fuente de luz. ^Cuanto debe alejarse de la fuente luminosa un objeto, situado a 2 metros 
de 6sta, para recibir un cuarto de la cantidad de luz que esta recibiendo? 

Si z es directamente proporcional al cuadrado de x e inversamente proporcional a y, 
icdmo varia z si x se duplica e y sc triplica? 

La atraccion de gravedad F entre dos cuerpos es directamente proporcional a sus ma- 
sas /nj y m 2 e inversamente proportional al cuadrado de la distancia d entre ellos. <,Como 
cambia la atraccion de gravedad cuando las masas de los cuerpos se duplican y la dis¬ 
tancia sc reduce a la mitad? 

La rigidez de una viga es directamente proporcional a su anchura y a su altura e inver¬ 
samente proporcional al cuadrado de su longitud. 

(a) Determinese la variacion en rigidez si cada una de las dimensiones se aumenta 
en un 10%. 

(b) Determinese la variacion en longitud necesaria para aumentar la rigidez cn 20% si 
la anchura y la altura permanecen invariables. 

Tracese la grafica de y = kx para k > 0. Notcsc en la grafica que y crcce cuando x crece. 

Indication: Utiliccnse unidades dc longitud k cn cl eje y. 

Diagramesc y = k/x para k > 0. Notese que y dccrece cuando x crcce. 

(a) Si y es directamente proporcional a x. demucstrcse que 

/(*■) = 

f(x 2 ) X 2 

(b) Si y es inversamente proporcional a x. demuestresc que 

/(*i) _ *2 

f ( Xl ) X, 

La ley de la sucesion aurea o divina, segun los antiguos egipcios y griegos, expresa: 
«La division mas hermosa dc un trazo en dos partes es aquella en la cual la razon de la 
parte mayor al trazo total es igual a la razon de la parte menor a la mayor». 

(a) Si consideramos la longitud del.trazo como unidad y designamos por t la longitud 
de la parte mayor, determinese t. 

(b) <,Cua! es la constante de proporcionalidad en este caso?* 


* Recuerdcse la ec. (6.19). scccion 6.5. 
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8.10. Resolution de un sistema de 2 ecuaciones lineales 

Recordemos la definition general de una funcion (Definition 5.1) 

/: P —>Z, 

que asocia a cada elemento de P exactamente un elemenlo de Z. Si P es el conjunto 
dc todos los pares ordenados de numeros reales y Z es el conjunto de todos los 
numeros reales, podriamos escribir esta funcion 

/: (x,y)->z, (8.22) 

donde la correspondence va de un par ordenado a un numero real. En muchos 
casos, esta funcion es tal que z se puede expresar en forma algebraica en terminos 
de x e y* 

Nos interesa especialmente el caso lineal en que z esta dada por una expresion 
de primer grado de este tipo, a saber. 

z = ax + by + c. 

Como una primera generalization de la ec. (8.1). nucstro principal intereses deter- 
minar «los ceros» de esta funcion. Procediendo en forma analoga a la de la sec- 
cion 8.1, hacemos z = 0 y tratamos de determinar el conjunto de pares ordenados 
(x,y) tales que ax + by 4* c = 0. Este conjunto. 

{(x, y)\ax + by + c = 0}, (8.23) 

se llama conjunto solution , en tan to que un elemento cualquiera del conjunto 
es una raiz o solucidn de la ecuacion 

ax + by + c = 0. (8.24) 

En la section 8.1, bosquejamos la grafica de ecuaciones del tipo ax + by + 
c = 0** (problemas 33 a 40) despejando y y obteniendo una ecuacion equivalente 
de la forma y = mx + b.f que representaba una linea recta. Evidentemente. 
hay infinitas soluciones de la ecuacion ax -f by + c = 0, puesto que hay infmitos 
puntos (x,y) en una recta. Un valor cualquiera de x determina un valor corres- 
pondiente de y. Por ejemplo, una solution de la ecuacion 


* Muchos libros se rcfieren a esta relacion como a una funcion de dos variables y escri- 
ben z =/(x, y). 

** Si b = 0. x = -c/a es una recta paralela al eje y. Si b ^ 0, by = -ax + c o y = 
-(a/b)x + c/b. 

t Las dos «b» no son una misma cosa en las ecs. (8.1) y (8.24). El lector debe distinguir 
entre ambas. 
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3x — 2y — 5 = 0 

es(3.2).puestoquex = 3,y = 2satisfacelaecuacion;otrassolucionesson(l, - 1 ), 
(-1. -4), etc. En este caso el conjunto solucion es 

{(x, ypx - 2y - 5 = 0}. 


A menudo, intcresa la rcsolucion no de una ecuacion. sino la de un sistema 
de dos ecuaciones linea|es enxe) 1 , tales como 


a,x + b x y = c„ 
a 2 x + b 2 y = c 2 . 


(8.25)* 


Esto es, nos interesa determinar todos los pares ordenados (x,y) cuyos valores 
satisfagan ambas ecuaciones. Si escribimos nuestro problema en notation de 
conjuntos, hacienda 


A = {(x, y)|a,x + b iy = cj} y B = {(x, y)\a 2 x + b 2 y = c 2 }, 

nos interesa determinar la intersection de A y B, a saber, 

A r\ B = {(x. y)|fl t x + b 2 y = c, y a 2 x + b 2 y = c 2 }. 

Desde un punto de vista geometrico. la grafica de cada ecuacion en la ec. (8.25) 
es una recta y, por tanto, debcmos encontrar las coordenadas de los puntos (x, y) 
que se encuentran en ambas rectas. Puesto que, en general, dos rectas se cortan 
en un punto, la solucion constant de un elcmento. Trazando la grafica de cada 
recta, podemos obtener aproximadamente las coordenadas del punto de in- 
terseccibn. 

Ejemplo 1. Resuelvase graficamente el sistema 


x + 2y = 4 y 3x-2y= -12. 

Solucion: La grafica de cada recta aparece en la fig. 8-4; en esta se ve que 
las rectas se cortan en el punto (-2,3). Como puede verificarse por substitucion 
directa, 6sta es la solucion exacta; o sea, x = - 2, y = 3 y el par ordenado es 
( — 2, 3). Si hacemos 


A = {(x, y)|x + 2y = 4} y B = {(x, y)|3x - 2y = -12}, 


* Elegimos esta forma para escribir estas ecuaciones, puesto que a menudo es mas con- 
venicnte escribir el termino constantc en cl segundo miembro. 
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el conjunto solucion es: 


que contiene el unico elemento (-2,3). 

Debeobservarseque,aldiagramardos rectasparalelas tales comox + 2y = 4 
y x + 2y = 8, sus graficas no se cortan. El hecho de que no haya puntos de inter¬ 
section puede verse, evidentemente, por las mismas ecuaciones, puesto que no 
puede existir un par de numeros tales que el primero mas el doble del segundo 
sea igual a 4, y al mismo ticmpo, a 8. Si consideramos la intersection de {(x, y)|x + 
2y = 4} y {(x,y)|x + 2y = 8}, el resultado 

{(x,y)|x + 2y = 4} y {(x,y)|x + 2y = 8}, 

es el conjunto vacio 0. Dos ecuaciones de este tipo se Hainan incompatibles. 

Si las graficas dc dos rectas, tales como x + 2y = 4 y 3x + 6y = 12, coinciden, 
todo par de valores (x,y) que satisface una dc las ecuaciones satisfacc tambien 
la otra. Dos ecuaciones de este tipo tienen un numero infinito de soluciones y se 
dice que son dependientes. 
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En resumen. las dos ecuacioncs (8.25) satisfacen una y solo una de las siguienies 
proposiciones: 

(1) Tienen una solucion unica; sus graficas son dos rectas que se cortan 
en un punto. 

(2) No tienen solucion: sus graficas son dos rectas paralelas no coincidentes. 

(3) Tienen un numero infinito de soluciones; sus graficas son dos rectas 
paralelas coincidentes. 

Puesto que el metodo grafico es solo aproximado, debemos considerar 
ademas un metodo exacto. Una de las dos variables puede eliminarse mediante 
una combination adecuada de las dos ecuaciones (o ecuaciones equivalentes), 
y la ecuacion resultante puede resolverse respecto a la otra variable. La variable 
eliminada puede determinarse en seguida por substitution. 

Eji;mpl.o 2. Resuelvase algebraicamente el sistema de las dos ecuaciones 
del ejempio 1. 

Solucion: Puesto que los coeficientes de y son iguales pero de signo con- 
trario, las dos ecuaciones pueden sumarse miembro a miembro y en esa forma 
se elimina y. 

x + 2 y = 4 

3x - 2y = -12 
4x = -8 

Resotviendo esta ecuacion en una variable, tenemos x = —2; substituyendo 
este valor en cualquiera de las dos ecuaciones originales. determinamos y = 3. 
Por tanto. la solucion pedida es 

x = -2. y = 3, 

o (- 2,3). Tambien podriamos haber obtenido y. multiplicando la primera ecua¬ 
cion por — 3 y sumando miembro a miembro la ecuacion resultante, — 3x — 6y = 
— 12, con la segunda ecuacion. 3x — 2 y = —12. obteniendo asi — 8y = — 24. 
6 v = 3. 

Ejempio 3. Resuelvase el sistema general de dos ecuaciones lineales en 

x e y, ec. (7.25), en funcion de los coeficientes. 

Solucion: Multiplicando }a primera ecuacion por b 2 y la segunda por b,, 
tenemos 


a t b 2 x + b t b 2 y = c,b 2 , 
a 2 b,x + b t b 2 y = c 2 b v 


Restando la segunda ecuacion de la primera. obtenemos 
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a t b 2 x — a 2 b,x = c t b 2 — c 2 b lt 


y despejando x. 


( a i b 2 ~ a 2 b 2 )x = c x b 2 - c 2 b u 

frA--*- 0,. 

=^& d c,T:«" por la se8unda por - y p “° 

> - M> - «A * 0>. 

Aunque nq se usen «. «ta forma, cstos valores para j= e , pueden coasiderarse 
como una solucion por formulu del sistema. 

Problem as 

Rcsuelvanse algebraicamente ios sistemas siguientes; ei metodo grafico puede uiilizarse 

! “ nU C °T° ba ? a f r0X ' mada ' En J ° S CaSOS en <> ue a P arecen funciones circulars, 
deicrmincnse lodos Ios valores posiblcs enlre 0 y 2it. 

1 2x - y = 5, x - 3y = 5 2 3x - 2y = - 14, 2x + 3y = 8 

3 4x + 3y = 27, 2x — 5y + 19 = 0 4 2x - 5y + 43 = 0, 6 x - y + 31 = 0 

J 3x + 4=4y,9x + 2y = 9 6 6x 4 - 9y = 7, 3x - 6y + 14 = 0 

*7 4 sen a + cos/? = 3, 6 sen a - 2 cos/? = 1 

8 ^3 sen a — cos /? = 1, sen a — 3 cos P — — ^/3 

9 2 sec a — 4 tan /? = 0 , sec a + tan /? = ^/J 

.0 M„ a i_! +1 _ 0 

X y X y 

11 — + - = 1 ———=7 

* y X y 

.,15 16 _ 23 4 7 31 

2* 3y 6 ’ 3x + 2y + 72 ~ ° 

13 ax + by = a 2 + lab + b\ bx - ay = b 2 + 2ab - a 2 

14 ax - by = a 2 - b 2 , bx + ay = 2ab 


Si bien Ios problemas 7 a 12 no son lineales, pueden ser rcsucltos mediante el m6todo 
explicado en esta seccion. 
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► 15 tan kt = tan k 2 = — a 

X X 

► 16 tan k , = tan /c 2 = -- a - 

y y+ * 

► 17 Resuelvase el sistema 

x = x' cos a — / sen a, y = x' sen a 4- y' cos a 
despejando x' e y' en funcion de x e y. 

Delerminese A n B en los problemas 18 a 20 si: 

18 A = {(x, y)|3x - 4y = -7), B = {(x,y)|x + y = 7>. 

19 ^ = {(x, y)|x + y = l),B = {(x, y)|2x + 3y = 4}. 

20 A = {(x, y)|3x + y = 5}, B = {(x,y)| 6 x + 2y = 7}. 

21 Tracese la grafica de {(x. y)|x — y = 3 y x + 2y > 4}. 

22 Tracesc la grafica de {(x,y)|x + 2y = 6 y x - y < 3}. 

23 Tracesc la grdfica de 

(a) *4 = {(x, y)|2x + y > 3}, (b) B = {(x, y)|x - y > 6 }. 

(c) Demu 6 strese algcbraicamentc que 

An B = {(x, y)|x >3 y 3 - 2x < y < x - 6 }. 

(d) Tracese la grafica de A n B. 

24 Tracese la grafica de A = {(*, y)|x > 0. y > 0, x + 3y < 15, y 2x + y < 10}. 

25 Tracese la grafica de |x| + |y| = 1. 

26 Tracesc la gr&fica de |x - 4| + |y — 3| = 2. 

27 Tracese la grafica de 4|x| + 4|y| = 12. 

28 La suma de las dos cifras de un numcro es 9. Si sc invierte el orden de las cifras, cl nuevo 
numero cs 9 unidades menor que el numero primitivo. Determinense los dos numeros. 

29 El valor de cierta fraccion es J. Si cl numerador se disminuyc en 7 y el denominador se 
aumenta en 4, la fraccion rcsultantc tiene por valor Determinese la fraccion original. 

30 La suma de los angulos agudos de un triangulo rectangulo es, evidentementj* 90 
Si cl doble del primero es 40 mas que el triple del segundo, determinense ambos angulos. 

31 Un avion viaja 2.240 kilometros en 7 horas con viento a favor y en 8 horas con viento 
en contra. Determinese la velocidad del avion en aire en calma y la velocidad del viento. 

32 La suma de los rcciprocos de dos numeros es 9. El doble del reciproco del primero es 12 
unidades menor que el cuadruple del reciproco del segundo. Determinense los numeros. 

33 A y B, trabajando juntos, pueden hacer cierta obra en 6 § horas. Despues de trabajar 
juntos por 3 horas. A se enferma y B continua solo, terminando la obra en 85 horas mas. 
^.Cuanto habria tardadc cada uno trabajando solo? 


220 


Algebra y trigonomefria 


34 Detcrmincse ay/?, valores comprendidos entrc 0 y ti/ 2, de modo que: 

2 sen (a + p) = 2 cos (a - P) = ^/T. 

35 Determinensc las coordenadas de los vertices de! triangulo formado por las lineas 

x - y = -3, 3x + 4y = 5, 6x + y = 17. 

36 Verifiquense las coordenadas dcterminadas en el problema 35 en las ecuaciones de las 
lineas dadas. 

37 Demuestrese que las rcctas 

2x - y = 4. x + 3y = 6, 2x - y = 8, x + 3y = -1 
forman un paralelogramo y determinensc sus vertices. 

38 Recordando que y = mx + b representa la ecuacidn de una recta (no paralela al eje y), 
determinensc los valores de m y b de modo que y = nix + b pase por ( — 3,1) y (1,9). 
(Si un punto sc encuentra on una linea, eus coordenadas satisfacen sn ecuacion.) Substi- 
tuyendo estos valores de m y b en la ecuacion y = mx + b, determinamos la ecuacion 
de la recta que pasa por los dos puntos dados. 

39 Utilizando cl metodo del problema 38. detcrmincse la ecuacion de la recta que pasa por: 

(a) (2,3) y (-1,4) (b) (-4,2) y (6,-1). 

40 Determinese la relacidn lineal existente entre la temperatura C cn grades centigrados 
y la temperatura F cn grados Fahrenheit do un cuerpo cualquiera. 

Indicacidn: F = mC + b\ ademas, F = 32 cuando C = 0yF = 212 cuando C = 100. 

8.11. Resolution algebraica de un sistema de tres ecuaciones 
lineales 

Toda ecuacion de la forma 

ax + by + cz = d, (8.26) 

en que a.b.cyd son constantes. y a, b y c no son todas iguales a cero, recibe 
el nombre de ecuacion lineal en tres variables. Una solution de esta ecuacion 
es todo conjunto de tres niimeros x, y y z que satisface la ecuacion. Al igual 
que en el caso de la co. (8.24). hay un numcro infinito dc solucioncs para una 
ecuacion de este tipo. 

Aunque no lo demostraremos en este tibro, la ec. (8.26) puede interpretarse 
geometricamente como la ecuacion de un piano en un sistema rectangular de 
coordenadas dc tres dimensiones. ,, Dos pianos no paralelos se cortan en una 


* Un sistema rectangular dc coordenadas de tres dimensioncs cs una generalization 
de los sistemas de una y dos dimensions estudiadas en las secciones 4.2 y 4.3. Por ejemplo, 
cada punto en el espacio tiene tres coordenadas y se designa por el trio ordenado (x. y, 2 ); etc. 
(Recuerdese el problema 16, seccion 4.3.) 
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linea recta y esta linea corta a un tercer piano, no paralelo a los anteriores. en 
un punto. En general, entonces, trcs pianos tienen un punto comun. Algebraica- 
mente. esto puede interpretarse como que el sistema de ecuaciones 

a lX + b t y + c,z = d u 

a 2 x + b 2 y + c 2 z = d 2 , (8.27) 

a i x + h sy + CpZ = d 2 

tienc una linica solucion para x,yyz. 

Para resolver un sistema de este tipo. seguimos un metodo que es una gene¬ 
ralization del utilizado para resolver el sistema de dos ecuaciones (8.25). Elegimos 
dos de entre las tres ecuaciones y eliminamos una de las variables, obteniendo 
as! una ecuacion con dos variables. Repitiendo esta operation con otro par 
de ecuaciones, obtenemos una segunda ecuacion en 3as mismas dos variables. 
Resolvemos en seguida el sistema formado de dos ecuaciones en dos variables 
y completamos la solucion mediante substitution en una de las ecuaciones ori- 
ginales. Veamos un ejemplo. 

Ejemplo. Resuelvase el sistema de ecuaciones 

2x - y + z = 8, 
x + 2y + 3z = 9, 

4x 4- y - 2z - 1. 

Solucion; Eliminemos z combinando las dos primeras ecuaciones y en 
seguida la primera y la tercera. Multiplicando la primera ecuacion por -3 
y sumando miembro a micmbro el resultado con la segunda ecuacion, tenemos 

— 6x + 3y - 3z = -24 

x+ 2 y + 3 z = _9 

— 5x + 5 y = -15 

6 x - y = 3. 

Multiplicando la primera ecuacion por 2 y sumando miembro a miembro el 
resultado con la tercera ecuacion, resulta 

4x -2y + 2z = 16 
4x -f y — 2z = _1 
8 x - y =17 

Resolvemos en seguida el sistema en dos variables resultante. Dense las razones 
para cada paso. 


8x — y = 17 


x — y = 3 
lx =14 
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Por tanto, x = 2 e y = — 1. Substituyendo estos valores en la primera ecuacion 
del sistema dado, tenemos 

2(2) — (-1) + z = 8. 2 = 3 

Por tanto, la solution completa cs 

x = 2, y = - 1, z = 3 

que puede escribirse (2, — 1,3). Todas las soluciones deben verificarse. 


Problemas 

Resuelvase cada sistema de ecuaciones. 

1 x + 3y — z = 4 ; 3x - ly + 4r = 11 

2 3x — y — 2z = -13 ; 5x + 3y - z = 4 

3 2x - y + 3z = 19 ; 5x - 2y + 4z = 33 

4 6x + 4y - z = 13 ; 5x - 2y + Iz = 18 

5 3x + 5y+2z = 0 ; 12x - 15y + 4z = 12 

6 7x-3y + 4z=18 ; 13x + 6y + 8; = 30 


2x + y + 3z = 13 
2x - 7y + 3z = -36 
3x + 3y — z = 2 
x + y - 8 z = -35 
; 6 x + 25 v — 82 = -12 
; llx — 9y — 12s = 16 


7 2x + 3y = 28 ; 3y + 4z = 46 ; 4z + 5x = 53 

8 x — 3y = -11 ; 2y - 5z = 26 ; 3z - 7x = 2 

9 L-1 + 5 -, ; ? + ?-i 3 = 3 ; ?-f + ‘2 = 4 

x y 2 x y z x y z 

10 x + y + z = a + 6 + c ; bx - ay + C 2 = b 2 ; ax - ay + cz = ab 

11 Dados los tres conjuntos de trios ordcnados 

A = {(x, y, z)\x - 2y + 3a = 4}, 

B = {(x, y, 2)|2x - y + z = - 1}, y 
C = {(x, y, z)|4x + y + 2z = 4}, 

determinese {An B)n C. 

12 La suma de Las tres cifras de un numero es 13. Si se permutan las cifras de las decenas 
y las centenas, el nuevo numero es 90 unidades menor que el original y si se permutan 
las cifras de las unidades y las centenas el nuevo numero es 99 unidades menor que el 
numero original. Determinese el numero original. 

13 Veinticinco monedas, con un valor total de $2.75, consisten en monedas de 5 centavos, 
10 centavos y 25 centavos. Si las monedas de 5 cts fueran de 10. las de 10 fueran de 25 y 
las de 25 fueran de 5, el valor total seria de 3,75. ^.Cuantas monedas de cada denomina- 
cion hay? 


14 Recordemos que la suma de los angulos de un triangulo es 180 . ^Cuales son los tres 
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angulos si la suma de dos es igual al tercer angulo. pcro la difcrencia dc los mismos dos 
es scSlo los dos tercios del tercer angulo? 

15 Si la ecuacion general (4.10) de la circunferencia se desarrolla. puede escribirse en la 
forma x 2 + y 2 + Ax 4- By 4- C = 0. Recordando que las coordenadas de un punto 
de la circunferencia debcn satisfaccr su ecuacion. dctermincnsc los vatores dc A. B y C 
y, por tanto. la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos (1,1), (-2.3), (3.4). 

16 A. By C, trabajando juntos, hacen cierta obra en lj horas. Si A y B trabajan solos tar- 
dan 1? horas, pcro si lo hacen B y C tardan 2f horas. ^Cuanto emplearia cada hombre, 
trabajando solo, en completar la obra? 

17 Rccordemos por la nota al pie en esta seccion que ax + by 4- cz = d representa la ecua¬ 
cion de un piano en un sistema de coordenadas dc tres dimensiones, siendo al mcnos uno 
dc los coeficientes distinto dc ccro. Dividiendo por este coeficiente, la ecuacion equiva- 
lente puede escribirse. por ejemplo, x = ey 4- fz 4- g. Determinesc una ecuacion del 
piano que pasa por los tres puntos (4. 1, 2). (3. 2, 1) y (-6, - 1, -2). 

18 Determinesc- una ecuacion del piano que pasa por los tres puntos (1, —5. —2). (0,5.2) 

y (3,2, — l). 


87f2. Resolution del sistema formado por una ecuacion lineal 
y una ecuacion cuadratica 


En las secciones 8.10 y 8.11 hemos estudiado sistemas de ecuaciones lineales. 
Estos sistemas se pueden generalizar, ya sea considerando un numero de variables 
superior a 3, o bien considerando funciones de grado superior a las lineales. Las 
soluciones de estos sistemas, si existen, son a menudo dificiles de obtener. Consi- 
deraremos una generalizacion simple, pero de gran utilidad. consistente en un 
sistema en dos variables en el cual una de las ecuaciones es lineal y la otra. de se- 
gundo grado o cuadratica. Un sistema de este tipo puede escribirse, en general. 


ax 2 4- bxy + cy 2 -4- dx + ey + f = 0, 

gx 4- hy + k = 0. 


(8.28) 


donde a, b , c, d , e,/. g, h y k son constantes; a, b y c no son todos ceros; y, 
g y h no son ambos cero. Si cada ecuacion (condicion) en la ec. (8.28) se considera 
como definiendo un conjunto de puntos, cuyas coordenadas satisfacen la ecuacion 
respectiva al igual que en la Seccion 8.10, la interseccion de estos dos conjuntos 
tiene por elementos los puntos de interseccion de las dos curvas representadas 
por estas ecuaciones. 

Al igual que en el caso de dos ecuaciones lineales. podemos resolver este 
sistema tanto graficamente como algebraicamente. La grafica de la ecuacion 
cuadratica puede diagramarse despejando una de las variables en funcion de 
la otra y, en seguida, construyendo una labia dc valores. Los puntos dc intersec¬ 
cion de las graficas de las dos ecuaciones se determinan aproximadamente y sus 
coordenadas constituyen las soluciones del sistema. 
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El metodo algebraico mas simple consiste en eliminar una de las variables; 
mas precisamente, despejamos una de las variables en funcion de la otra en la 
ecuacion lineal, substituimos su valor en la ecuacion cuadratica y resolvemos 
esta con respecto a la otra variable. Substituyendo los resultados en la ecuacion 
lineal primitiva, obtenemos la solucion completa del sistema. 

Puesto que ei problema se reduce fundamentalmente a la resolution de una 
ecuacion cuadratica, tendremos como solucion del sistema dos pares ordenados 
reales y distintos, un par ordenado real o ningun par ordenado real. (Rccuerdesc 
la section 8.6.) 

Ejemplo 1. Resuelvase el sistema 


x 2 - 5x - y + 4 = 0, 
x — 4y = 1. 

Solucion algebraica: Si bien es posible eliminar x o y, despejaremos y en 
funcion de x en la ecuacion lineal y subslituiremos esle valor en la ecuacion 
cuadratica, puesto que esta forma aparece como mas sencilla. Asi, 

4y = x — 1 


o 



Por tanto. 



4x 2 - 20x - x 4- 1 + 16 


4x 2 - 21x -f 17 
(4x - 17)(x - 1) 



Luego, x = 1 ox- Substituyendo estos valores en la ecuacion lineal obtene¬ 
mos los valores correspondientes de y = 0, Las dos soluciones son, entonces, 
X = 1, y = 0 y X = V, y = 6 (1,0) y (^, 

Solucion grafica: Las ecuaciones dadas quedan representadas por la para¬ 
bola y la recta cuyas graficas aparecen en la fig. 8-7. Las intersecciones de las 
dos curvas muestran las soluciones ya encontradas por el metodo algebraico. 


Ejemplo 2. Resuelvase el sistema 


x 2 - 2 y 2 4- 3x - 4y + 20 = 0. 

2x - y = L 
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Solution:* Por parecer mas sencillo, despejamos y en la ecuacion lineal y 
substituimos su valor en la ecuacion cuadratica. De la ecuacion lineal, y = 2x - 1 
y. substituyendo en la cuadratica. 

x 2 - 2(2x - l) 2 + 3x - 4(2x - 1) + 20 = 0. 

Simplificando, obtenemos 

x 2 - 8x 2 + 8x - 2 + 3x - 8x + 4 + 20 = 0. 

— 7x 2 + 3x + 22 = 0. 

7x 2 - 3x - 22 = 0. 

(7x + ll)(x - 2) = 0. 

Por tanto, 

x = 2, -V. 

Reemplazando estos valores en la ecuacion lineal, obtenemos los valores corres- 
pondientes de y = 3, —ty. Las dos soluciones son entonces x = 2, y = 3 
y x = -V, y = 6 (2,3) y (~V, -?). 


Problemas 

Resuelvanse los sistemas de los problemas 1 a 6 tanto grafica como algebraicamente. 

1 y = 4x 2 ; y = 8x 

2 x - 2y = 10 ; y = x J + 2x - 15 

3 y 1 = 4x ; x - y = -4 

4 (x - 2) J + (y - 3) J - 4 ; x + y + 3 = 0 

5 (x - 2) J + (y - 3) 3 = 4 ; x + y = 4 

6 xy = 1 ; x + y = 2 

Indication: Rccuerdese la seccion 4.5 para la grafica dc esta ecuacion cuadratica. 
En cada uno de los problemas 7 a 10. determinese A n B si 

7 A = {(x. _v)|y 2 + 2xy — 3x 2 + 7 = 0} ; B = {(x, y)|x — 3y + 1 = 0} 

8 A = {(x,y)|x 2 + y 1 - 2x = 1} ; B = {(x,y)|2x + y - 5 = 0} 

9 A = ((*• yP*y + 6x = 4y] ; B = {(x. ypy - 3x - 4 = 0} 

10 A = {(x, y)|4x 2 + 3xy — 2y 2 — x — y + 1 = 0} ; B = {(x, y)|x — 2y + 3 = 0} 

11 La circunferencia x 2 + y 1 = a 2 y la recta y = rax + b se cortan en dos puntos. son 
tangentes o no se cortan. segun que las soluciones del sistema formado por las ecuaciones 

* La resolucion grafica de estc sistema implica la reprcsentacion grafica de x 2 - 2 y 2 + 
3.x - Ay + 20 = 0. En la Seccion 11.2 estudiarei^os problemas de esta especie. 
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sean reales y distintas, realcs c igualcs o imaginarias. Dcterminese el valor de b en fun- 
cion dc a y m de modo que la recta sea tangenfe a la circunferencia. 

12 Dcterminense las dimensiones de un rectangulo si su diagonal mide 17 centimelros 
y su peri metro es 46 centimetros. 

13 El producto dc un numero de dos cifras por el numero obtenido invirtiendo el orden dc 
estas cifras es 736. Si la diferencia de los dos numeros es 9, determinense los numeros. 

14 A y trabajando juntos, pueden completar cierta obra en horas. Si A trabaja solo 
tardaria 8 horas mas que B en completar la obra. ^Cuanto tardaria cada uno trabajando 
solo? 

15 La suma de dos numeros es 11 y la suma de sus reciprocos es J-J. Determinense los nu¬ 
meros. 



9 

Matrices y determinantes 


En el capitulo anterior estudiamos sistemas de ecuaciones lineales del tipo 

ax + by = u 

cx + dy = V. 

En muchos casos. las propiedades de estos sistemas, en particular cl hccho de 
quc cxista o no una solucion uniea. depende de las propiedades de la disposicion 
de coeficientes 

a bl 
c dj 

Una disposicion rectangular de numeros como esta se denomina mairiz. En este 
capitulo estudiaremos algunas de las propiedades basicas del conjunto de las 
matrices; mostraremos que algunos de los axiomas (pero no todos) de los nu¬ 
meros reales se cumplen para algunos importantes conjuntos de matrices. Indi- 
caremos la forma en que los metodos matriciales se pueden usar no solo para 
determinar si un sistema dado de ecuaciones (iene o no solucibn, sino tambien 
como medio de obtener la solucion. Estos metodos matriciales son muy importan¬ 
tes en la operation de los computadores electronicos de alta velocidad que hay 
en la actualidad. 


9.1. Propiedades basicas de las matrices 

Llamamos mairiz a una disposicion rectangular de numeros, por ejcmplo. 


'1 2 —3 

0 

— — 

3 

0-1 4 

2 



_8_ 


Los numeros 1,2, - 3, etc., que aparecen en la matriz se llaman elementos de 
la matriz. En este texto consideraremos solamente matrices cuyos elementos son 
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numeros reales. Las lineas horizontales se llaman filas o renglones y las verticales 
columnas. En general, si una matriz tiene m filas y n columnas, la llamaremos 
matriz de m x n (elementos). El niimero de filas se indica primero y. en seguida. 
el de columnas. Asi, en los ejemplos anteriores, la primera es una matriz de 2 x 3. 
en tanto que la segunda es de 3 x 1. Designaremos las matrices mediante letras 
mayusculas y utilizaremos parentesis cuadrados* para encerrar la disposition 
de sus elementos. Por ejemplo. 





'o 

2 

"3 2 

-i 



o E = 

1 

3 

1 2 

4 

.5 

-2. 


Para determinar si dos matrices son iguales utilizaremos la siguiente defi¬ 
nition: 

Di-finicion 9.1. Dos matrices A y B son iguales si y solo si 

(1) Las dus dispusiciones rectangulares tienen igual niimero de filas e iyual 
niimero de columnas. 

(2) Los elementos correspondientes son iguales. 

Por ejemplo, si 



2 1 3 

-10 2 



'-1 0 

2 1 C = 

2 1 

3J 



3-2 3" 
2x0 f_' 


entonces, A =A D. B ^ C, pero A = C. 

Si x e y son numeros reales que constituyen una solucion para los sistemas 


a x x + = u, ; a 2 x + b 2 y = u. 


y 


c 2 x + d t y = u, ; c 2 x + d 2 y = v 2 , 

entonces. sumando las dos ecuaciones de arriba y las dos de abajo y usando la 
distributividad. obtenemos 


(a! +• a 2 )* + (bi + b 2 )y = u, + u 2 
(c, + c 2 )x + Id, + d 2 )y = v, + v 2 . 

Por tanto, x e y constituyen tambien una solucion para el sistema cuyos coeficien- 
tes se obtienen sumando los coeficientes correspondientes de los dos sistemas. 


* Otras notaciones utilizan parentesis normales o barras verticales dobles. 
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Utilizamos esta propiedad como motivacion para definir la suma de dos matrices 
con igual numero de filas e igual numero de columnas. 

Di:FiNici6N 9.2. La suma de dos matrices A y B , que designamos por A + B< 
es la matriz tal que cada uno de sus elementos es la suma de los elementos 
correspondientes de A y B. 

En el ejemplo anterior, 


2-1 1+0 

3 + 21 _ 

1 5' 

-I + 2 0+1 

2 + 3 J |_ 

1 5_ 


La suma de dos matrices de 2 por 3 es tambien una matriz de 2 por 3; en 
general, la suma de dos matrices de m por n es tambien una matriz de m por n; 
podemos decir entonces que el conjunto de las matrices de m por n es cerrado 
respecto de la operacion de adicion. Asi, todo conjunto dc matrices con igual 
numero de filas e igual numero de columnas satisface el Axioma 1 A. La operacion 
de adicion de matrices tambien satisface las propiedades de asociatividad y de 
conmutatividad (veanse ejemplos en los problemas 13 y 14), de modo que los 
Axiomas 2A y 3A tambien se cumplen para el conjunto de matrices de m por n. 

Definamos ahora una matriz que sirve de identidad para la adicion de 
matrices. 

Dffinici6n 9.3. Si todos los elementos de una matriz son iguales a 0, entonces 

la matriz se llama matriz cero o nula y se designa por 0. 

Asi, la matriz cero de 2 por 3 es 

“0 0 01 
0 0 OJ 


y A + 0 = A para cada matriz A (se subentiende en este caso que 0 ticne el mismo 
numero de filas y de columnas que A). Por tanto, la matriz 0 es la solucion unica 
de la ecuacion matricial A + X = A y podemos entonces decir que el conjunto 
de las matrices de m por n satisface el Axioma 5A. 

Para hacer ver que todo conjunto de matrices satisface el Axioma 6A, debemos 
mostrar que toda matriz A tiene una inversa aditiva, esto es, una solucion unica 
para la ecuacion matricial A + X = 0. 

Definicion 9.4. La negativa de una matriz A es la matriz cuyos elementos 
son los negativos de los elementos correspondientes de A. Designamos la negativa 
de A por —A. 

Por ejemplo, si 


A = 


2 1 3 
-1 0 2 


. entonces. 
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La negativa - A de una matriz A tiene siempre el mismo numero de filas y de 
columnas que A; por consiguiente, podemos sumar: A + (-/l) = 0. tal como 
se requiere. 

Ahora podemos definir la operation de substruction de matrices del mismo 
modo en que definimos la substraccion de numeros reales en la seccion 2.2. 
a saber. 


A — B = A + (-B); 

Si x e y son numeros reales que constituyen solucion del sistema 


ax + by = u 
cx + dy = v, 

entonces, multiplicando cada ecuacion por el mismo numero k. obtenemos 


(ka)x + ( kb)y = ku 
( kc)x + ( kd)y = kv, 

de modo que a: e y constituyen tambien una solucion del sistema cuyos coeficientes 
se obtienen multiplicando los coeficientes correspondientes del sistema original 
por el mismo numero k. Usamos esta propiedad para motivar la definicion de la 
aplicacion de multiplicacion de una matriz por un escalar (csto es, un numero 
real que actua como «factor escalar»). 

Definici6n 9.5. El producto de un escalar k y una matriz A, designado por kA, 
es la matriz tal que cada elemenio de ella es k veces el elemento correspondiente 
de A. 

Nuevamente, si 


entonces. 


A = 


2 1 3 ' 

-1 0 2 _|’ 


2A = 


4 2 6 

-1 

“1 

1 

1 

u> 

1 

o 

—J 

-2 0 4 

J y - M -L 3 o - 6 J 


Notese que en el caso de que k = -1, obtenemos el resultado (—1)^4 = - A, 
el cual es analogo a la propiedad probada para los numeros reales en la seccion 2.2. 

El conjunto de las matrices de m por n. junto con las operaciones de adicion 
y de multiplicacion por escalar. constituye un espacio vectorial sobre los reales 
(comparese con la seccion 7.3). Veanse los problemas 13 a 24 para el caso de 
2 por 3. 
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•OBLEMA 

Encuentrense los valorcs dc a, b, c y d cn los problemas 1 a 4. 

1 [a b c] = [2 -1 3] 

2 


< 4 


[: g-[-i J] 

[2a 4 3 2b-2 c 4 
A 4 d 


% 

r</ + 3 2 
[c-3 2 

] r a _5 b + i 

2c + 31 

J [ -8 4 

2d J 


+ n r 2 r 

— 2 J [_ — 3 2 


En los problemas 5 a 10, si 


, f2 —1 3"| D f-1 3 0“ 

1 2J y B_ L 2 -1 1 ’ 


encuentrese una matriz de 2 por 3 igual a la expresion dada. 

Q A + B 6 2A + 3B G A-B 

8 3A-2B 9 A + 2(8 — A) 10 -3(A + 28) 

Efectucnse las operaciones indicadas. 


11 

R 

! -1 

x~ 

+ 3 

X 

y 

-1 

2" 



L 3 

y 

2 


1 

0 

3 




3 - 

-r 



a 

b~ 


"o 

-3' 

12 

2 

a 

3 

+ 


-b 

a 

— 

2 

b 



-4 

0 


. 

a 

5_ 


1 

-3 


Si 

. [4 by C,1 f«2 b 2 cl . fflj b , c 3 ] 

1 U e l flJ 2 Ul «2 flJ 3 Us «3 /sj 

son tres matrices de 2 por 3 y k y h son numcros reales, demuestrcse que: 

13 La adicion de matrices es conmutativa, es decir, 

+ A 2 = A 2 + A t . 

14 La adicion de matrices es asociativa, es decir, 

(*4 j 4- *4^) 4 .4^ — -4! 4 (-4 2 4 -4 3 )- 

15 /4j + A 2 cs una matriz de 2 por 3. 

16 Si A % + A 2 = A t + A^ entonces A 2 = A y 

17 /I, + O = A v 18 A x + (—/!,) = O. 

19 k(A x + A 2 ) = kA x + kA 2 . 20 (k + h)A x + hA x + hA x . 

21 0/1, = O. 22 kO = 0. 

23 \ A l =A l 24 k{hA l ) = {kh)A l . 



232 


Algebra y trigonometria 


Resuelvanse las siguicntcs ecuaciones matriciales. esto es, cncuentrese la matriz 



quc satisface la ecuacion dada. 


25 



Indication: Para obtcner cl resultado, hagasc la multiplication escalar del segundo 
miembro, y en seguida. sumcse el inverso aditivo de 



a cada miembro de la ecuacion. 


Resuelvanse las ccuacioncs matricialcs en los problemas 26 a 28. 

»-i] 

1,27 2 * +3 [5 "o | *** [2 J] 


28 2 

p -» 2 i_™_r 5 ° 3 i 

2 4 3j - L -2 1 — 1 


29 Considcrensc las matrices: 





r 3 -1 2i 

3 2“ 



2 3 oj y 

-1 3 

2 


La scgunda matriz sc llama traspuesta de la primcra, ya quc sc obticne intcrcambiando 
filas y columnas. Para una matriz cualquicra A. su traspuesta sc designa por A T . ^Esta 
definida siempre la adicion de A y de su traspuesta A Ti ! Expliquese. 

30 Demuestrese que para toda matriz de 2 por 3 

(a) -A T = ( — i4) r (b) (A T ) T = A. 

i$e cumplen estas propiedades para una matriz cualquiera? 

31 Como resultado de la explication del problema 27, debe entenderse que A + A T esta 
definida si A cs una matriz de n por n, o sea, una matriz cuadrada. Si A y B son matrices 
de 2 por 2, demuestrese que 

A T + B t = {A + B) T . 

32 Con las mismas condicioncs del problema 31. demuestrese que 


A T + B = (A + B T ) r . 



Matrices y determ mantes 233 


9.2. Productos de matrices 

En la section anterior definimos una operation de adicion para matrices que 
tienen igual numero de filas e igual numero de columnas y tambien definimos una 
operation de multiplication de matrices por un escalar. En ta presente section 
definiremos una operation de multiplication de una matriz por otra. 

Primeramente presentaremos una manera de representar una ecuacion 
lineal en forma de producto y en seguida mostraremos la forma en que pueden 
utilizarse las matrices para representar sistcmas de ecuaciones. Si [a, fc] es una 
matriz de 1 por 2 y 



es una matriz de 2 por 1, entonces definimos su producto como 

i a ^ [y] = + by ^’ 

esto es, multiplicamos el primer elemento de la fila por el primer elemento de la 
columna y sumamos a este producto el producto de los segundos elementos. 
Analogamentc, definimos 


[a b c ] 



= [ax + by + cz], 


y asi podemos dar una definicion similar para cl producto de una fila de n elemen¬ 
tos por una columna con el mismo numero de elementos. 

Para representar un sistema de ecuaciones en forma matricial, escribimos 


Por ejemplo. 



Por tanto, obtenemos el elemento 23 en la primera fila y primera columna del 
producto, haciendo el producto matricial de la primera fila [2 3] del primer 
factor con la primera columna [}] del segundo factor. Analogamente, obtenemos 
el primer elemento 39 de la segunda fila del producto, haciendo el producto 
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matriciai de la segunda fila [4 5] del primer factor con la primera columna [*] del 
segundo factor. 

Definiremos ahora el producto de dos matrices A y B donde el numero de 
columnas de A es igual al numero de filas de B. 


Definici6n 9.6. El producto de dos matrices A y B es la matriz AB cuyo 
elemento en la i-esima columna y j-esima Jila es el producto matriciai de la i-esi- 
ma columna de A por la j-esima Jila de B. 

Esta definition puede parecer complicada en un comienzo; sin embargo, no 
sera dificil trabajar con ella una vez que se hayan examinado algunos ejemplos. 

EjEMPLO ILUSTRATIVO 1. Si A y B son matrices de 2 por 2. entonces su pro¬ 
ducto AB es una matriz de 2 por 2; por ejemplo, si 



entonces el elemento de AB en la segunda fila y segunda columna esta dado por 


[4 



4-2 + 5-0 = 8. 


El producto AB es. entonces. 


AB 



2- 1 + 3-7 

2 • 2 + 3 • O' 


"23 4" 

4-1 -1-5-7 

4-2 + 5 • 0 


39 8 


Para todo trio de matrices A. B y C tales que estan definidos los productos 
AB,(AB)C, BC y A{BC). se puede demostrar que vale la ley de asociatividad, 
esto es. A(BC) = (AB)C. Ademas, si AC, BC y A + B estan definidos, tambien se 
cumple la distributividad (A + B)C = AC + BC y si CA, CB y A + B estan 
definidos se tiene C(A + B) = CA + CB. Sin embargo, una de las propiedades 
mas importantes de los niimeros reales, la conmutatividad de la multiplicacion, 
no es valida para la multiplicacion de matrices. Por ejemplo, para las matrices 
A y B del ejemplo ilustrativo 1, se tiene: 


BA = 


l 2 
7 0 


'2 

4 


3 

5 


1-2 l 2-4 1 - 3 | 2-5] TlO 13' 
7 • 2 + 0 • 4 7 • 3 + 0 • 5 J |_14 21 


Por tanto, AB BA. de modo que la multiplicacion de matrices no es conmuta- 
tiva. 

Ejemplo ilustrativo 2. Si 


f~3 2 




1 2 
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podemos determinar AB y BA del modo siguiente: 


(3)(0) + (2)(1) + ( —1)(5) 
(1)(0) + (2) (1) + (4)(5) 

— 3 141 

22 Oj' 


(3)(2) + (2)(3) + (— 1)(— 2) 
(1)(2) + (2) (3) + (4)( — 2) 


BA = 



(0)(3) + (2)(1) 
(1)(3) + (3)(1) 


2 

2 


(5)(3) + (— 2)(1) 


— 1 
4 

' ^ 

( 0 )( 2 ) + ( 2 )( 2 ) 
(1)(2) 4- (3)(2) 
(5)(2) + (— 2)(2) 


2 4 8 

6 8 11 
13 6 -13 


(0)( — 1) 4- (2)(4) 

(1)(— 1) 4* (3)(4) 
(5)( — 1) 4- ( —2)(4) 


En este ejemplo, AB es una matriz de 2 por 2 y BA es una matriz de 3 por 3, 
de modo que no pueden ser iguales. En forma mas general, si A es una matriz 
de m por n y B es una matriz de n por q y cntonces cl producto AB esta definido 
y cs una matriz de m por q. Si m no es igual a q , entonces el otro producto, el de 
B por A , no esta definido. 

En el resto del capitulo consideraremos una clase especial de matrices, las 
matrices cuadradas, las cuales tienen ciertas propiedades algebraicas particulars. 

Si el numero de filas de una matriz es igual al numero de columnas. entonces 
decimos que la matriz es cuadrada. Tales matrices tienen una importancia especial, 
ya que una matriz de n por n corresponde a un sistema de n ecuaciones con n in¬ 
cognitas, sistemas que son de ocurrencia frecuente en algebra. Vercmos que tam¬ 
bien el conjunto de las matrices de n por n satisface varios de los axiomas para los 
numeros reales que estudiamos en el capitulo 2. 

En primer lugar, observemos que la suma de dos matrices de n por n esta 
siempre definida y es tambien una matriz de n por n, de modo que este conjunto 
satisface el axioma de clausura respecto de la adicion. Como dijimos anterior- 
mente, este conjunto satisface tambien la conmutatividad y la asociatividad de la 
adicion. La matriz cero de n por n es la identidad aditiva para el conjunto de 
matrices de n por n y la negativa de una matriz de n por n es tambien una matriz 
de n por n; luego esta coleccion de matrices satisface tambien los Axiomas 5A 
y 6A. 

El producto de dos matrices de n por n es tambien una matriz de n por n, 
dc modo que esta coleccion satisface el axioma de clausura respecto de la multi- 
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plicado 11 . Tambien satisface el axioma de asociatividad respecto de la multi- 
P. cacon pero no el de conmutatividad. como se puede obSrvar al final del 
ejemplo llustrativo 1. El conjunto tambien satisface el axioma de 

nos ne mT" " m ° ment ° que d 1raba J° desarrollado en cl capVtu^ 2 
» Sacar f omo delusion varias propiedades del conjunto de matrices 

h P A J°ru Je T p 0 ’ nuestra demostracion de que a • 0 = 0 para todo a en R no 

stnodJ t ^ dC q " e es ' u ™ ramos ,ra bajand„ co„ el *££%££? 
s no del hecho de que estabamos trabajando con un conjunto que satisfacia 

xit z: r P : ‘r—- 

fare D elT Strare Tx S , al i 10ra qUe el con -l unto de matrices de n por n tambien satis- 

5M ’'° cual 8 " a "‘“ u «“ * - a-S 

^'iTlotan W 7 ' S r T riZ CUadrada de " por " liene elemental iguales 
infer nr\ T i /'T”"! pnnci P al (del extrema izquierdo superior al derecho 

ZIa T 0 a ° e> ' ^ demaS posiciones ’ entonees la matrix se llama matrr 
dented de n par n y se denota por /. loda malriz A de „ £ ” ^Tes 

la mavu identidad , entonces A ■ 1 = I • a = A ; ’ eS 


Por ejemplo, en el caso n = 3, la identidad / seria 


/ = 


0 

1 

0 


0 

0 

1 


Ejhmplo ilustrati vo 3. Si 


A 


••4. 


A 



e / 


■[::} 


dcmuestrese que Al = A = I A. 

Solution: 

61 n o"| = f(fl)(i) + (6 ) (0) (a)(0) + (*)(in 



(C)(1) + (d)(0) (C)(0) + (d)(1)J 


IA = 


«1 Rl)(a)-f(0)(c) (l)<b) + (0)(d)l 

'J L<0)(a) + (l)(c) (0)(b) + (l)(d)J 
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Problemas 

Efectuese la multiplication indicada cn cada uno dc los problemas siguientes 


1 

"1 3 

ir 

-1 0” 



2 

2 

3 lp 

— 

n 




2 4 

JL 

2 1. 




_-l 

sJLo 

3J 



3 

"1 3 

ir 

-5 2" 

• 


4 

'o r 

IP 2 1 





.2 5 

JL 

3 1_ 




2 3. 

JLl 3j 





2 

1 

3“ 


1 

2 r 


1 

3 2 


"-3 

‘-2 

f 

5 

-1 

3 

0 


-3 

0 1 

6 

-1 

0 6 


2 

4 

0 


4 

2 

-1 


1 

2 3 

j 


5 

-1 4 


3 

5 

1 


3 

-2 [2 I 3]. 

1 l o 

' r 

En los problemas 9 a 13, si 


[° l][o 1 °2 -!} 


^ = [o "!} fi = [2 J) * C = [ \ -5} 


cncuentrcnsc matrices dc 2 por 2 igualcs a las expresioncs dadas. 
9 A(B + C) 10 (AB)C 

11 A T B T 12 {AC) T 

13 C T (BA) 

14 Expliquesc como el producto matricial 

[:; at) 

igualado a la matriz es equivalente a 

y = c lf a 2 x + b 2 y = c 2 . 

Recuerdese la ec. (8.25). 

15 Escribase el conjunto de ecuaciones 

x + 2y = 4 
3x - 2y = - 12, 


en 


forma de ecuacion matricial y resutivase para la matriz j. 
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16 Resuelvasc ia ecuacion matricial 

[2 —5] *“[-19} donde *=[)} 

17 Resuelvasc la ccuacion matricial 

[9 2]•*■ = [”9]- donde x = [*]■ 

% 

18 Verifiqucse si la ccuacion matricial 

[-2 2] .■»-[_? "!] 

por solucion. 

19 ( ;Sat isface 



la ecuacion del problems 18? 

20 ^Existe una matriz A de 2 por 2 tal que 

X = A \°0 0 } donde X = [- 2 \ ~4 ? 

21 Haciendo AfAf = X 2 % ^satisfacc 

la ecuacion X* - 3X + 21 = O? 

Si A % B y C son matrices de 2 por 2, demuestrense las proposicioncs de los proble- 
mas 22 a 25. 

22 (AB)C - A(BC) 23 A{B + C) = AB + AC 

24 AO = OA = O 25 [AB) T = B T A T 

26 Domuestrese que el producto de dos matrices puede scr la matrix cero. aunque ninguna 
de ellas sea cero. Sean 

“[!:] > -[-! - 5 ] 

27 Demuestrese que el cuadrado de una matriz puede ser la matriz cero aun cuando la 
matriz misma no sea cero. 
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Indication: Considered 



28 Sean 

*“[2 3 y B= [ 2 -!]■ 

Demuestresc que AB = /. En este caso. cada una de las matrices se denomina inversa 
multiplicativa dc la otra. Viasc la seccion siguiente. Demuestresc que tambicn BA = I. 

29 Demuestresc que AB = I y BA = I si 

•<-[ 2 1]» *-[i i]- 

30 Toda mairiz A tal que AA T = / sc llama mairtz onogunal. Deniuesucsc que cada uua 
de las matrices siguicntcs cs ortogonal. [En (c), <t> es un angulo cualquiera.] 

1 1 

72 "72 

1 1 ’ ' —cos <)> sen (f> 

75 72 J 

31 Sea 



Demuestresc que si A cs ortogonal, entonces(1) a 2 + b 2 = 1, (2) c 2 + d 2 - 1, (3) ac + 
bd = 0. 

32 Enunciese y demuestresc la reciproca de la proposition formulada en el problema 31. 

9.3. Inversas multiplicativas de matrices 

En el capitulo 2 consideramos ecuaciones de la forma ax = b para ntimeros 
reales a y b y demostramos que esa ecuacion tiene una solution unica si a ^ 0. 
Esto se deduce del importante hecho de que todo a ^ 0 en R tiene un inverso 
multiplicative: esto es, existe un numero real unico l/a tal que a- (1/a) = 1 y 
(1/a) a = l. 

En este capitulo consideraremos el problema correspondiente para matrices 
de n por n. <,Bajo que condiciones existe una matriz unica X tal que AX = 11 
Por sencillez. nos limitaremos al caso de matrices de 2 por 2 en las cuales los 
calculos se pueden desarrollar en forma simple. 

Dkfinici6n 9.8. Si existe una matriz unica X de n por n tal que A • X = /, 
entonces se dice que X es la inversa multiplicativa de A y escribimos X = A " l . 
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Ejemplo ilustrativo 1. /•/ = /. de modo que / es su propia inversa 
multiplicativa; tambien 


1 0 
0 -1 


-1 

0 



—1 

1 

o 

1 

ir-i oi- 

'1 o' 

L o L 

l 

—i 

o 

_1 

i_T 


de modo que tambien estas dos matrices son sus propias inversas multiplicativas. 
Ejemplo ilustrativo 2. Si 


entonces 



A X = 


1 

0 



de modo que X = A ~ *. Observese que en este caso se tiene tambien X ■ A = I. 
En general, se cumple que si A • X = /, entonces tambien X A = /. aun cuando 
el producto de dos matrices no siempre es conmutativo. 

Ejemplo ilustrativo 3. Sabemos que O-A' =0, para todo X, de modo 
que no existe inversa multiplicativa para la matrix cero. Ademas, existen matrices 
diferentes de cero que tampoco tienen inversas multiplicativas; por ejemplo. si 





entonces 


De esto se sigue que, independientemente de la forma en que elijamos los 
elementos x, y, z y vv, nunca podremos obtener un 1 en la esquina inferior derecha, 
de modo que no puede haber solucion para la ecuacion CX = I; esto es. la matriz 
C no tiene inversa multiplicativa aun cuando C # 0. Por tanto, el conjunto de las 
matrices de n por n no satisface el Axioma 5M (si n > 1). 

Determinaremos a continuacion las condicioncs precisas bajo las cuales puede 
existir una inversa multiplicativa para una matriz de 2 por 2. 

Supongamos que 


a b 
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Si A tiene una inversa multiplicativa, entonces tenemos una matriz 


X = 


::] — [:;][::]-[! :]• <«> 


o, utilizando la Definition 9.6, esto es equivalente a 

ax + bz = 1, ex + dz = 0. 
ay + bw = 0, cy + dw = 1. 


(9.2) 

(9.3) 


Si eliminamos z y en seguida, en forma analoga, x, de las ecs. (9.2) obtenemos 


(ad — bc)x = d y (ad — bc)z = — c. 


(9.4) 


Aplicando el mismo metodo a las dos ecuaciones en (9.3), obtenemos tambien 


(ad - bc)y = -b y (ad - bc)w - a. 


(9.5) 


Si estas ecuaciones se resuelven respecto de x.y.zy w (lo cual puede hacerse 
si ad - be J= 0). tenemos 


X ad - be ~ ad - be 


(9.6) 


y — - = -* 

ad - be ad - be 


(9.7) 


Resulta que si cl numcro real ad - be es distinto de cero, entonces existe 
una matriz unica X que es solucion de la ecuacion AX = /. Este resultado puede 
resumirse en el siguiente teorema. 


Teorema 9.1. Si 


-[: i] 


es una matriz de 2 por 2 con ad - be 0 t entonces existe una inversa multi¬ 
plicativa A " 1 de A dada por 


- 1 - d ~ b 1 

ad - be c a J' 
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Ejemplo ilustrativo 4. Si 



entonces ad — be = 2 ■ 4 — (— 1) • 7 = 15, de modo que A 1 existe y esta dada por 



Verifiquemos este resultado: 



Ejemplo ilustrativo 5. Si 



entonces ad - be = 2 • 4 — 1 • 8 = 0, de modo que no podemos usar el metodo 
anterior para encontrar una inversa multiplicativa para A. 

En la seccion que sigue, estudiaremos el numcro ad - be y demostraremos 
que, si una matriz dada de 2 por 2 tiene una inversa multiplicativa. entonces este 
numero es diferente de cero. 


Problemas 

En los problemas 1 a 8 , cncuentrese la inversa de la matriz dada, si existe. 

■[-] 3 pq 

7 p 2] 

9 Demuestrese que I ~ 1 = /, siendo / la matriz identidad de orden 2. 

10 Para toda matriz ortogonal A, ^.cual es la rclacion entre A~' y A T 1 Recuerdese el pro- 
blema 30 de la seccion anterior. 


a, 6 , c, 
a 2 b 2 c 2 
63 c 3 


11 Sea A la matriz de 3 por 3 
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Supongase que existe una inversa A' 1 tal que AA~ l = /, siendo 1 la matriz identidad 
de 3 por 3. Demuestrese que deben resol verse nueve ecuaciones para determinar A " 1 y 
expliquese c6mo pueden obtenerse estas ecuaciones. 

En los problemas 12 y 13, sean 

y "-[5 1 } 

y supongase que existe la inversa de cada una. Demuestrese que 

12 M r r , =(>r , ) T 

13 {AB)~ l = 


9.4. Determinantes de orden dos 

En la seccion anterior estudiamos las inversas multiplicativas de las matrices 
de 2 por 2 y demostramos que una matriz A tiene una inversa multiplicativa A ~ 1 
si cierto numero real asociado con la matriz es diferente de cero. En la presente 
seccion estudiaremos este numero con mayor detalle y demostraremos un reci- 
proco del Teorema 9.1 en relacion con las inversas multiplicativas. 

Definici6n 9.9. Si A es una matriz de 2 por 2 dada por 

l_ a 2 

entonces el determinante de A se define como el numero real 


a 2 b 2 


= a y b 2 - a 2 b 


El simbolo b(A) se lee «delta de A» o «determinante de A». 

EjEMPLO 1LUSTRAT1VO 1. 


Si A - 

"3 2 
_5 4_ 

, entonces S{A) = 

3 2 
5 4 


‘3 2 


3 2 

Si B = 

6 4 

, entonces 5(B) = 

6 4 


= 3-4 - 5-2 = 2. 
= 3 • 4 - 6 • 2 = 0. 


Ejemplo ilustrativo 2. Si 
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entonces 


< 5 (/) = 


= 11 - 00 = 1 . 


Definici6n 9.10. Si A es una matriz de 2 por 2 y S(A) = 0, entonces se dice 
que A es singular; si 5(A) ^ 0, entonces se dice que A es no singular. La matriz A 
del ejemplo ilustrativo 1 es no singular . en tanto que la matriz B es singular. 
La matriz identidad I de 2 por 2 es no singular. 

El resultado del Teorema 9.1 en la seccion anterior expresa que toda matriz 
no singular de 2 por 2 tiene una inversa multiplicative. 

Demostraremos ahora una propiedad de los determinantes de las matrices 
dc 2 por 2 que es util para demostrar un reciproco del Teorema 9.1. 

Teorema 9.2. Para dos matrices cualesquiera de 2 por 2, A y X y se tiene 
5(AX) = <5(/l)<5(.Y); esto es. el detenninante dpi prnducto es igual al producto 
de los determinantes. 

Demostracion: Si 

A '' 

Ai/ j~ hi I P 




enionces 


AX 


ax + bz ay + bw 
cx + dz cy + dw 


dc modo que (5(/l)<5(A') = (ad - bc)(xw - zy) y 8(AX ) = (ax + hz)(cy + dw) - 
(cx + dz)(ay + bw) y cada una de estas expresiones es igual a adxw + cbzy - 
cbxw — adzy. 

Teorema 9.3. Reciproco del Teorema 9.1. Si A tiene una inversa multi¬ 
plicativa. entonces 8(A) 0. 


Demostracion: Si existe una solucion X para la ecuacion AX = 1. entonces 
8(A)8(X) = 8(AX) - 8(1); pcro «5(/) = 1 y, por tauiu, 6(A) no puede ser cero. 


friOBLEMAS 

Calculense los determinantes en los problemas 1 a 6. 


3 4 
5 6 

2 I 6 

|3 -2 

3 

-2 3 
-5 6 


8 0 

ft 1 sene 

cos 0| 

sec# 

an 0 

1 2 

Zj J “ cos 0 

sen 0| 

tan 0 

seed 


4 
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' 1} Demuestrese que si A es una matriz de 2 por 2 y k es un cscalar real, entonccs S{kA) = 
k 2 S(A). 

8 Dcmuestresc que si <5</t) ?£ O.lcniendo. por tanto, A una inversa multiplicaliva .4. entonces 
S(A ” 1 ) = 

9 Dcmuestresc que si A y B son matrices no singulares de 2 por 2. entonces AB y son 
ambas matrices no singulares de 2 por 2. 

Indication: Considcrensc los determinantes dc AB y BA. 


3 2 
lx 4 


= 0 


10 Despejese x en: 

12 Demuestrese la identidad: 

= 2(x - 2). 


& 


2x 3 
-5 -4 


7x 


x - 2 3 
x - 2 5 


Despejese x en : 

13 Dcmuestresc la identidad: 

a - b 0 1- . w 

1 C - J sia ~ b)ic - d) ■ 


14 ( ;Para que valores dc x es 


x 5 
125 x 


> 0 ? 


15 (,Que puede dccirse de la naturaleza de las raiccs de ax 2 + bx + c = 0 si 


b 4 a 
c b 


>0. =0, <0? 


16 Demuestrese que si 


A i= 


a, />, 
*>2 


e / = 


1 0 
0 1” 


entonces 


6(A - xl) = x 2 - ( a j + b 2 )x + 6(A). 

Esta expresion se llama polinomio caracteristico de A (en este caso es de grado 2). 

17 Si el polinomio caracteristico se iguala a cero. obtenemos la ecuacion caracteristica 
de A. Las raices de esta ecuacion sc Hainan raices caracteristicas. Determinense las raices 
caractcristicas dc 


(a) 


[o J] 


(b) 


r* g 


9.5 Solution de sistemas de ecuaciones mediante matrices 

A1 comienzo del capitulo mostramos como podian utilizarse las mairices 
para describir sistemas de ecuaciones lineales y en seguida obtuvimos varias 
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propiedades algebraicas de las matrices, en particular del conjunto de matrices 
de 2 por 2. En esta seccion, mostraremos la forma en que pueden utilizarse las 
propiedades algebraicas de las matrices de 2 por 2 para analizar y resolver siste- 
mas de dos ecuaciones lineales con dos incognitas. En la proxima seccion indi- 
caremos como algunas de estas ideas pueden extenderse al caso de sistemas 
lineales de orden superior, esto es, con un numero mayor de ecuaciones y de 
incognitas. 

Al estudiar el algebra de los numeros reales en el capitulo 2, consideramos 
ecuaciones de la forma ax = b, y demostramos que si a tenia un inverso multi¬ 
plicative 1/a, entonces podiamos resolver la ecuacion multiplicando ambos 
miembros por 1/a y utilizando la propiedad de asociatividad para obtener 
(1 /a)b = (l/a)(ax) = ((l/a)n)x = 1 • x = x. 

Analogamente, si la matriz A tiene una in versa multiplicativa A~ l , podemos 
resolver la ecuacion matricial AX — B multiplicando ambos miembros a izquier- 
da por A ~ 1 y obtenemos A ~ 1 • B = A~ l (A X) = (A ~'A )X = IX = X. 

Iiustraremos este proceso con algunos cjcmplos. 

Ejemplo ilustrativo 1. Si 


‘5 3' 

= .3 2J' 


entonces 5(A) — 1 y A~' = 


2 -3 
-3 5 


] 


Si 


A - = I" I y B = 
entonces la ecuacion matricial AX = B, cs deeir. 


■[;] 


D 3 [;]■[;] 


tiene por solucion 
X 


= A~'B = 


2 -3 

3 5 


2 4 + (-3)- 
(-3) 4 + 5 




Ejemplo ilustrativo 2. Si A y X son como en el ejemplo anterior y si 



entonces la solucion de AX = C es 


X = A~'C = 
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Dado un sistema de ecuaciones lineales, podemos expresar este sistema en 
forma de ecuacion matricial y aplicar el metodo matricial para obtener una 
solucion del sistema de ecuaciones. Por ejemplo, dado cl sistema de dos ecuaciones 
en dos incognitas 


5x + 3 y = 4, 3x + 2 y = 3, 
podemos reescribirlo en forma de ecuacion matricial 

G 3H-GJ 

que es el mismo problema que ya analizamos en el ejemplo ilustrativo 1; por 
tanto, la solucion del sistema de ecuaciones es x = — 1 e y = 3. 

Es util disponer de una formula explicita para las soluciones x e y de un sis¬ 
tema de ecuaciones 


a,x + b x y = c„ a 2 x + b 2 y = c 2 . 


el cual puede escribirse como AX = C, donde 



Si 3(A) _ a x b 2 - a 2 b x jt 0, entonces A 1 existe y esta dada por el Teorema 9.1 
Lucgo, 


X = A~'C = 


1 

5(A) 


b 2 -I >1 Cl _ 1 Z> 2 C, + (-ft,)c 2 

-a 2 a, c 2 <5(/l) (-rfl 2 )Cj + a x c 2 



Se sigue que las soluciones x e y del sistema 


a x x + b x y = c„ a 2 x + b 2 y = c 2 
puedcn escribirse mediante determinantes como 


Cl 

b. 


n i 

C l 

Cl 

b 2 


a 2 

C 2 


b 1 

> y — 

«! 

br 

a 2 

b 2 


a 2 

b 2 


(9.8) 


Esta formula explicita para la solucion de un sistema de dos ecuaciones lineales 
en dos incognitas es un ejemplo de la Regia de Cramer, metodo que puede generali¬ 
ze rse para resolver sistemas de n ecuaciones en n incognitas. Estas formulas son 
identicas, para el caso de 2 por 2, con las formulas desarrolladas algebraicamente 
en el ejemplo 3 dc la seccion 8.10. 
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Problemas 


Resuelvansc las ecuaciones matriciales siguientes tal como en el ejemplo ilustrativo 1: 


1 

2 

3 

4 


[s -®H4 

[5 -®]-[-S] 

[9 2]^ = [ t ] d ° nde 


Encuentrese una matriz 





Indication: Multipliquense ambos micmbros por la inversa de una matriz. 

5 Expliquese por que la ecuacion matricial AY = D tiene siemprc una solucion si A cs 
una matriz no singular de 2 por 2 y X y D son matrices de 2 por 2. 

6 Demuestrese que la matriz 



es una soluci6n de la ecuacion 



<t Por que los metodos de esta seccion no sirven para encontrar la solucion de esta ecuacion? 

Problemas 7 a 12: Utiliccsc la f6rmula cxplicita dada al final dc la scccion para encontrar 
soluci ones a los sistemas dc ecuacioncs en los problemas 1 a 6 de la seccion 8.10. 


9.6. Determinantes y sistemas de ecuaciones de orden tres 

Hasta ahora hemos considerado matrices de 2 por 2 y sistemas de dos ecuacio- 
ncs lincalcs cn dos incognitas. En la presente scccion, veremos como cstas misnias 
tecnicas pueden extenderse a matrices determinantes y sistemas de orden 3 e 
indicaremos brevemente como estas ideas pueden tambien extenderse a sistemas 
de orden mayor que 3. 

Tal como en el caso de los sistemas de orden 2, podemos escribir un sistema 
de ecuaciones lincalcs dc orden 3 cn forma matricial como siguc. El sistema 

n,x + b t y + c,z = d t 
a 2 x + b 2 y + c 2 z = d 2 
W + b 2 y + c 3 z = d 3 



Matrices y determinants 249 


se abrevia como AX = D. donde 


A = 


a 2 


b 2 





r.x'l 


V 

,Y = 

i 

_1 

o 

II 

d, 

d 3 


Si existe una inversa muhiplicativa para la matriz A, entonces podemos en- 
contrar una solucion para la ecuacion mairicial AX = D multiplicando ambos 
miembros de la ecuacion por A~ 1 y obtenemos X = A 'D. 

Ejemplo ilustrativo 1. El sistema 


3x - z = 3 

- 3x + y + 2 = 2 

— 5x +2z = 4 


puede escribirse AX = D donde 


3 0 - l 1 


X 


3 

-3 1 1 

. A’ = 

y 

II 

2 

-5 0 2_ 


_ 


4 


En esle caso. la matriz A tiene una inversa A 1 dada por 



2 0 1 
1 1 0 
5 0 3 


ya que 


2 0 1 


3 0-1 


1 0 0 

1 1 0 


-3 1 1 

= 

0 1 0 

5 0 3 


-5 0 2 


0 0 1 


Por tanto. podemos encontrar una solucion X = A 'D como sigue: 



.X 


‘2 

0 

l" 


V 


'2 • 3 + 0 • 2 + 1 • 4 


'io‘ 

X = 

y 

— 

1 

1 

0 


2 

=: 

1 -3 + 1 -2 + 0-4 

— 

5 


z 


5 

0 

3 


4 


5-3 + 0-2 + 3-4 

\ 

27 


Podemos verificar el resultado haciendo ver que x = 10. y = 5 y z = 27 dan una 
solucion para el sistema original. 

Es evidente que podriamos haber resuelto el sistema de ecuaciones directa- 
mente por medio de metodos algebraicos y sin introducir matrices, tal como en la 
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seccion 8.11. Una de las ventajasdel enfoquematricial esque. una vezencontrada 
la inversa de la matriz de Ios coeficientes, es facil determinar las soluciones para 
cualquier matriz D de valores en el segundo miembro del sistema. 

Ejemplo ilustrativo 2. Para resolver cl sistema 


3* - z = 21 
-3.V + y + z = 10 
-5a + 2z= 3 


procediendo como en el ejemplo ilustrativo 1, obtcnemos 


X 


2 0 1 


21 


45 

y 

= 

1 1 0 


10 

= 

31 

z _ 


5 0 3 


_ -li 


114 


Fstas manipulaciones matriciales sc adaptan muy bicn a los computadores 
de alta velocidad. Metodos similares a los anteriores sc pueden utilizar para 
sistemas de n por n. La dificultad para aplicar los metodos matriciales esta en 
que a mcnudo se requieren muchos calculos para encontrar la inversa de una ma- 
triz e incluso para demostrar que esta inversa existe. En el caso de 2 por 2, cstaba- 
mos seguros de la existencia de la inversa multiplicativa en cuanto sabiamos que el 
determinante era diferente de cero. Definiremos ahora un determinante para 
una matriz de 3 por 3 e indicaremos en seguida como interviene este determinante 
en la rcsoiucton de un sistema lineal de orden 3. 


Consideremos ahora la matriz cuadrada de orden tres, 



a. 

<>2 



(9.9) 


Por cada elemento de esta matriz, existe una matriz de orden 2 que se obtiene 
elimmando la fila y la columna en que el elemento se encuentra. El determinante 
de orden 2, asociado con la matriz asi obtenida, se llama menor del elemento 
considcrado. Por ejemplo, designando el menor de un elemento cualquiera por 
la ictra mayuscula correspondiente, tenemos 


d(Ay) = 

b 2 c 2 
h s' 

■ < 5 (^ 3 ) = 

Oy Cj 

, S(C 2 ) = 

Uy by 




a 2 c 2 


b 3 


Definamos ahora el determinante de la matriz de orden tres de la ec. (8.4) como 


<5(M) = 


i "i Ci 


n, by 
a 2 b 2 c 2 
a 3 b 3 c 3 


= a 1 5(A l )-b l 6(B l ) + Ci 6(Cy). 


(9.10) 
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Ejemplo 1. Calculese el determinante de la matriz 


2-13 
3 -2 1 

4-3 2 

Solution: 

2 -1 3 

3 -2 1 
4-3 2 

= 2( —4 + 3)+ 1(6 - 4) + 3(-9 + 8) 
= -2 + 2 - 3 
= -3. 


= 2 


2 1 
3 2 


-(- 1 ) 


3 1 

4 2 


+ 3 


3 -2 

4 -3 


Podemos expresar el determinante &(M) en funeion explicita de Ins elementos 

de M como sigue 


6 (M) = 


“2 


«3 


b i 

b 2 

b 3 



c 2 

c3 



c 2 

C 3 


+ c 


a 2 

a 3 


b 2 
b 3 


= a x (b 2 c 3 - b 3 c 2 ) - b t (a 2 c 3 - a 3 c 2 ) + c,(a 2 b 3 - a } h 2 ) 

= + a 2 b 3 c l + a 3 b 2 c 2 - a { b 3 c 2 - a 2 b t c 3 - a 3 b 2 c y (9.11) 


Problemas 

Encuentrcnsc soluciones para los siguicntes sistemas de ecuaciones utilizando los 
metodos de los ejemplos ilustrativos 1 y 2: 

1 3x - z = 4 ; -3x + .v + 2 = 0 ; -5x + 22 = 7. 

2 2x + 2 = 10 ; x + y = 5 ; Sx + 3z = 27. 

Calculese cada uno de los determinantes de los problemas 3 a 6. 


1 

2 

3 


-1 

2 

-3 


2 

1 

3 


1 

-1 

1 

3 -2 

-1 

-2 

4 

2 

-1 

-4 

5 

-1 

4 

7 

6 

4 

2 

10 

3 

1 

4 


3 

-2 

1 


4 

2 

6 


2 

2 

6 


Utilizando los valores de la ec. (9.11), verifiquese que 

► 7 S(M) = —a 2 6(A 2 ) + b 2 6{B 2 ) - c 2 5{C 2 ). 

► 8 6(M) = £J 3 i5Mj) - b 3 S(B 3 ) + c 3 S(C 3 ). 

9 ^(iW) = fl 1 5M 1 )-o J ^/l J ) + M(>‘3)- 

10 S(M) = -M(B.) + b 2 S(B 2 ) - b 3 S(B 3 ). 

11 SIM) = c^(C,) - c^(C 2 ) + c 3 <5(C 3 ). 
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Observation: El determinante de ordcn Ires 6(M) podria haberse deHnido tambien 
mediante cualquiera de las ecuaciones dadas en los problemas 7.8.9.10 u 11. La defini- 
cion de la ec. (9.10) da el desarrollo de 6(M\e n menores segun loselememos de la primera 
nia. Los problemas 7 y 8 dan el desarrollo en menores segun los elementos de la segunda 
y tercera filas. respectivamenle. Los problemas 9, 10 y II dan el desarrollo segun las 

m nmnac ° 


12 

13 

14 


Desarrollense los determinantcs en los problemas 3 a 6 en menores segun los elementos 
de una flla o columna quc no sea la primera. 

Utilizando los resultados de los problemas 7 a 11 y la ec. (9.11). demuestrese la proposi- 
cion siguiente: el determinante de una matriz de orden Ires puede expresarse como 
a suma de ires produclos que se forman multiplicand© cada elememo de una fila (o co¬ 
lumna) por el mcnor correspondienle, asignandole a cada producto un signo mas o 
menos segun que la suma de los niimeros de la fila y la columna en que el elemento 
esta ubicado sea par o impar. 

Demuestrese que 


*1 

y\ 

1 



^2 

yi 

1 = X l >’» 

_ x * j’l . x 2 

yi 


y 3 

i *2 y 2 

y 3 x 3 

>’3 


15y Utilizando la fig. 9-1 y recordando que el area de un trapecio cs J(/j, + b 2 )h , siendo 
y b 2 sus bases y I, su altura. demuestrese que el area K del triangulo ABC en funcion 
de las coordenadas de sus vertices es 


K = area de ADEC + CEFB - ADFB 

x, y, 1 
= i *2 yi i 
y 3 i 

Indication: Utiliccse el problema 19. 

16 Determinesc cl area del triangulo euyos vertices son (x, y), (2. 3) y (5. -1). (Vease fig. 9-2.) 
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17 Determinese el area del triangulo cuyos vertices son los puntos 

(a) (2,3), (5,4) y (4,7) (b) (-4,2), (-2, -3) y (3,-1) 

18 Determinese la ecuacion de la recta que pasa por (-2. -4) y (3, 5), utilizando el metodo 
indicado en esta section. 

► 19 La proposition de que el area del triangulo descrito en el problema 16 es igual a cero 
cs equivalente al hecho de que el punto (x, y) es colineal con (2, 3) y (5, — I). Utilizando 
cste hecho, determinese la ecuacion de la recta que pasa por (2,3) y (5, -1). 

20 Dos rectas no paralelas se cortan siempre en un punto. La condition para que tres rectas, 

a x x + b x y = c lf a 2 x + b 2 y = c 2y a 3 x + b 3 y = c 3 , 

pasen por un mismo punto (sean concurrentes) es que el determinante de la matriz 

a x b x c x 
a 2 b 2 c 2 

a 3 ^3 C 3 

sea igual a cero. Suponiendo que csto es verdadero. demuestrese que las rectas 
x - 2y = — 3, 3x - y = 1, 5x - 2y = 1 son concurrentes. 

21 Determinese el valor de x si 


1 

2 

5 



1 2 

-3 

1 

X 

5 

= 0. 

(b) 

1 X 

-3 

3 

-1 

2 



1 4 

—x 


22 Demuestrese que el sistemadeecuacioncs3x - 2y + 11 = 0,x - y + 5 = 0,2x + y = 2 
tiene una solution y determinese. 


9.7. Determinantes de orden n 

Como es de suponer, existen determinantes de matrices de orden finite 
arbitrario. Para estudiarlos y considerar sus propiedades generales, es conveniente 
utilizar una notacion distinta para la matriz y sus elementos. Designemos la 
matriz por M y un elemento cualquiera por a u (lease «a sub donde i indica 
el numero de la fila y j el numero de la columna en que el elemento en cuestion 
se encuentra. La notacion para determinantes aqui utilizada fue introducida por 
el matematico ingles A. Cayley (1821-1895), De acuerdo con esta notacion, 


laec. 9.11 se escribe 



Ol2 

«13 

<5(M) = 

°2 1 

<*22 

^23 


" 3 . 

*32 

«33 


= fl Il( fl 22 fl 33 “ a 23 a 32) “ ^12( fl 21 fl 33 “ a 2$ a 3\) 

+ fll3^21%2 “ a 22 a 3l) 


= ^11^22^33 + a i2 a 23°3l + a \3 a 2l Q 32 ~ a i\ a 23 a 32 

— Ui2^21 fl 33 “ a l3 a 22 a 3l- 


(9.12) 
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De esta expresion se ve claramente que cada uno de los seis productos consiste 
de un, y solo un, elemento de cada fila y cada columna. Cada producto se ha 
ordenado colocando los primeros subindices en orden numerico natural. A excep- 
cion del primer termino, los segundos subindices no estan en orden natural. 
Consideremos el numero de inversiones de los segundos subindices, es decir, 
el numero de veces que un entero precede a otro menor que el. 

Segundos subtndices Numero de inversiones 

12 3 0 

2 3 1 2 

3 12 2 

13 2 1 

2 13 1 

3 2 1 3 

Dc csta tabla, vcmos que los productos pusitivus tienen un numero par de 
inversiones, en tanto que los negativos tienen un numero impar. Luego. el 
signo de cada termino puede expresarse como (-l) fc , donde k es el numero 
de inversiones. Mediante una generalization directa de esta consideracidn defi- 
nimos el determinante (de orden n) de la matriz cuadrada de n por n elementos. 
La expresion * 


flu 

A1 2 

fll3 

- 


°21 

a 22 

fl23 

"■ «2r 


«31 

«32 

flj3 

"• A3, 


0«'l 

fl«2 

«n3 

- °nn 

(9.13) 


es el determinante de orden n asociado con una matriz M dc n por n; esto es, 
definimos una funcion 5 : M —> 6(M ), donde M es una matriz de n por n y <5(Af) 
esta dado por la ec. (9.13). El valor de 6{M) es igual a la suma algebraica de todos 
los productos que se pueden formar tomando un, y solo un, elemento de cada 
fila y cada columna. El signo de cada producto se elige como (-1)\ siendo k el 
numero de inversiones de los segundos subindices cuando los factores se ordenan 
segun el orden numerico natural de los primeros subindices. 

En todo producto posible de n elementos con los primeros subindices en 
orden natural, el segundo subindice del primer elemento puede ser uno cualquiera 
de n numeros, el subindice del segundo elemento uno cualquiera de los n - 1 
numeros restantes y asi sucesivamente, de modo que hay /i!* = n(n — 1)(« - 2) — 
2• 1 terminos en el desarrollo de S(M). Por ejemplo, hay 3! = 6 terminos en el 


Productos positivos 
Productos negativos 


* El simbolo n ! (lease «n factorial))) indica el producto de los enteros positivos de 1 a n. 
Especificamente, 1!= 1. 2! = 2, 3! = 6, etc. Este simbolo sera utilizado en capitulos 
posteriores. 



Matrices y determinantes 255 


desarrollo del determinante de orden 3, como ya lo vimos; 4! = 24 terminos en el 
de orden 4 y 5! = 120 en el desarrollo del determinante de orden 5. Debido al 
gran numero dc terminos que contiene el desarrollo de un determinante de orden 
alto, nucstra definicion no nos proporciona un metodo conveniente para calcular 
el valor de un determinante de ese tipo. Antes de considcrar un metodo mas 
practico para estos casos, demostraremos algunas propiedades elementales de los 
determinantes. 

Teorema 9.4. Si sepermutan las filasy las columnas de una matriz , su deter¬ 
minante no cambia; es decir , 8(M) = 8{M T ). 


Por ejcmplo, 


(hi 

a 12 

flu 



0 21 

* 3 ! 

“21 

a 22 


~ 

«12 

«22 

*32 

a si 

“32 

a 33 


«13 

*23 

*33 


DemostraciOn: Recordemos que en nuestra notacibn cl primer subindice 
indica la fila y el segundo, la colunma a las que un clcmento pertencce. Si consi- 
deramos el determinante asociado con una nueva matriz M T c uyas filas y columnas 
son. respectivamente, las columnas y las filas de Af. cada termino de d(M T ) 
(determinante asociado con M T ) tendra tambien un elemento de cada fila y de 
cada columna. Si los segundos subindices se colocan en su orden numerico 
natural, el signo de cada termino quedara determinado por el numero de inver- 
siones de los primeros subindices. Luego. el intercambio de filas y columnas 
solo cambia la notacion, siendo el resultado siempre el mismo para cada termino. 
En consecuencia, 8(M‘) es identico a 8(M). 

Como consecuencia directa del Teorema 9.4, en todas las propiedades que 
siguen, las palabras «fila» y «columna» seran siempre intercambiables. 

Teorema 9.5. Si se cambian entre si dos columnas (filas) de una matriz , su 

determinante cambia de signo. 

Dcmostracion: Consideremos en primer lugar la permutacion de dos colum¬ 
nas adyacentes. En el desarrollo del nuevo determinante. los primeros subindices 
permaneceran iguales, pero los segundos subindices, que representan a las colum¬ 
nas, quedaran permutados y, en consecuencia, el numero de inversiones aumen- 
tara o disminuira en uno en cada termino. Luego, el signo de cada termino y. 
por tanto, el del determinante, cambiara. 

Supongamos ahora que permutamos las columnas j y k (donde por conve¬ 
nience supondremos j < k ) y supongamos ademas que hay m columnas entre 
ellas. Este cambio puede efectuarse trasladando la columna j a la posicion inme- 
diatamente anterior a la columna k (m permutaciones), permutando en seguida 
estas dos columnas adyacentes y trasladando despues la columna k a la posicion 
original de la columna./ (m permutaciones). Puesto que el numero total de permu¬ 
taciones, 2m + 1, es impar y cada una produce un cambio de signo, obtenemos 
nuevamente el resultado pedido. 
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Tborema 9.6. Si dos columnas (filas ) de una matriz son identicas, su deter¬ 
minante es nulo. 

Demostracidn: Si S(M) es el valor del determinante, permutando las dos 
columnas identicas su valor pasa a ser por Teorema 9.5; pero como las 

dos columnas son identicas, el determinante no cambia. Luego, <5(M) = -5(M), 
o sea, 5(M) = 0. 

Teorema 9.7. Si cada elemento de una columna (fila) de una matriz se multi¬ 
plica por un mismo nitmero m. el valor del determinante correspondente queda 
multiplicado por m. 

Por ejemplo, 


011 

*10, 2 

013 


011 

012 

013 

021 

ma 22 

023 

= m 

021 

02 2 

023 

a 5 1 

ma si 

*33 


*31 

*3 2 

*33 


Demostracidn: Esta propiedad se sigue de inmediato de la definicion. 
Si cada elemento de una col umna se multiplica por m. cada termino en el desarrollo 
del determinante tendra a m como factor. 

Como consecuencia directa del Teorema 9.7, tenemos el siguiente corolario. 

Corolario 9.7. Toda cantidad que es factor de cada elemento de una columna 
(fila) de una matriz es factor del desarrollo del determinante correspondiente. 

Teorema 9.8. Si ires matrices , M ,, M 2 y M 2 , tienen elementos correspondien- 
tes iquales, a excepcion de los de una columna (fila) en la cual los elementos 
de A/j son la suma de los elementos correspondientes de M, y M,, entonces 
5(M t ) = S(M 2 ) + 6(M 2 ). _ 

Por ejemplo, 


flu + fl' n 

«12 

013 


011 

012 

“ 1 3 


“'ll 

“12 

0.3 

a 2 i + a 2 l 

022 

023 


021 

022 

023 

+ 

02. 

022 

023 

*31 + “31 

“32 

“33 


“31 

«32 

033 


031 

“32 

033 


Demostracidn: Cada termino del desarrollo de S(M,) contiene una y solo 
una de estas sumas y cada una de estas puede expresarse como dos terminos. 
El resultado directo de esta expresion constituye los desarrollos de S(M 2 ) y 6(M 3 ). 

Teorema 9.9. Si cada elemento de una columna (fila ) de una matriz se multi¬ 
plica por un mismo nimero m y se suma at elemento correspondiente de otra 
columna. el determinante asociado no cambia de valor. 
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Por ejemplo, 


“ll 

“l2 

“13 


“ll 

+ “I“l3 

“12 

“l3 

“21 

“22 

“23 

““ 

“21 

+ ma 2 3 

“22 

“23 

“31 

“32 

“33 


“31 

+ ma 33 

“32 

“33 


Demostracion: La demostracion se sigue en forma inmcdiata de los Teore- 
mas 9.8, 9.7 y 9.6, considerando el determinante del segundo miembro. 

Muchas de estas propiedades seran de utilidad en el calculo del valor de un 
determinante de orden /?, para lo cual indicaremos metodosen la seccion siguiente. 


Problemas 

1 Expliquese por que los dos determinantes siguientes son igualcs. Vcrifiquesc esto 
calculando cada uno de ellos. 


2 4 1 


2 3-1 

3 2-1 


4 2 3 

-1 3 2 


1-1 2 


2 Demuestresc, hacicndo los desarrollos respectivos, que el signo del determinante 

3 -1-2 
2 4 5 

-1 3 2 

cambia si se Gambian entre si la primera y la tcrcera filas. 

Sin calcular, indiquese por qu6 cada uno de los determinantes de los problemas 3 y 4 es 
nulo. Compruebese hacicndo cl calculo. 



2 -3 2 


3 1 -2 

3 

1 2 1 

6 4 6 

4 

2 7 3 

6 2-4 


5 Calculese el determinante siguiente, sacando primeramente todos los factores comuncs 
posibles y desarrollarido en seguida. Compruebese mediante desarrollo directo. 

3 3 5 

6 16 8 . 

-12 6 10 

6 Utilicese el Teorema 9.8 para expresar la suma de los dos determinantes en forma de 
un determinante unico. Compruebese el resultado calculando directamente el valor de 
los tres determinantes. 


3 

1 

-2 


-2 

1 

-2 

2 

3 

5 

+ 

-1 

3 

5 

-1 

4 

3 


2 

4 

3 


7 En la matriz siguiente, multipliquese cada elemento de la segunda fila por 3 y formese 
una nueva matriz sumando estos resultados a los elementos correspondientes de la 
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primera fila. Demuestrese mediantc desarrollo directo que el valor del detcrminante 
de la matriz original es igual al dc la nueva matriz. 

2 5 —6 

-12 4 . 

3 1 5 . 

8 En la matriz del problema 7. multipliqucse cada elemento de la terccra columna por 2 y 
restense estos resultados de los elcmcntos correspondientes de la primera columna, 
formando asi una nueva matriz. Demuestrese por desarrollo directo dc los dcterminantcs 
correspondientes que el valor del detcrminante original no varia. 

9 Determinense las raiccs de la ecuacion 


10 


1 

x 


1 


a 

a 7 



(a * b) 


Indication: Si x = a, las dos primeras columnas son iguales. 
Determinense las raices de la ecuacion 


11 


12 


1 a a z a 3 

I b b 2 b* 

1 c c 2 c 3 

1 * .X 2 X 3 



Determinense las raices dc la ecuacion 


(a # b * c * a) 


3 1 9 

2x 2 6 

x 2 3 3 


0 


utilizando los Tcoremas 9.6 y 9.7, y compruebesc desarrollando el determinante. 


Demu6sirese que 



a i h i c i 


b l 4- c, c, + a x a x + 6, 

2 

a 2 b 2 c 2 


^2 4“ C 2 t '2 + #2 #2 "1“ ^2 


a 3 h c 3 


63 4 * C 3 Cy 4- Oy tty 4 - by 


9.8. Desarrollo de un determinante en menores 

La proposicion en el problema 13 del juego de problemas de la seccion 9.6 
puede considerarse como el metodo de desarrollo de un determinante de orden 3 
en menores. Ese metodo es valido tambien en el caso general. El menor de un 
elemento de una matriz cuadrada de orden n es el determinante de la matriz 
de orden n - 1 obtenida al eliminar la fila y la columna en que el elemento 
se encuentra. El menor de a tJ sera dcsignado por 6 Dcmostrarcmos ahora 
el siguiente teorema para el determinante 5(M) de la matriz de orden n dada en 
la ec. (9.13). 

Teorema 9.10. El determinante S(M) de una matriz M es la suma algebraica 
de los productos obtenidos multiplicando cada elemento de una columna (fila) 
de la matriz M por su menor. El signo de cada producto es (- l) ,+i , siendo i el 
numero de la fila yj el numero de la columna en que estd el elemento. 
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Por ejemplo, 


«ii 

0.2 

013 

014 

021 

022 

023 

024 

031 

032 

033 

034 

041 

04 2 

043 

044 



021 

023 

«24' 



0J1 

01 3 

0.4 

-012 

031 

033 

034 

+ 

022 

031 

03 3 

034 


041 

043 

044 



041 

043 

fl 44 


011 

015 

0,4 



011 

013 

014 

-032 

021 

023 

024 

+ 

0 42 

021 

023 

024 


041 

043 

044 



031 

03 3 

°34 


es el desarrollo del determinante de orden cuatro segun la segunda columna. 

Demostracidn: El teorema qucda demostrado haciendo notar dos hechos. 
Consideremos, primeramente, el producto 0n<5(i4 n ). En este producto, que con- 
siste de todos los terminos que tienen a n,, como factor, los signos de cada ter- 
mino son los correctos. puesto que el numero dc inversiones en A x , no cambia 
al anteponerle a, 

Consideremos ahora un elemento arbitrario a i} . Este elemento puede Uevarse 
a la posicion de a n , trasladando primeramente la fila i a la primera fila. lo cual 
requiere i — 1 permutaciones de filas, y en seguida Uevando la columna j a la 
posicion de la primera columna, lo cual requiere j — 1 permutaciones de columnas. 

Este proceso produce en total / — 1 + j — 1 = i - 4 - j — 2 cambios de signo. 
Si(5(jVf) es el nuevo determinante, queda expresado mediante la relation 

S(M') = (-1 ) i+ '~ 2 <5(M) = (-1 ) i+J 5(M). 

Luego, los terminos del desarrollo, que tienen a tJ como factor, son 

(-1 r'arfiAtj) 

dondc Ay es la matriz cuyo determinante cs cl menor original en M. Luego 
S{M) puede desarrollarse segun una columna (fila) cualquiera en la forma indicada 
por el teorema. 

Con este teorema podemos calcular cualquier determinante. Notesc, en los 
ejemplos siguientes, el uso de los teoremas precedentes. 


Ejemplo 1. Calculese el valor del determinante 


6(M) = 


— 4 
2 
7 
4 


2 5 6 
1 0 3 

2-3 2 
-1 7 5 


Solution: Puesto que a 2l = 0, se simplifica el trabajo si desarrollamos 
segun la tercera columna o la segunda fila. Elegimos la segunda fila porque sus 
elementos son de menor magnitud que los de la tercera columna. Luego. 


2 5 6 


-4 5 6 


-4 2 5 

2-3 2 

+ 1 

7-3 2 

+ 3 

7 2-3 

-1 7 5 


4 7 5 


4 -1 7 


S(M) = -2 
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Desarrollando cada uno de los determinantes de tercer orden, obtenemos 
2 5 6 

2 -3 2 = 2(-15- 14) -5(10 + 2) + 6(14 -3) 

-1 7 5 

= -58 - 60 + 66 = -52. 

-4 5 6 

7 -3 2 = —4( —15 — 14) - 5(35 - 8) + 6(49 + 12) 

4 7 5 

= 116 - 135 + 366 = 347. 

-4 2 5 

7 2 -3 = -4(14 - 3) - 2(49 + 12) + 5( — 7 - 8) 

4-1 7 

= -44 - 122 - 75 = -241. 

Utilizando estos valores, tenemos 

6(M) = — 2( — 52) + 347 + 3( — 241) = -272. 

Observemos en este ejemplo que el trabajo de desarrollo se hizo menor gracias 
a que uno de los elementos era cero. Utilizando el Teorema 9.9 podemos in¬ 
troduce otros ceros y, en esa forma, reducir aun mas el trabajo necesario para 
desarrollar el determinante. Consideremos otro ejemplo. 

Ejemplo 2. Calculese el valor del determinante 

3 - 2-1 2 

4 12-3 

9-5 7 -8 ' 

15 3-2 

Solution: Buscamos un elemento que sea igual a 1 6 - 1 y trabajamos con 
la columna o fila que lo contenga. Elijamos el — 1 en la primera fila. Introduci- 
remos ceros en la primera fila en la forma siguiente: (1) multiplicamos los elemen¬ 
tos de la tercera columna por 3 y sumamos los productos a los elementos corres- 
pondientes de la primera columna, (2) multiplicamos los elementos de la tercera 
columna por -2 y sumamos los productos a los elementos correspondientes 
de la segunda columna y (3) multiplicamos los elementos de la tercera columna 
por 2 y sumamos los productos a los elementos correspondientes de la cuarta 
columna. En esa forma, 

0-10 
-3 2 1 

19 7 6' 

-1 3 4 
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Desarrollando segun la primera fila, tenemos 

10 -3 1 

6(M) = -1 12 -19 6 . 

10 -1 4 

Podemos introducir ceros ahora en el determinante de tercer orden. Para esto, 
(1) multiplicamos los elementos dc la primera fila por — 6 y sumamos los produc¬ 
es a los elementos correspondicntes de la segunda fila y (2) multiplicamos los 
elementos de la primera fila por — 4 y sumamos los productos a los elementos 
correspondientes dc la tcrccra fila. Esto da 

10 -3 1 

S(M) = — 1 —48 -1 0 

-30 11 0 

y, desarrollando segun la ultima columna, tenemos 

6 (M) = — 1 {1 [(— 48)( 11) - ( —30)( — 1)]} = — 1( —528 - 30) = 558 

Si no existe elemento igual a 1 6 - 1 en ninguna fila o columna, generalmentc 
podemos introducir uno. utilizando el Teorema 9.9, y continuar en seguida como 
en el ejemplo anterior. Si bien la introduction dc un 1 6 — 1 no es estrictamente 
necesaria, tienc la ventaja de evitar la posibilidad de que aparezean fracciones 
si no habia ninguna inicialmente. 

Problemas 


Calculese cl determinante dc cada una de las matrices siguientes: 



4 2 4 8 

7 5 2 4 

-7 2 3 -8 
6 4 5 6 






9.9. Resolucion de un sistema de ecuaciones lineales 
mediante determinantes 

En las seccioncs 8.10, 8.11,9.5 y 9.6 hemos analizado la resolucion de sistemas 
de ecuaciones en dos y tres incognitas. Los sistemas de ecuaciones lineales en 
un numero arbitrario de incognitas, y que contienen el numero apropiado de 


262 Algebra y trigonometria 


ecuaciones, pueden expresarse en terminos de matrices. Si consideramos el caso 
general de n ecuaciones en ;i incognitas, 


a n*i + «i 2^2 + "■ + a ln x n = /c,. 
“ 21 X 1 + a 22*2 + ■" + a 2n x„ = k 2 , 


(9.14) 


“-, 1*1 + a n2 x 2 + ••• + a nn x„ = k „, 
podemos cxpresarlo mediante la ecuacion matricial 

MX = K, (9.15) 

donde M es la matriz que figura en la ec. (9.13), X es la matriz de n por 1, 

X, 

It 

y X es la matriz de n por 1. 


Comparese lo anterior con los problemas 14 y 15. seccion 9.2. 

Demostraremos un teorema conocido como la Regia de Cramer, en honor 
del matematico suizo Gabriel Cramer (1704-1752). 

Teorema 9.11. Si Mes la matriz formada por los coeficientes de las incognitas 
el Producto de d(M) por una incdgnita arbitraria es igual al determinate mi 
donde M, es obienida a partir de M, reemplazando los coeficientes de la incognita 
respeawa por los terminos constantes y dejando inalterados los otros elementos. 

Demostracion: Puesto que 


M = 


a n a n - a lH 
a u a 12 - a 2n 


'nl 


a 


n2 


a 


un 


por el Teorema 9.7, 


Xjd(M) = 


a u*i 

a 21 x, 


a U •" 
'22 


a \» 
'2#t 


°«l X l <>nl - a 


nn 
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Si multiplicamos ahora cada elemento de la segunda columna por x 2 , los de la 
tercera por x 3 , y asi sucesivamente, y sumamos todos estos productos a los 
elementos correspondientes de la primera columna. tenemos, por el Teorema 9.9, 



a u x, + a l2 x 2 + - + fl ln x„ a l2 - a,„ 


k i a n a \ n 

x t S(M) = 

“n x i + a 22 x 2 + - + a 2n x„ a 22 - a 2n 

= 

k 2 a 22 a 2n 

* 


a m*i + a„ 2 x 2 + - + a nn x n a n2 - a„„ 


K “ni ••• a nn 


En esta forma, obtenemos 

5Mx i - SM Is 6Mx 2 = dM i9 ...,8Mx H = SM m (9.16) 


donde Af, se obtiene a partir de XI. reemplazando los elementos de la columna i 
de M, a u ,a 2l . a nl . por k t .k 2 . k„. 


Si d{M) 0.* la solucion linica del sistema de las ecs. (9.14) se obtiene de las 
ecs. (9.16) despejando en ellas x„ x 2 ,.... x„; asi. 


v = #Ml> * = Mil ... v = MA 
1 <5(M) ’ ‘ 2 dm' " (SM) 


(9.17) 


Es evidente que este conjunto de valores satisface cl sistema dado por las 
ecuacioncs (9.14) y, por lo tanto, es una solucion. Por ejemplo, la primera ecuacion 
se verifica puesto que 


k x 6(M) - a xl S[M x ) - a xl 6(M 2 ) - - - a ln 5(M n ) 


es el desarrollo de 


* i 
^2 




«12 

•" “in 

ii 

<1.2 

“in 

'21 

^22 

•" “in 

nl 

“n2 

- “nn 


(9.18) 


segun la primera fila; pero este determinante es nulo por ser identicas las dos 
primeras filas. En forma analoga quedan verificadas las otras ecuaciones. 


Problemas 


1 Resuelvansc los sistemas de ecuacioncs dados en los problemas 1, 3. 5 y 7 de la sec- 
cion 8.11 por el metodo indicado en la presente seccion. 


* Si (%M) = 0, puede que existan o no soluciones. Una discusion compleia al rcspecto 
esta fucra del objetivo de este libro. 
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Resuelvanse los sistemas de ecuaciones dados en los problemas 2, 4, 6 y 8 de la sec- 
cion 8.11 por el metodo indicado en la presentc seccion. 

Resuelvanse los siguientcs sistemas de ecuaciones mediantc determinantes. 

x + y + z + w = -4; x 4- 2y + 3z + 4 w = 0; x + 3v + 6z + lOw = 9: 

x + 4 y + lOz + 20 w = 24 

x -1- 2y — z = 8 ; y + 3z - w = 3; z + 4 w - x = -20; w + 5x — y = 9 

Uno dc los metodos bien conocidos (utilizado en analisis numerico con maquinas 
calculadoras dc alia vclocidad) para determinar la expresion de grado n* que pasa por 
n + 1 puntosdistintos haceusodedelcrminantes. Expliqueseporquecldelerminante 

f(x) 1 x x 2 
/(x,) 1 x, XT 
/(x 2 ) 1 -v 2 x; 

f(X } ) 1 Xj xj 

igualado a ccro, puede considcrarsc como la ecuacion que define la funcion /. donde 
la expresion para /(x) cs de segundo grado y queda verificada por las coordenadas 
de ires puntos. 

Indication: Si x = x,,/(x) =/(x,), de modo que las dos primeras (lias son identi- 
cas, etc. 

6 Expliquese el problema 18. seccion 9.6. con la informacion del problcma 5 precedente. 

7 Desarrollando el determinantc, simplifiquese la expresion, 

/(x) 1 x x 2 
11 II 
2 1 2 4 

II I -1 I 

y en esa forma determinese la funcion cuadratica dc la forma/(x) = ax 2 + bx 4- c que 
pasa por (1,1), (2,2) y (-1,11). 



2 

3 

4 

5 


Problemas de repaso 

Determinensc todos los valorcs dc ,x para los cuales cada una de las expresiones en los 
problemas 1 a 6 es (a) positiva, (b) negativa y (c) cero. 


— 2x(x 2 + 5) 2 - 4x(5 - x)(x 2 -f 5) 
(x 2 + 5) 3 




4 15x’ + 10x J - 6x. 


* Con esto queremos significar un polinomio de grado n, los que analizaremos en el 
capitulo siguientc. [Vease ec. (10.1). Recuerdese la definicion de la seccion 3.3 ] 
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5 x(x - 1 ) 2 (x - 2) 3 . 

6 -32(x 2 + 4)' 2 + 128.x 2 (4 + x 2 )' 3 . 

X 2 2 

7 Resuelvase la ecuacion-—- 4--= 0. 

(1 - * 2 ) 3/2 (1 _ * 2 ) 1/2 

8 Determinese el valor de z si^ v 2x _1 3 + 4 xy~ l/2 z — y 112 = 0, x = 16 e y = 5. 

9 Encuentrese el valor de w en funcion de x e y si fx" 1 3 4- jy’ 1 ' 3 z = 0 y -£x‘ 43 
-$x 4, V 4- Jy" 1 3 w = 0. 

10 Si M = {(x,y)|y 2 = 4(x - 2)} y N = {(x,y)|5y 2 = 8(x + 4)}, encuentrese M n N. 

11 Si .4 = {(x, y)|x 2 = 4y} y B = {(x, y)|x 2 4- 4 = 8y}, encuentrese A n B. 

12 Determinense los valores reales de k tales que las raices de kx 2 + 4x 4- k scan complejos 
conjugados. 

13 Si un objeto se lanza desde el suclo y verticalmente hacia arriba con una velocidad de 
40 m/seg.. la distancia s sobre el suelo. medida en metros, al cabo de t segundos esti 
dada por 

s = 40/ - 5t 2 . 

(.Cuantos segundos demora en alcanzar su altura maxima? <,Cuanto es esta altura? 

14 Determinense los valores dc 0, 0 ^ 0 < 2n, para los cualcs 2 sen 20 — sen 0 es 

a) negativa b) cero c) positiva. 

15 Si C 2 - 2C(xcos 0 + y sen 0) + x 2 4- y 2 = R 2 , demuestrese que 

C = x cos 0 4- ysentf 4- JR 1 - (xsen 0 - ycostfj 2 . 

16 Resuelvase la ecuacion scc 2 2x - 3 csc 2 2x = 0, si 0 < x < n/4. 

17 Resuelvase la ecuacion 3 sec x tan x - 4 sen x = 0. si 0 < x < 2 n. 

18 Resuelvase la ecuacion (1 + sen x) sen x - cos 2 x = 0. si 0 < x < 2n. 

19 Determinese A n B si A =* {(x.y)|y 2 = -4<x - 1)} y B = {(x,y)]y 2 = -2(x - 2)}. 

20 Determinense los valores dc k tales que la recta y = 2x 4- k sea tangente a la circunfe- 

rencia x 2 4* y 2 = 16. 

21 Determinense A. B y C tales que 

(18/)2 4- (27/ 2 - 3) 2 = A(Bi 2 - C)2 sea una identidad en /. 

22 Encuentrcnse numeros A. B.C.DyE de modo que 

4x 2 - 9y 2 - 24x 4- 18y 4- 27 = A(x - B) 2 4- C(y + D) 2 + E 

sea una identidad en x. 

23 Considerese la matriz 



Determinense J 2 ( = J x J). J\ J A y J 5 , y expr£scnse en funcion de I. la matriz identidad, 
y J. (.Resulta esto similar a las multiplicaciones de numeros complejos? (Vease proble- 
ma 4, seccion 7-1.) 

24 Encuentrcnse valores reales de x y de y talcs que (x - 3yf)(i 4- 4) = 10 - 23i. 

25 Sea p, (un par ordenado) = (2. -2) y p 2 = (1.4). Encuentrese un par ordenado igual a 

a) Pi 4- p 2 b) Pi - p z c) spt 4- 2 p 2 d) -3p, + 4p 2 . 



10 

Polinomios 


En el capitulo 8 consideramos las funciones de primero y segundo grado. 
Generalizaremos ahora este tipo de funciones. 

Dei-inici6n 10.1. La funcion J\ deflnida por la ecuacidn de la forma 
fix) = a Q x n + ci.x"’ 1 + a 2 x n ~ 2 + - + a„_ ,x + a„. 


y escrita 

/= {tx,y)\y = a 0 x n + a x 1T x 4- a 2 xr~* + - 4- a„}, (10.1) 

donde a 0 0, n es un entero positivo o cero y a d (f = 0, 1, 2, 3. n) son cons - 

tantes , sc denomina funcion racional entera o polinomio en x de grado n. 

A menos que se diga especificamente lo contrario,/designara siempre una 
funcion de este tipo en el presente capitulo. (Comparese con la definicion de la 
seccion 3.3.) 


10.1. Algunos teoremas 

Hay varios teoremas de gran importancia para el estudio de los polinomios, 
que estableceremos a continuacion, no solo para facilitar la diagramacion de la 
funcion. sino tambien para facilitar la resolucion de ecuaciones polinomiales. 

Teorema 10.1. Teorema del residuo. Si se divide el polinomio f(x) por 
x — r, siendo r una constitute cualquiera , hasta obtener un residuo constante 
independiente de x, este residuo es igual a f(r). 

Demostracion: Sean <j(x) el cuociente de la division de /(x) por x - r y R 
el residuo constante. Entonces,/(x) puede expresarse [recuerdense las ecs. (3.8) 
y (3.9), seccion 3.3] mediante la identidad 

/(x) = (x - r) • q(x) 4- R, (10.2) 


266 
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• donde q(x) es de grado n - 1, puesto quo suprimimos a fix) de grado n. Esta 
identidad es valida para todo valor de x; en particular, para x = r obtencmos 

fir) = (r - r) ■ q[r) + R = 0 • q(r) + R 


o 


J[r) = R. (10.3) 

Ejemplo ilustrativo I. Sea /(X) = 5x 3 - 14x 4- 3, y r = 2. Entonces, 
como obtuvimos en el ejemplo 3, seccion 3.3, R = 15. Substituyendo x por r = 2 
enf(x), tenemos/(2) = 5(2) 3 - 14(2) + 3= 40 - 28 4-3 = 15.locualconcuerda 
con el teorema del residuo. "J 

A consecuencia de este teorema, el metodo de divisidn abreviada o sintetica 
dcscrito en la seccion 3.3 puede utilizarse con ventajas para determinar el valor 
de/(x) para Histintos valores de x. Este metodo presenta ventajas sobre la substi- 
tucion directa, en especial cuando »i es grande y /• no es un entero pequeno. 

Hasta hace poco tierrpo, este metodo era el iinico utilizado para cvaluar 
polinomios. En la actualidad, sin embargo, el uso de los computadorcs clectro- 
nicos ha introducido muchos cambios en diversos aspectos del calculo numerico; 
en particular, ha popularizado el cmpleo del metodo iterativo . quc ilustramos 
con el ejemplo siguiente. 

Encontremos el valor de 

fix) ^ 5x 3 - 8x 2 + 6x + 4 en x - 2. 

Sea una primcra aproximacion /„(2). quo hacemos igual a 

/o(2) = 5. 

Multiplicando/ 0 (2) por 2 y sumando -8, obtencmos 

M2) = 5(2) - 8 

Multiplicando/,(2) por 2 y sumando 6. obtenemos 

M2) = [5(2) - 8]2 + 6 = 5(2) 2 - 8(2) + 6. 

Multiplicando/,(2) por 2 y sumando 4. obtenemos 

/(2) = [5(2) 2 - 8(2) + 6]2 + 4 = 5(2) 3 - 8(2) 2 + 6(2) + 4. 

El resultado es. por supuesto, 5(2) 3 - 8(2) 2 + 6(2) + 4 = 24, el cual se puede 
verificar mediante. division sintetica. En todo caso es conveniente observar 
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quc cl interes del mctodo cstriba en el cmpleo de un proceso iterativo. En cada 
paso se repite el mismo proceso; esta es la razon de que el metodo sea apropiado 
para emplearlo en una maquina computadora. 

Teorema 10.2. Teorema de la descomposicion en factores. Si f(r) = R es 
cero, esto es, r es un cero de f(x ), entonces , (x — r) es un factor def(x). 

Demostracidn: Puesto que r es un cero de /(x), esto es, R = 0. tenemos 

f(x) = (x - r)• q(x) + 0. 

Luego. (x - r) es factor de f(x). 

Teorema 10.3. Reciproco del anterior. Si (x — r)esfactor de /(x), entonces 
f(r)= R = 0 y r es un cero de /(x). 

Demostracidn: Puesto que x — r es un factor de fix), 

f(x) = (x - r) • q(x\ 
donde q(x) es el cuociente /(x)/(x - r). Por tanto, 


f(r) = (r - r) • q(r) = 0 • q(r) = 0, 

t 

que expresa que r es un cero de f(x). 

Ejemplo ilustrativo 2. La cantidad x — 3 es factor de f(x) = x 3 - 27 r 
puesto que 


/(3) = (3) 3 - 27 = 0. 

Ejemplo ilustrativo 3. El polinomio /(x) = x 3 - 6x 2 + 3x + 10 es di¬ 
visible por x - 2, puesto que /(2) = 0. El hecho de que /(2) = 0 se demuestra 
mediante division abreviada o sintetica. 

1-6 3 10 ]2 

2 -8 -10 
1-4-3 0 

Problemas ^ 

Utilizando division sintetica, determinese el residuo y compruebese por substitucion 
directa, si 

1 3x 2 - 2x - 4 se divide por x - 3. 

2 x 3 + 4x — 7 sc divide por x - 3. 

3 x 3 — 2x 2 4- 9 se divide por x + 2. 
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4 x 4 - 2x 3 - 3x 2 - Ax - 8 se divide por (a) x - 2, (b) x 4* 1. 

5 2x 4 — 3x 3 — 20.x 2 - 6 se divide por (a) x - 4. (b) x 4* 3. 

6 x 3 4- 3x 2 - 2x - 5 se divide por (a) x + 2, (b) x 4- 3. 

Utilizando el Teorema 10.2, determinese si la primera expresion es factor de la segunda 
en los problemas 7 a 12. 

7 x - 2, x 4 + 3x 3 - 5x 2 4- 2x - 24. 

8 x 4- 3. x 3 - 4x 2 - 18x 4- 9. 

9 x — 3, x 4 - 5x 3 4- 8x 2 + 15x - 2. 

10 x - 5, x 3 4- 2x 2 - 25x - 50. 

11 2x 4- 3, 2x 4 4- 5x 3 4- 3x 2 4- 8x 4- 12 

12 3x 4- 1. 9x 3 4- 6x 2 4- 4x 4- 2. 

13 Dciiiueaiiesc que x — y cs facloi dc x* — y \ x* — y s , x 1 - y* y x 8 — y*. Encuentrese 

el cuociente en cada caso. mediante division sintetica. 

t 

14 Dcmu6strese que x 4- y cs factor de x 5 4- >' 5 y x' 7 4- y*. Determinese el cuociente 
cn cada caso. mediante division sintetica. 


' ' Hallesc el valor de cada uno de los polinomios en el valor espccificado, mediante el pro- 
ceso itcrativo ilustrado anteriormente. Escribase cada aproximacion. 

15 x 3 - 8x 2 4- 6x 4- 4 es x = 3. 

16 x 4 - 4x 3 + x 2 - 3x 4- 8 cs x = 5. 

17 x 4 4- 5x 3 4- 3x 2 4- 8x - 4 es x = -4. 

18 x 3 4- 5x 2 - 6x - 9 es x = - j. 

19 Bosquejese una prueba para el hecho de que a 0 c n a J c n " 1 4- a 2 c "~ 2 4- ••• 4* a n - x c 4- a n 
es el valor correcto de/(x) dado en ec. (10.1) para x = c, si sc utiliza cl metodo iterativo. 

20 Expliquese por que el proceso iterativo no se utilizaria para evaluar un producto, 
en vez de una suma. 

Uno de los teoremas mas importantes cn relacion con los ceros de un polino- 
mio puede expresarse en terminos de division sintetica. 


Teorema 10.4. En la division sintetica de 


f(x) = a 0 x n 4- a x x n x -f fliX "" 2 + - 4- a n _ ,x 4- a n en x - r, 
con a 0 > 0. 

1. sir > 0 y todos los numeros en la tercera linea son positivos y entonces r es 
una cot a superior de todos los ceros posit ivos def(x). 

2. si r < 0 v los signos de los numeros en la tercera linea son altemantes , 
entonces r es una cola inferior de todos los ceros negativos de f(x). 
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Demostracidn: Por el proceso de division sintetica, lanto en (1) como en 
(2) un aumento del valor absoluto de r producira un aumento del valor absoluto 
de todos los numeros de la tercera linea a excepcion del primero. Luego. si el 
valor absoluto de r aumenta, el valor absoluto del ultimo numero de la tercera 
linea, esto es, del residuo de la division, tambien aumentara, de modo que el 
residuo no podra ser cero para ningun r de valor absoluto mayor que el del r dado. 

Ejemplo. Determinense cotas superior e inferior para los ceros de fix) = 
x* + 3x 3 - 9x 2 + 3x - 10. 

Solution: Utilizando division sintetica, tenemos 

13-9 3 -10 13 

3 18 27 90 

1 6 9 30 80 

Pucsto que todos los numeros de la tercera linea son positivos. 3 es una cota 
superior de los ceros de f(x). 

Analogamente, 

13-9 3 -10 | —6 

-6 18 -54 306 

1 -3 9 -51 296 

Puesto que los signos de la tercera linea se alteman, -6 es cota inferior de los 
ceros de /(x). 

El teorema siguiente es de fundamental importancia en nuestro estudio; 
nos limitaremos aenunciarlo. ya que no es posible dar una demostracion elemen¬ 
tal de 61. 

Teorema 10.5. Teorema fundamental del algebra. Todo polinomio definido 

por 

f(x) = a 0 x" + 1 + a 2 x"~ 2 + - + a„_ ,x + a„, 

n > 1, a„ # 0, liene al m enos tin cero Ireal o imaginario). 

Este teorema fue demostrado por primera vez por el matematico aleman 
Karl Friedrich Gauss, a la edad de 22 anos. Nos permite demostrar a continua- 
cion un teorema sobre el numero de ceros de un polinomio. 

Teorema 10.6. Todo polinomio definido por 

f(x) = o 0 x" -t- a,x"- 1 + a 2 x"- 2 + - + a„_ ,x + a n (a 0 # 0) 

tiene exact ament e n ceros. 
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Demostracion: Puesto que. por el Teorema 10.5 ? /(x) tiene al menos un cero, 
r u el Teorema 10.2 implica que (x - r,) es factor de fix); luego, 

m = (X - r,) ■ q t {x), (10.4) 

siendo q,{x) el cuociente de la division de /(x) por (x - r,). Analogamente. 
q 2 (x) tiene un cero r 2 , de modo que 


<7i(x) s (* - r 2 )q 2 (x), 


siendo q 2 (x) el cuociente de la division de qr,(x) por (x - r 2 ). Por tanto, podemos 
escribir 


/(x) = (x - r,) (x - r 2 ) • q 2 (x). (10.5) 

Como, ademas, cada nuevo cuociente es de grado menor en una unidad al del 
cuociente anterior, podemos continuar el proceso hasta obtener finalmente 

/(x) s (x - r, )(x - r 2 ) ••• (x - r„) • q„(x), (10.6) 

donde, puesto que hay n factores (x — r,), q n (x) debe ser la constante a 0 ; por 
tanto, 

f{x) s a 0 (x - r ,)(x - r 2 ) - (x - r„), (10.7) 


donde cada es un cero de fix). 

Sea r un numero cualquiera. Puesto que la Cc. (10.7) es una identidad. debe 
ser verdadera para todo valor de x; luego, 

fir) = a 0 (r - r x )(r - r 2 ) - (r - rj. 

Si r # r f , para todo i, ninguno de los factores (r - r,) es cero, y como a 0 0 t 
fir) =£■ 0, y r no es un cero de fix). Por tanto, hay exactamente n ceros con lo que 
el teorema queda demostrado. 

Ejemplo ilustrativo 4. La funcion (x — 3) 2 (x — l)(x 4- 2) 3 es un po- 
linomio de grado 6. Sus seis ceros son 3, 3,1, —2, -2. —2. Observese que un cero 
que ocurre m veces es considerado como m ceros. 


Problemas 




Determinese por inspection los ceros de las funciones siguientes. indicandose la multi- 
plicidad de cada uno. 


1 (x 2)(x 3) 2 (x + 4) 3 . 

(a , ,-M-) 


2 (x + l) 4 (x - 2) 5 . 

/\A 
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3 (x + 7)(2x - 3) 3 . 4 (x 2 - 4x + 4)(x J + 3x - 10). 

5 (3x + 5)(x 2 - 6x + 9) 2 


Determincse una cota superior y una cola inferior para los ceros de cada una de las si- 
1 guienles funciones: 


6 

X 3 

- 3x 2 - 2x + 15. 

7 

x 3 + 2x 2 - 7x - 8. 

8 

x 4 

- 2x 3 - lx 1 + lOx + 10. 

9 

x 4 - X 3 - X 2 — 2x - 

10 

x 4 

- 4x 3 + x 2 + 6x + 2. 

. 11 

x 4 - 5x 2 + 6x - 9. 

12 

x 3 

- 8x + 5. 

13 

x 3 + 16x - 29. 

14 

x s 

+ 5x 2 - 7. 

15 

x 5 - 3x 2 + 24 


10.2. Representacion grafica de polinomios 

Uno de los metodos para determinar los ceros reales de una funcion fue 
mencionado en relacion con la representation grafica en la section 5.2. Estc 
mctodo puede utilizarsc tambien en el caso de un polinomio cualquiera. Puesto 
quc, mediante la division sintetica. se pueden obtener facilmente los valores de la 
funcion para un valor cualquiera de la variable, construiremos en esia forma una 
tabla de valores y de ella podemos obtener las coordenadas de diversos puntos 
quc se encuentran en la grafica de la funcion. Una vez diagramados estos, los 
unimos mediante una linea continua que en todo caso debera trazarse con pre¬ 
caution. Recordamos una vez mas que los ceros de una funcion/son las abscisas 

de los puntos en que la grafica de y = /(x) cruza o toca el eje x. 

% 

Ejemplo 1. Tracese la grafica de y =f(x) = x 4 - 2x 3 - 7x 2 + lOx + 10 
y verifiquese que hay uncero real entre -3y -2,otroentre -1 yOydosentre 2y 3. 

Solution: Construimos primeramente la tabla de valores que aparece a 
continuation. Para un x determinado, encontramos el valor correspondiente 
de la funcion por division sintetica. En general, es conveniente utilizar todos 
los valores entcros comprendidos entre una cota inferior y una cota superior. 
(i,Por que?) Ademas, para prccisar la forma dc la cuiva puede ser necesario 
utilizar algunos valores fraccionarios. La fig. 10.1 muestra los valores de la 
tabla diagramados. Observese que por conveniencia se han elegido diferentes 
las escalas en los dos ejes. De la figura se ve claramente que los ceros estan ubi- 
cados precisamente en la posicion sugerida en el enunciado. 


X 

-3 

-2 

-1 

0 

1 

2 


3 

4 

y 

52 

-6 

-4 

10 

12 

2 

-H 

4 

66 


En el ejemplo 1, la funcion (de grado 4) tiene cuatro ceros reales. Este no 



es siempre cl caso, pues algunos de los ceros pueden ser imaginarios. Un cero 
imaginario de una funcion no puede aproximarse a partir de la grafica de esta. 

Ejemplo 2. Tracese la grafica de 

y =f(x) = x 4 - x 3 - -x 2 - 2x - 6 

y aproximense sus ceros reales. \ v V 0 

Solucidn: Nuevamenle construimos la tabfa de valores y diagramamos los 
puntos. La grafica aparece en la fig. 10-2. 

x I -2 I -1 1 0 1 1 1 21 3 

y f8” I —3 I —6 I —9 I —6 | 33 

Si bien la funcion es de cuarto grado, su grafica cruza el eje x solo dos veces. 
Los dos ceros reales estan comprendidos, uno entre — 2 y -1 y el otro entre 
2 y los otros dos ceros son imaginarios. 

No existe un metodo simple para aproximar los ceros imaginarios de un 
polinomio. 

Probi emas 

Tracese la grafica de la funcion definida por cada una de las cxpresiones siguienies y 
verifiquese cada una de las proposiciones en los problemas 1 a 4. 

1 f(x) = x 3 - x 2 - lx 4- 1 tiene un cero entre -2 y -1. 0 y 1. 1 y 2. 

2 f(x) = x 3 — 3x 4- 1 tiene un cero entre — 2 y — 1, 0 y 1, 1 y 2. 
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3 f(x) = .X 4 - lx 2 + 12x — 17 tienc un cero entre — 3 y — 2 y uno entre 1 y 2. 

4 f{x) = x 4 - 4x 3 + x 2 + 6x + 2 ticne dos ceros entre 2 y 3 y dos entre - 1 y 0. 

Tracense las graficas de las siguientes relaciones funcionales. indicando la ubicacion 


dc todos los ceros realcs: 




5 

/(x) = X- - 20x* + 48x - 32. 

6 

fix) 

= x 3 + x 2 - 3x - 4. 

7 

fix) = 4x J + 8x 2 - 1 lx + 3. 

8 

fix) 

= x 4 - 2x 3 + 3x 2 + x + 6. 

9 

fix) = x 5 - 3x J + 9x J - 8x + 11. 

10 

fix) 

= -x 4 + 2x J + 8x + 3. 

11 

fix) = x 3 - 4x 2 + x + 1. 

12 

fix) 

= x 4 + 2x 3 + x 2 - 1. 

13 

/(X) = x 3 + 5x 2 + 13x + 19. 

14 

fix) 

= 2x 3 - 3x 2 + 4x - 6. 

15 

/(x) = x 4 - 6x 2 + 8x - 2. 





10.3. Observaciones generales sobre ceros y raices 

Recordemos que los ceros de una funcion son identicos a las raices dc la 
ecuacion obtenida igualando la funcion a cero. En consecuencia, todas las obser¬ 
vaciones anteriores sobre los ceros de un polinomio valen tambien para las raices 
de la ecuacion asociada. 

En el capitulo 8 indicamos metodos para resolver una ecuacion de la forma 
a 0 x" + a,*" -1 + a 2 x"~ 2 + - + a n . { x + a„ = 0. (a 0 * 0). 

cuando n = 1 (ecuacion lineal) y it = 2 (ecuacion cuadratica). Existen tam¬ 
bien formulas para resolver ecuaciones de este tipo cuando n = 3 y 4, pero 
ellas estan fuera del objctivo de este fibro. Tartaglia fue el primero en dcsarrollar 
formulas para la solucion de la ecuacibn cubica general; ellas fueron publicadas 
por Cardan en 1545 y se conocen como las formulas de Cardan o Cardano. Poco 
despues. Ferrari desarrollo formulas para la solucion de la ecuacion cuadratica 
o de cuarto grado general. 

Se Ha Hemostrado que para n 2: 5 no existen, en general, formulas algebraicas 
que den las raices en funcion de los coeficientes. Se hicieron numerosas tentativas 
para obtener formulas generales hasta que, finalmente, en 1824, el matematico 
noruego, N. H. Abel (1802-1829), demostro que estas formulas no existen en el 
caso general. Posteriormcntc, el matematico frances, E. Galois (1811-1832), 
demostro que bajo ciertas condiciones pueden desarrollarse formulas de este tipo. 

Sin embargo, es comparativamente sencillo determinar todas las raices 
racionales de una ecuacion polinomial y aproximar sus raices irracionales. 
En cuanto a las raices imaginarias, ellas seran estudiadas brevemente al finalizar 
el presente capitulo. 
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10.4. Raices racionales 


En relacion con las raices racionales de una ecuacion con coeficientcs enteros. 
tenemos el siguiente teorema. 

Teorema 10.7. Si el numero rational p/q , expresado en forma irreductible , 
es una rail de la ecuacion 


a 0 x* + a x x n 1 + a 2 x n 2 + - 4- a„. x x + a n = 0, (10.8) 

siendo a t (i = 0, 1...., n) coeficientes enteros , entonces p es divisor exacto 
de a n y q es divisor exacto de a 0 . 

Demostration: Puesto que p/q es raiz de la ec. (10.8), tenemos 



Multiplicando esta igualdad por q\ obtenemos 

a 0 p n + arf^'q + a 2 p n ~ 2 q 2 + - + a„. l pq n ' mi + a n q n = 0. (10.9) 

Pasando a n q n al segundo miembro y. dividiendo la igualdad resultante por p. 

a oP" ' + a lP "-'-q + a 2 p"- 3 q 2 + - +a H . l q"~ l =- Z ~- 

Siendo cada a,, p y q enteros, el primer miembro de la igualdad es un entero 
y, por ende, lo es tambien el segundo miembro. Ademas, p y q no tienen factor 
comun. de modo que p no es divisor de q n \ luego p es divisor exacto de a n . 

Si en la cc. (10.9) pasamos al segundo miembro a 0 p n y dividimos la igualdad 
resultante por q, obtenemos 


a lP n 1 + a 2 p n ~ 2 q + - + a„_ l pq n 2 + a n q" 1 



Aplicando un razonamiento analogo, concluimos que q es divisor exacto de a 0 . 
El teorema siguiente es corolario directo del anterior. 

Teorema 10.8. Toda raiz rational de la ecuacion 


x" + a,x" -1 + a 2 x" 2 + - + a„_,x + a„ = 0. (10.10) 

donde cada a ( es entero , debe ser un entero que es divisor exacto del termino 
constante a n . 
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Con los dos teoremas anteriores, podemos determinar todas las raices rationa¬ 
les de una ecuacion del tipo dado por la ec. (10.8). 

Ejemplo 1. Resuelvase la ecuacion 

x 4 - x 3 - 7x 2 - 14x - 24 = 0 

1 - 1 -1M 

determinando primeramente sus raices rationales. 

Solution: Examinando la ecuacion vemos que. segun el Teorema 10.8. las 
posibles raices rationales son ±1. ±2, +3, ±4. ±6. ±8. ±12, ±24. Mediante 
division sintetica, encontramos que ni 1, ni 2, ni 3 son raices. Para x = 4, 

1 _i —7 -14 -24 [4 

_4_12 20 24 

1 3 5 6 0 


y escribiendo el resultado en forma algebraica (recuerdese la ec. (3.9)). 

x 4 - x 3 - 7x 2 - 14x - 24 = (x 3 + 3x 2 + 5x + 6)(x - 4). 

Siendo x - 4 factor del primer miembro de la ecuacion original, x = 4 es una 
raiz. y el problema se reduce a resolver la ecuacion rebajada de grado x 3 + 3x 2 + 
5x + 6 = 0, la cual, por ser todos los signos mas, no tiene raices positivas. ((.Por 
que?) Mediante division sintetica, encontramos que - 1 noesraiz.perosi lo es —2. 


1 3 5 6 |-2 

-2 -2 -6 
113 0 


La nueva ecuacion rebajada de grado es x 2 + x + 3 = 0 que, resuelta por la 
formula cuadrdtica ec. (8.10). da x = ( -1 ± J — 11 )/2, de modo que la solution 
completa es 




-i ± ynr 

- 1 -* 


con las ultimas dos raices imaginarias. 

Ejemplo 2. Determinense las raices exactas de 

M _ \l |> - IS +)b -5 

4x 5 - 16x 4 + 17x 3 - 19x 2 + 13x - 3 = 0. 

Solucidn: Puesto que los signos de los terminos se alternan, la ecuacion 
no tiene raices negativas. ((.Por que?) Sus posibles raices racionales son, 1, 
3, j. j, 1 y |. Utilizando division sintetica vemos que 1 no es raiz. pero si lo es 
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4 -16 17 -19 13 -3 JJ 

3-7 5-73 

4 -14 10 -14 6 0 

La ecuacion rebajada de grado puede dividirse por 2, reduciendose a 2x* - lx 3 + 
5x 2 — lx + 3 = 0. Nuevamente, encontramos que ^ es una raiz, esto es, \ es una 
raiz doble de la ecuacion original. 

2 -7 5 -7 3 ji 

1-3 1-3 

2-6 2-6 0 

Dividiendo nuevamente por 2, la nueva ecuacion es x 3 — 3x 2 + x - 3 = 0. 
La unica raiz racional posible es 3. (<,Por qu£?) 

1 -3 1 -3 J3 

3 0 3 

10 10 

Vemos que, efectivamente, 3 es una raiz y la solution de la ecuacion x 2 + 1 = 0 
consta de las dos raices imaginarias ±i. Luego la solucion completa es x = 

3, ±i. 

Pkoblemas 

Detcrminense las raices exactas dc las siguientes ecuacioncs: 

1 2x l - 3x 2 - 1 lx + 6 = 0. * 1* , J t r'6 

2 x > - 6x 2 + llx - 6 = 0. 

3 x 4 — 16x 3 + 86x 2 - 176x 4- 105 = o/ 

4 x 3 + x 2 - 24x + 36 = 0 

5 x* — x 3 — 19x J + 49x - 30 = 0. / 

6 x 4 - 4x 3 + 4x - 1 = 0, _ _ 

7 4x 4 + 8x 3 - 7x 2 - 21x - 9 = 0 S 

8 2x 4 + 5x 3 — 1 lx 2 - 20x + 12 = 0 

9 x 4 - 4x 3 + 6x 2 - 4x + 1 = 0. 

10 10x 4 - 13x 3 + 17x 2 - 26x - 6 = 0, 

11 8x 5 — 12x 4 + 14x 3 - 13x 2 + 6x - 1 = 0. 

12 12x 3 - 52x 2 + 61x -15=0. 

13 x 4 - 5x 3 - 3x 2 + 17x - 10 = 0. 
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14 x 2 - 2 = 0. i,Que significa esto en relacion con la naturaleza racional de y/2? 

15 Pruebese que ^3 es irracional. 

16 Pruebese que ^5 es irracional. 

Rcsuelvase cada una de las ecuaciones siguientes para todos los valores positivos de 0 
menores que 2 n. 

17 4 sen 4 0 - 12 sen 0 cos 2 0-7 cos 2 0 — 9 sen 0 + 5 = 0. 

Indication: Utilicese la identidad cos 2 0 = 1 - sen 2 0 y simplifiquese haciendo x = 
sen 0. 

18 4 sen 4 0 - 4 sen 0 cos 2 0 - II cos 2 0 + 3 sen 0 + 8 = 0. 

19 3 tan 0 sec 2 0 + 3 sec 2 0 - 4 tan 0 - 4 = 0. 


10.5. Raices irracionales 

Se conocen varios metodos* para determinar aproximadamente las raices 
irracionales de una ecuacion polinomial. En la section 10.2 observamos que 
cualquier raiz simple de/(x) = 0 podia aislarse, al menos en teoria. Si la funcion 
es relativamente simple, esto puede efectuarse sin mucho trabajo. Si f(a) y f(b) son 
de signos contrarios, existe al menos un valor de x entre a y b para el cual/(x) = 0. 
Esta es la idea basica que aplicaremos en el ejemplo siguiente. 

Ejemplo 1. Determinese aproximadamente la mayor raiz positiva de 

x 3 - x 2 - 3x + 1 = 0. 

Solution: Trazando la grafica de la funcion y = x 3 - x 2 - 3x + 1, fi- 
gura 10-3. observamos que la raiz que nos interesa esta entre 2 y 3. Dividiendo 
este intervalo en diez partes iguales y aplicando division sintetica a los va¬ 
lores x = 2,1, 2,2...., 2,9, 3, encontramos/(2,l) = -0,45 y/(2,2) = 0,21, de modo 
que la raiz esta entre 2,1 y 2,2. Repitiendo este proceso para x = 2,11, 2,12, 
2,19. 2,2. encontramos 

/(2,17) = -0,0006, /(2,18) = 0,0678. 


* Algunos de estos metodos son los de Graeffe, Horner y Newton que aparecen explicados 
en la mayoria de los libros sobre teoria de ecuaciones. Con el desarrollo de las maquinas 
calculadoras de alta velocidad, el metodo de Newton ha adquirido una importancia primor¬ 
dial. En lugar de reemplazar una parte de la curva por la recta que pasa por sus puntos extre¬ 
mes, utiliza un punto y estima la abscisa del punto en que la tangente a la curva en aquel 
punto cruza el eje x. Su sencillcz radica en la naturaleza repetitiva del proceso, el cual puede 
utilizarse para cualquier tipo no muy complicado de funcion, sea esta o no un polinomio. 
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y 



10-3 


Esto nos sugiere que x = 2,17 es la mejor aproximacion de la raiz con dos 
decimales; do hecho,/(2,171) = 0,00621 de modo que x = 2,170 es exacta hasta 
la lercera cifra decimal Este proceso puede, evidentemente, continuarse inde- 
finidamente. 

La labor necesaria para aproximar una raiz puede reducirse en forma apre- 
ciablc mediante cl metodo llamado interpolation lineal. Determinamos anterior- 
mente que la raiz que nos interesa esta entre 2,1 y 2,2. Esta parte de la curva se 
ilustra en la fig. 10-4, en la cual se han indicado los puntos cuyas abscisas son 



10-4 


2.1 y 2.2. Suponiendo que en esa seccion podemos representar la curva con apro¬ 
ximacion suficiente por la linea recta que une los dos puntos, tene’mos por se- 
mejanza de triangulos, 

h = _ 01 _ 

0,45 0.66' 
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de inodo que h = 0,07. aproximadamente; por tanto. una buena estimation 
para x es 

2.1 + 0.07 = 2.17. 

Calculainos enseguida/(2.17) y encontramos que es negativo. y por la forma 
de la curva, vemos que la raiz es mayor que 2.17. Calculando /(2.18) aislamos 
la raiz sin necesidad de ensayar los ocho valores reslantes. El metodo de interpo¬ 
lation lineal puede continuarse con cada nueva cifra decimal hasta obtenerse 
la precision deseada. 

La belleza del metodo radica en su simplicidad; ademas, puede utilizarse 
para calcular aproximadamente cualquier raiz real, siempre que la grafica de la 
funcion efcctivamente cruce el eje x y no sea solamente tangente a el. 

El lector recordara que en la section 6.13 determinamos los valores de las 
funciones circulares de 6 para valores de 0 que aparecian en la tabla. Si 0 es un 
valor intermedio entre dos valores dados en la labia, podemos utilizar este mismo 
metodo general de interpolacion lineal. Especificamente, si x y x + (0,0001)r son 
dos valores consecutivos en la tabla I (en la columna «radianes»), y r es un entero 
entre 0 y 29.* podemos determinar sen(x + r) utilizando la proporcion que 
resulta de la interpolacion lineal (suponiendo que la curva representativa de la 
funcion seno puede reemplazarse por una recta en ese intervalo): 

sen (x + r) = sen - v + “ [ scn (* + 0.0029) - sen x]. (10.11) 

Para las otras funciones se utilizan formulas analogas. 


Ejemplo 2. Determinese sen 0.4236. 

Solution: Puesto que 0.4236 esta entre 0.4218 y 0.4247. r = 36 - 18 = 18. 
de modo que 

sen 0,4236 = sen 0.4218 + 4$ (sen 0.4247 - sen 0.4218) 

= 0.4094 + 41(0.4120 - 0.4094) 

= 0.4094 + 0.0016 
= 0,4110. 


* En casi todos los casos. la diferencia entre dos valores consecutivos en la columna 
indicada es 0.0029. Como estamos considerando aproximacioncs dc numeros irracionales 
(subdivisioncs iguales de la longitud 2 ji dc la circunferencia unilaria). estos numeros no son 
exact os. Por esta raz6n, la diferencia puede ser 0,0030. y en este caso. este hecho debe tenerse 
presente. Veanse, por ejemplo, los valores 0,3752 y 0.3782. 
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Ejemplo 3. Determinese cos 1.0071. 

Solution: Puesto que 1,0071 esta entre 1.0065 y 1.0094. tcnemos r = 6, 
dc modo que 

cos 1,0071 = cos 1.0065 + &(cos 1,0094 - cos 1.0065) 

= 0.5348 + & (0.5324 - 0.5348) 

= 0,5348 - 0.0005 
= 0,5343. 

La tabla tambicn puede interpolate para determinar el niimero, aproxi- 
mado hasta la cuarta cifra decimal, si el valor de una funcion circular para 
ese numero se encuentra entre dos valores que aparecen en la tabla. Si se da 
sen 0. determinamos dos valores consecutivos en la columna «seno» entre las 
cuales se encuentre comprendido el valor dado. Asi. si 6 = x + (0,0001 )r, 
donde r es un entero entre 0 y 29. y x y x + 0.0029 son dos valores consecu¬ 
tivos en la tabla, determinamos r utilizando ia misma formula, ec. (9.11), en la 
cual despejamos r/29: 


r sen(x + (0,00 0 l)r - sen x (1012) 

29" sen (x + 0,0029)- sen x 

En la misma forma procedemos para las otras funciones. 

Eji-mplo 4. Determinese el niimero 6 entre 0yn/2 para el cual sen 0 = 0,6231. 

Solution: El valor 0.6231 se encuentra comprendido entre los valores en 
la columna «seno», sen 0.6720 = 0,6225 y sen 0,6749 = 0.6248. Luego 


r = 0,6231 - 0,6225 
29 0,6248 - 0,6225 

r = 29 /^006 \ 8 . 
I 0.0023 ) 


de modo que 6 = 0,6728, aproximado hasta la cuarta cifra decimal. 

Ejemplo 5. Determinese 0 si cos# = 0,5741. 

Solution: De la tabla, cos0,9570 = 0,5760 y cos0,9599 = 0,5736; por 
tanto. 


_r_ = 0,5741 - 0,5760 
29 0,5736 - 0,5760 
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o sea, 


r = 29 


/0.0019\ 
{ 0,0024/ 



y el resul tado es 6 = 0,9593. 

Estc mismo tipo dc interpolaciorr sera utilizado en los capitulos 14 y 16. 
Consideremos por un momento las raiccs imaginarias. En los ejemplos de la 
seccion 10.4, las ecuaciones tenian tamo raices reales como raices imaginarias. 
En cl primer ejemplo, estas ultimas eran (-1 ± J- 11)/2 y en el segundo, ±i. 
El hecho de que, en ambos casos. estas raices imaginarias ocurrieran como pares 
de complejos conjugados no fue una coincidencia. En toda ecuacion polinomial 
con coeficientes reales estas raices siempre ocurren en pares de este tipo. Este 
resultado puede formularse como un teorema fundamental. 

Teorema 10.9. Si el nitmero complejo a + bi. b * 0, es raiz Je la ecuacion 

/(*) = a 0 x n + a,x"~ 1 + - + a„_,x + a„ = 0, (10.13) 

donde a 0 # 0, n es un entero positive y a , son constantes reales , entonces su 
conjugado a - bi es tambien una raiz. 

Demostracidn: Como a + bi es una raiz de/(x) = 0, x — (a + bi) cs un fac¬ 
tor de/(x). Dividamos/(x) por el producto 

[x - (a + bi)] [x - (a - bi)] = x 2 - 2ax + a 2 + b 1 

hasta que el residuo sea de grado inferior al de x 2 - lax + a 2 + h 2 . El residuo, 
por tanto, a lo mas sera de primer grado: simbolicamente. csto puede expresarse 


/(x) 


Rx + S 


x 2 - lax + a 2 + b 2 ' + x 2 - lax + a 2 + b 2 


(10.141 


fix) = [x 2 - 2 ax + a 2 + b 2 ]q(x) + Rx + S, 


donde R y S son constantes reales. Como esta igualdad es valida para todo x. 
es valida para x = a + bi. Asi, 

f{a + bi) = 0 ■ g(a + bi) + /*(a + bi) + S = 0. 

En consecuencia, debe ser cero por separado la parte real y la parte imaginaria: 

Ra + S = 0 y Rbi = 0. 
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Como b t* 0, entonces R = 0 y, por tanto, S = 0, lo cual demucstra quc la di¬ 
vision en ec. (10.14)esexacta; luego x - (a - 6i)es factorde/(x);estoes ,a - bit s 
raiz de f(x) = 0. Como consecuencia de este teorema, observemos varias pro- 
piedades de las raices de la cc. (10.13). (1) Las raices imaginarias de tal ecuacion 
ocurren siempre en pares. (2) Toda ecuacion de este tipo tiene un numero par 
de raices imaginarias. (3) Si el grado de la ecuacion es impar, entonces la ecuacion 
tiene al menos una raiz real. 


Problemas 

Tr6cense las graficas de las funciones asociadas con las ecuaciones siguientcs y deter- 
minense, aproximados hasta la scgunda cifra decimal, los valorcs dc las raices reales quc se 
indican. 

1 x 3 - 3x 2 - x + 2 = 0 (la mcnor positiva). 

2 x 3 + 3x 2 - 6x - 3 = 0 (la mayor positiva). 

3 x 3 - x 2 - 2x + I = 0 (la menor positiva). 

4 x 3 — 3x + 1 = 0 (las tres raices reales). 

5 x 3 - 7x + 7 = 0 (las dos raices entre 1 y 2). 

6 x 4 - x 3 + 2x 2 - 3x - 3 = 0 (todas). 

7 x 4 -2x 3 + x 2 - 1 =0 (todas). 

8 x 4 - 4x 3 - 4x + 12 = 0 (todas). 

Detcrminense, con tres decimales exactos. las raices principales indicadas. 

9 

10 

11 ^2 

12 

13 Recuerdese que 6(A - xl) se definio como el polinomio caracteristico de la matriz de 
2 por 2 en el problema 16, seccion 9.4. Si esto sc gencraliza para cualquier matriz dc 
orden tres, ;.cual sera el grado del polinomio? Justifiquese el razonamiento. 

14 Si 6(A — xl ) se iguala a cero, obtenemos nuevamente una ecuacion caracteristica. 

Determinese una ecuacion caracteristica para cada una de las matrices siguientes: 



2 

-1 3" 


1 

2 

-3' 

(a) 

1 

-2 0 

(b) 

0 

-2 

4 


.3 

1 1 _ 


1 

-3 

1 


15 Encuentrense todas las raices caracteristicas reales de la matriz dada en el proble¬ 
ma 14(a), con dos cifras decimales exactas. 





284 Algebra y irigonometria 


16 Encuentrense todas las raices caracteristicas reales de la matriz dada en el proble- 
ma 14(b), con dos cifras decimales exactas. 

Encucntrese. en cada caso, la ecuacion de tercer grado con coeficientes enteros que lienen 
por raices a los numeros dados. 

17 3,2 -i. 

18 -4.6/. 

19 -5 + /. 

20 i i - 4. 

21 -*, 3 +^ 2 T 

22 j,(-3 + yffl/2. 

Resuelvasc cada una dc las ceuacioncs siguicntes, dada una de sus raices, indicada cm re 
pard*ntcsis. 

Indication; Uscsc division. 


23 - 4x 2 + 9x - 36 = 0. (3«) 

24 2x J + 9x 2 + 14x + 5 = 0, (-2 + i). 

25 x 3 - 8x J + 23x - 22 = 0, (3 - v / 2i). 

26 2x 3 - 8x 2 + llx - 5 =0. K3 +/). 

27 Deicrminese el valor aproximado con cuatro decimales de cada una de las cxpresiones 
siguientes. utilizando la tabla I e interpolando. 


(a) sen 1.2692 
(c) lan 0.8986 
(c) lan 0,6860 
(g) cos 2,6754 


(b) cos 0,5021 
(d) cos 1.1063 
(0 sen 2,2446 
(h) sen 0,1423 


28 Utilizando la labia I e interpolando. determinense los valores de 0. entre 0 y kI 2. apro- 
ximados con cuatro decimales, si 


(a) tanC =0,8172 
(c) cos 0 = 0,2717 
(e) sen 0 = 0,7531 
(B) cos d = 0,5386 


(b) sen 6 = 0,5331 
(d) cos 0 = 0,9392 
(0 lan 0 = 0.8083 
(h) sen 0 = 0.9648 



11 

Funciones inversas 


En los capitulos precedcntes hemos analizado algunas funciones dc tipo 
bien especifico. Bajo ciertas condiciones es importante considerar relaciones 
entre funciones. De estas relaciones, una nos sera especialmente util en temas 
posteriores. 

11.1. Funciones inversas 

Si/es la funcion 


/: 


12 - 3x 


( 11 . 1 ) 


siendo tanto el dominio como el recorrido R , la ecuacion que define la fun¬ 
cion es f(x) = (12 - 3x)/4. Si definimos, ademas, la funcion g mediante 


Q 


x 


12 - 4x 
3 


( 11 . 2 ) 


siendo tambien en este caso el dominio y el recorrido R. podemos considerar 
las expresiones /[g(x)] y g[/(x)]. Especificamente, puesto que 


g(x) 


12 - 4x 



para todo x, con/[^(x)] queremos significar el valor de/para (12 - 4.x)/3, esto es. 


265 
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Tcnemos 


Jl2-4x\ 12 - 3R12 - 4x)/3l 12 - (12 - 4x) 

\ 3 J 4 " 4 _X ' 

de modo que 

/[</(*)] = -V (H.3) 

para todo x en cl dominio dc g. Analogamcnte, podemos demostrar que 

g[f(x)] = x (11.4) 

para todo x en el dominio de f Se dice que dos funciones de este tipo son inversas 
una de la otra. 

Otro ejemplo simple que podriamos mencionar es la funcion / en que 
/ : x ”> l/*» para todo xe R, x 0. Esta funcion es su propia inversa, puesto que 

AMI — 77" — * 


para todo x ^ 0. 

La nocidn dc funciones inversas puedc cnunciarse en forma general. 
Definici6n 11.1. Si f y g son dos funciones relacionadas entre si por 

/l>(x>] = x 

, f t 

para todo x en el dominio de g y 

</[/(*)] = x*, 

para todo x en el dominio de f entonces fygse dicen ser inversas una de la otra. 

Tanto/como g tienen una inversa y cada una es la inversa de la otra. 

Si bien las dos funciones mencionadas al comienzo de la presente seccion 
tienen inversa, este no es siempre el caso. Consideremos la funcion 

(11.5) 

-X 

definida para todo x e x ^ 0. Esta funcion no tiene inversa. Demostraremos 
esta proposicion suponiendo que existe una inversa de f la cual designaremos 
port/; luego,g[/(x)] = x para todo xen cl dominio de/. Six = Ug\f(l)1 = g( 0); 
ademas, si x= -1, g[f(- 1)] = 0(0). Por tanto, 1)]; pero, 
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como hcmos supucsto quc g es la inversa dc f. por definition </[/( 1)] = 1, 
y 0[/( — 1)] = — U de modo que 1 = — 1. Esta contradiction demuestra que no 
existe inversa para esta funcion / 

La razon de esta dificultad se ve claramente si analizamos/mas detalladamente. 
Despejando x en f(x) = (x 2 — l)/x. obtenemos xf(x) = x 2 — 1,6 x 2 — x/(x) - 
1 = 0. Esta es una ecuacion cuadralica en x. de modo que, 

x Ax) ±jtmv+* 

2 (11.6) 

Luego a un detcrminado valor de f(x) le corresponden dos valores distintos 
de x. Por ejemplo, si /(x) = 0 (caso considerado anteriormente), x = 1 6 - 1. 
En otras palabras, la funcion/aplica tanto 1 como - 1 en el mismo valor, 0, del 
recorrido de / Ninguna funcion que aplica dos elementos distintos del dominio 
en un mismo elemento del recorrido puede tener una funcion inversa. Enuncia- 
remos esta proposition en forma de teorema. 

TEOREMA 11.1. Si la funcion f tiene una inversa , entonces . para dos elementos 

cualesquiera x, y x 2 en el dominio def con x 1 ^ x 2 .f(x x ) ^ /(x 2 ). 

Demostracion: Supongamos que el teorema no es verdadero; entonces, 
tenemos x x ^ x 2 pero f(x x ) = /(x 2 ). Puesto que la funcion inversa existe. desig- 
n&ndola por g , tenemos g[ m f(x x )] = fif[/(x 2 )]; pero. como g es la-inversa de 
f glf(x x )] = x, y g[f(x 2 )] = x 2 , de modo que x x = x 2 . Puesto que esto con- 
tradice la proposicion de que x, ^ x 2 , nuestra suposicion es falsa y el teorema 
queda demostrado. 

Recordemos de la section 1.1 la definicion de correspondencia uno-a-uno 
(biunivoca) para conjuntos (Definicion 1.2). Hemos demostrado que si / tiene 
una inversa, la funcion es uno-a-uno, esto es, elementos distintos del dominio 
son aplicados por la funcion/en elementos distintos del recorrido. La proposi¬ 
cion rcciproca de cste teorema es tambien verdadera. 

Teorema 11.2. Si la funcion f es biunivoca , entonces f tiene una inversa. 

Demostracion: Para todo y en el recorrido de f existe un y solo un x en el 
dominio de / tal que y = f(x). Podcmos entonces definir una funcion g que 
aplique y en x. a saber, g : y—*x, de modo que x = g(y). sicndo cl dominio de g 
el recorrido de/(y el recorrido de g el dominio de/). Luego .f[gly)] =f(x) = y 
y $[/(*)] = g(y) = x; lo cual es prccisamcnte la definicion del hecho de que g es 
la inversa de / (y / la inversa de g). 

Designaremos la inversa (si existe) de una funcion f por f~ x (lease «inversa 
de /’»). 

Hemos demostrado no solamente cl Teorema 11.2. sino que. ademas, hemos 
demostrado que 


/[/- 1 (x)]=x y / l [/(x)] = x. 


(11.7) 
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siempre que la inversa existe. Ademas, la inversa de//" \ existe si y solo si/es 
biunivoca. 

Si consideramos a / como definida por un conjunto de pares-ordenados, 
esto es,/definida por Definition 5.2. 

{(*.y)b ■/(*)}. (11.8) 

observamos que no hay dos pares ordenados que tengan el mismo primer ele- 
mento, puesto que este conjunto define una funcion. Si f~ l existe, o sea, si/es 
biunivoca, no hay dos pares ordenados que tengan el mismo segundo elemento. 
Por tanto, si xestiien el dominio de/ey = /(x),x = /" *(y),o la funcion/ -1 puede 
definirse como conjunto de pares ordenados simplemente cambiando el orden 
de los elementos de los pares ordenados que definen a /; esto es, f 1 queda 
definida por 

{(y,x)\x=f~ 1 [y)}. (11.9) 

Por ejemplo, si/esta definida por/; x—*(12 - 3x)/4, de modo que/(x) = 
y = (12 - 3x)/4, despcjando x, obtenemos x = (12 - 4y)/3 e, intercambiando 
x e y, tencmos y = (12 - 4x)/3. Luego, ^ —>(12 — 4x)/3. En general, si 
y =/(*) es la ecuacion que define una funcion que tiene inversa, la inversa puede 
obtenerse intercambiando xey.de modo que x = /(y), y despejando en seguida 
de aqui y. El recorrido de/sera cl dominio de/" 1 y el dominio de f el recorrido 
de/“ 1 . En algunos casos puedcn presentarse dificultades al utilizar este metodo,* 
debiendose siempre tomar precauciones al elegir los dominios y recorridos de cada 
funcion de modo que f sea biunivoca. 


u y 




Puede ser imposible despejar y, como, por ejemplo, en el caso x = y - sen y. 


* 
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En los ejemplos tabulados a continuacion, notese que el dominio y el reco- 
rrido de cada funcion deben restringirse. 



y-A*) 

_ 

y=f 

->(x) 

(a) 

12 - 3x 

4 

(-00 < A' < 00)* 

12 - 4x 

3 

(-CO < X < 00) 

(b) 

1 

y = x 

(x #0) 

X 

(.X * 0) 

(c) 


(0 < a) 

A + .+ 4 

y 2 

( — 00 < X < co) 



(X < 0) 

A - J* 1 + 4 
y 2 

(— CO < X < CO) 

(d) 

>•= 

(0 S A S 1) 

>■= 

(0 £ x € 1) 



(-1 SxSO) 

y = - v'l - ** 

(0 < x < 1) 


,v=-VT^ 

F (os a su 

y = VI - x 2 

(-1 <x <0) 



(-1 < A S 0) 

y=-Vl-x 2 

(-1 <x£0) 


Las graficas de/(x) yf~ ‘(x) del ejemplo (a) y de la primera funcion de (c) se 
ilustran en la fig. 11-1. Observese que las curvas correspondientes a y = f(x) 
c y = f~ l (x) son simetricas respecto a la recta y = x. (,Sera este siempre el caso? 
Analicense las graficas de las funciones dadas en los otros ejemplos. 

Problemas 

Determinesc la invcrsa de cada una dc las funciones definidas por las ecuaciones siguicntes 
(problemas 1 a 11) si es que la inversa existc. Si la in versa no existe en el mayor dominio 
posible, restrinjase este dominio de modo que la inversa exista. En cada caso, indiqucnse 
el dominio y el recorrido de cada funcion y su inversa. 


1 

y — 5x — 

6. 

2 

v; 

II 

3 

Vs 

II 

1 

4x. 

4 

X 

^ = A - 3 


A 2 - 

1 


A 2 - 1 

5 

y = —r 


6 

V -- 


X" 



X 

7 

V; 

II 


8 

y = x 2 " + 2x" + 1 

y -V 25 --2 

y 5 

9 

y = V* 2 

—~T. 

10 

11 

X 

It — - 


2 " \Im \ 

1 t ~ * 


y x 1 - 

T 



- 2 1 \] y 

* La notation — oo < x < oc significa: todos los valores reales finitos de x, positivos, 
negativos y cero. 
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12 Expliquese la razon por la cual una recta paralela al eje x o al eje y corta a la grafica dc 
una funcion a lo mas en un punto si la funcion tiene inversa. 

13 Recordemos de la nota al pic en la seccion 6.3 que se dice que una funcion/es creciente si 
/(x t ) </(x 2 ) siempre que x, < x 2 . Demuestrese que si/cs creciente,/ - 1 existe. 

14 Hicimos notar que si ( a , b) es un punto cualquiera dc la grafica de/ entonccs (b, a) es un 
punto de la grafica de/” *. Describase la position relativa de estos dos puntos rcspccto 
a la grafica dc la recta cuya ecuacion es y = x. Esta propiedad cs de utilidad en la construc¬ 
tion de la grafica de/” 1 si la grafica dc/es conocida. 


11.2, Representation grafica de algunas relaciones 

Si analizamos el conjunto de pares ordenados 

{(*, y)\xy - x 2 + 1 =0}, (11.10) 

podemos considerar este conjunto como una funcion /: x —>y, puesto que para 
todo valor de x a exception de cero, la ecuacion determina un valor unico para y. 
Podemos verificarestodespejandoyenxy — x 2 + 1 = 0, loqueda y = (x 2 - l)/x 
Sin embargo, si despejamos x, obtenemos x = (y ± Jy 2 + 4)/2, de modo que 
no es posible considerar la ecuacion xy — x 2 4- 1 = 0 como definiendo una 
funcion/que aplique y— >x, sino solamente una relacion. Tales relaciones, de- 
finidas por ecuaciones similares, pueden, sin embargo, representarse graficamente. 
A menudo es conveniente utilizar la expresion de y en funcion de x y la de x en 
funcion de y, aunque ellas no definan necesariamente una funcion. 

Ejemplo. Rosquejese la grafica dc la relacion expresada por la ecuacion 

x 2 - 2xy + y 2 4- 2x - 3y + 2 = 0. 

Solution: Utilizando la formula cuadratica para despejar x en funcion de 
y, encontramos 


x = y - i ± 

A partir de esta expresion podemos tabular algunos valores, observando que 
a cada valor de y le corresponden dos valores de x. Por ejemplo, si y = 2, x = 2 
6 0. Si y = 1, x = 0 es una raiz doble y la curva es tangente a y = 1 en este punto. 
Ademas, si y < 1, los valores de x son imaginarios, de modo que la curva se 
encuentra en la zona donde y ^ 1. 

Despejando y en funcion de x, tenemos 

2x -h 3 ± J4x + 1 
3 2 
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Nuevamente,es facil determinar conjuntos dc valores que satisfagan la ecuacion. 
Ademas, la curva se encuentra en la zona donde x > — \ y es tangente a la recta 
x = — i en y = La curva resultante (vease fig. 11-2) es una parabola, si bien 
su ecuacion no es tan simple como las consideradas en la seccion 8.3. 

Con estos antecedentes podemos ahora resolver graficamente sistemas de 
ecuaciones del tipo considerado en el ejemplo 2. seccicSn 8.12. 


Problemas 


Bosquejese la grafica dc cada una dc las rclaciones exprevsadas por las ccuacioncs 1 a 10. 


1 16x 2 + 25.v 2 - 400 = 0. 

3 xy = 1 . 

5 4x 2 + 4y 2 - I2x- 10 y + 5 = 0 . 
7 x 2 + 2 xy + .v 2 - 2x - 2y = 1. 


2 x 2 - y 2 - 1 = 0 . 



6 2xy + 4y — 6x = 0. 

8 x 2 + xy + y 2 - 3y - 3 = 0. 


11 Resuelvase graficamente el ejemplo 2. secci6n 8.12. 


12 Resuclvanse graficamente los problemas 7 y 9, scccion 8.12. 


13 Resuelvanse graficamente los problemas 8 y 10, scccion 8.12. 
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11.3. Funciones circulares inversas 

El concepto de relation o funcion inversa es particularmente importante 
al estudiar las funciones circulares y sus propiedades. A1 considerar la funcion 
cuya ecuacion es y = sen 6, podemos querer referirnos a y, el seno de 9, pero 
tambien es posible que queramos poner el enfasis en el numero 9, esto es, 9 cuyo 
seno es y. Esta consideration se presenta tan a menudo que para indicar que 
«9 es un numero cuyo seno es y», csto es, la relacion inversa de y = sen 0, se 
utiliza un nombre y una notation especial. Alrededor de 1730, Daniel Bernoulli 
y Leonhard Euler introdujeron la notacion 

9 = arcsen y (11.11) 

para indicar un valor cuyo seno es y, y en esa forma esta expresion recibio el 
nombre de arcseno de y. Esta fue la primera notacion adecuada para una relacion 
circular inversa. Postcrionnenle, cn 1813, John Herschel introdujo otra notacion 
que tambien se ha seguido utilizando, 0 = sen"' y. Aqui, - 1 se utiliza no como 
exponente, sino como indicacion de que se trata de una relacion inversa, de acuer- 
do con la notacion corrientemente usada, /~ *, para designar la inversa de una 
funcion f. 

Segun la definition precedentc, si y = arcsen y es un numero cuyo seno es 
5 ; asi, y puede ser igual a s/ 6 , 5jt/6, 13^/6. - 7n/6, etc., o, en general, y — jt/6 + 
2nn 6 y = 5n/6 ± 2nn, con n = 1,2, 3,...; por otra parte, estos son los unicos 
valores que y puede tomar. Esto puede verse claramente por la grafica de la 
relacion. Esta consideration nos permite observar que, aunquey = sen x es una 
ecuacion que define una funcion, la ecuacion inversa y = arcsen x define solo 
una relacion; mas precisamentc, una relacion en que a un determinado valor 
de x, le corresponden infinitos valores de y. 

Las restantes relaciones circulares inversas se definen en forma similar. 
La expresion arccos x designa un numero cuyo coseno es x, arctan x designa 
un numero cuya tangente es x, etc. Las otras tres relaciones circulares inversas, 
arccot x, arcsec x y arccsc x son de menor importancia y pueden expresarse 
en forma inmediata en terminos de arctan x, arccos x y arcsen x, respectivamente, 
utilizando las ecs. (6.11), (6.12) y (6.13). Por ejcmplo, arccscx puede considerarse 
equivalente a arcsen 1 /x; especificamente, 

arccsc 2 = arcsen | = jt/ 6 ,...etc. 

Las graficas de las relaciones circulares inversas muestran claramente su 
comportamiento. Para considerar la grafica de y = arcsen x, nos basta recordar 
la grafica de la expresion equivalente x = seny. (Esta grafica aparece en la 
fig. 6-7 con x e y reemplazados por y y 9.) Si construimos la grafica de x = sen y 
en papel transparente, con el eje x vertical y el eje y horizontal, damos la vuelta al 
papel y lo rotamos 90° en sentido horario, el resultado es la grafica de y = arcsen x, 
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quc apurcce cn la fig. 11-3. Las graficas de y = arccos x c y = arctan x, que se 
obtienen cn forma similar, sc ilustran cn las figs. 11-4 y 11-5. Observese quc 
arcsenx y arccos x cstan dcfinidas solo cn cl dominio cn que x se cncucnire 
comprendido entre — 1 y 1. ambos inclusive; cn cambio, arctan x csta definida 
para todo valor real de x. En esa forma, arcscn 2 no licnc sentido,* puesto quc no 
existe numero real cuyo seno sea 2. pero arctan 2 ticne sentido. Scgun las graficas, 
observamos una vez mas que en estas relaciones inversas existen infinitos valorcs 
de y para un valor de x. Tengase presente esta propiedad en el caso de cada una 
de estas relaciones. 

Si el seno de un determinado valor de >\ por ejemplo, y t , es igual a x l9 
(,que otros valores de y tienen el mismo seno? Recordcmos que la adicion o 
substraccion de multiplos enteros de 2n no cambia la funcion circular de un 


* Esto es verdadero en nuestro presente contcxto restringido a valorcs reales. En mate- 
maticas mas avanzadas. las funciones circulares pueden extenderse a valores complejos y. 
en este caso. arcsen 2 es un numero complejo. 
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niimero; adcmas, en el caso de ia luncion seno, sen (n - v) = sen y. Por tanto. 

7 r - .v -f Inn tendra el mismo seno que y. En otras palabras, podemos sumar 

un multiplo entero par dc n a y o a n - >\ y el numero obtenido tendra el mismo 
seno; esto es, 


arcsenx, - (-lfy, + nit (-l^x,^l) si seny, = x,. ( 11 . 12 ) 

Esto es verdadero para todo valor entero de n y da un valor diferente de arcsen x, 
para cada valor dc n. Por ejemplo, si n = 0. arcsen x, = y,; si n = 1, arcsen 
x, - a - y,; Si n = - 1. arcsen x, = —(tt + y,): etc. De la fig. 11-3 se ve cla- 
ramente que la formula da todos los valores posibles de arcsen x,; ellos estan 
mdicados por la interseccion de la linea vertical de puntos y la curva. 

Puesto que cos(2ti + y) = cosy y cos(-y) = cosy, es facil verificar que 
la expresion siguiente da todos los valores de arccos x,. 

arccosx, = +y, + 2mt (-1 < x, $ 1 ) si cosy, = x,. (11.13) 

Del hecho de que tan (a + y) = tan (2a + y) = tan y, obtenemos la expresion 

arctanx, = y, + nn (-cc<x, <co) si tany, =x, (11.14) 

para todos los valores de arctan x,. 

Como ejemplos de valores especificos de estas relaciones inversas tenemos 
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arcseni = (-l ) n 7 + ra. arccosi = ± \ + 2nn, arctan (-1) = - J + nn, 

2 6 2 ^ 

en quc n es un entero cualquiera. 

Hemos recalcado en esta explication el hecho de que las relaciones circulares 
inversas son multiformes. Sin embargo, con restricciones adecuadas. estas 
relaciones inversas pueden transformarse en uno-a-uno (biunivocas), y en esta 
forma, obtenemos las importantes funciones circulares inversas. Como puede 
verse por la grafica de y = arcsen x (fig. 11-3), si el recorrido de la relation se 
limita a -n/2 < arcsen x < n/2. existc un unico y en correspondence con cada x 
del dominio. En forma similar puede restringirse el recorrido de las otras relaciones 
circulares inversas, estableciendose asi la distincion entre relaciones y funciones 
inversas. Utilizarcmos la A (mayuscula) para designar las funciones. Los reco- 
rridos de las tres funciones circulares inversas mas importantes son: 

— n/2 < arcsen x <n/2, (11.15) 

0 s arccos x s n, (11.16) 

— n/2 :£ arctan < n/2. (11-17) 

Las graficas de estas funciones se indican en las figuras mediante lineas gruesas. 
En el caso de los ejcmplos anteriores, los valores de las funciones resultan ser: 

arcsen \ arccos i = j, arctan (- 1 ) = - y 


Otros ejemplos de valores de funciones son: 


arcsen 


arcc’ot (- s/3) 

6 


arccos I —- 


27c / — 2^ 

T arcscc fe 



Problemas 

Determinense los valores siguientes sin usar tablas: 


1 arcsen v /3/2. 

Indication: Sabemos que sen tc/ 3 = 
2 arctan 1. 

4 arcsen 0. 

6 arccos (- 1). 

8 arccot(- J2). 


^3/2; por tanto, arcsen J3/2 = (— 1 >"7r/3 + nn. 
3 arccos (— J). 

5 arctan 0. 

7 arcsec 
9 arccos 0. 
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10 arctan(-l). 
12 arccsc 2 


11 arcsen (- 1 ) 


13 

15 

17 


Con ia ayuda de la tabla I, 
arcsen 0,4067. 
arccos 0,6293. 
arcsen 0,9951. 


detcrminese el valor de cada una de lasexpresiones siguientes: 

14 arctan 1.5399. 

16 arccos 0,8450. 

18 arctan 0,3281. 


Resue!vanse respccto de 0: 

19 y = sen 40. 

Indication: Sabemos quo 40 = arcsen luego, 0 = (arcsen y)/4. 


20 

22 

24 

25 


y = cos 30. 

y = sen {0/2). 

3y = 2 + sen 30. 

Expliquese la razon por la cual 
y ^ n/2. 


21 y = 3 tan 20. 

23 2y - 4 see 20 . 

y = arccos x no puedc ser tornado cn el intervalo 


Resucl vanse respccto de x : 


-n/2 


26 y = arcsen 2.v. 

28 y = arctan (x - 2). 
30 y = n + 2 arcsen x . 


27 y = ^ arccos ( 4x - 4). 

29 y = arctan x - 2. 

31 8 y = (n/3) - 4arccos(2* + 1). 


11.4. Operaciones con funciones circulares 


mversas 


f„n m " S Conven | ente de considerar operaciones con las relaciones y 
funciones nversas es anal.zando diversos ejemplos. Puesto que las funciones 

SSSSSSrr l0S miSm ° S 0 Para 105 Cua,es hemos esScido 

n V c eS ma$ exped,,n M,bstituir estas funciones o relaciones 

P un numero 9 o 10 . Este tipo de substitucion se ilustrara en los ejemplos. 

Ejempio 1 . Determinese el valor de sen (arccos f). 

Soluci6n: Este ejempio. similar a muchos problemas del capitulo 6 consiste 
en encomrar el seno de un numero cuyo coseno es * Sea 0 este numero; lu go 
COS 9 = i y sen 9 = ± yT= (|) z = ± f. 6 

Ejemplo 2. Determinese el valor de cos (arcsen u + arccos v). 




Funciones inters** 


Solution: Si hacemos arcscn u = 0] y arccosn - 0 2 , el ejemplo se reduce 
a cxpresar cos( 0 , + 0 2 ) en funcion de u y v, donde 

sen fl, = m, cos0 2 = i>, 

y, por tanto, 

cos 0 , = V 1 - “ 2 - sen = Vl ~ «> 2 • 

(Expliquese por que ambos radicales son positivos.) Luego, 

cos(arcsen u + arccos u) = cos( 0 , + 0 2 ) 

= cos 0 , cos 0 2 - sen 0 , sen 0 2 

= vjr^u 1 - uji - v 1 . 

Ejemplo 3. Dcmuestrese que arctan \ + arctan $ = n/4. 

Solution: Puesto que cada termino del primer miembro es menor que n/4, 
el primer miembro es un numero entre 0 y n/2. al igual que lo es n/4, el segundo 
miembro. Si las tangentes de dos numeros son iguales, los numeros deben ser 
iguales. Tomemos tangentes de ambos miembros en la presunta igualdad y si 
ellas son iguales, la igualdad quedara demostrada. Debe observarse que esto es 
verdadero solo porque la funcion tangente es uno-a-uno entre 0 y n/ 2 . 


tan ^arctan ^ + arctan = tan - 

tan (arctan jj + ta n (arctan 2 i 
1 - tan (arctan tan (arctan \) 


_i±i_ 
1 -i-i 



Problemas 

Determincnse los valores de las expresiones siguientes sin utilizar tablas: 

I sen (arctan |). 2 cos (arcsen £). 

3 tan (arccos A). 4 sen [arccos (-if)]. 

5 cos (arcscn £). 6 tan [arcsen (-*)]. 

7 sen (arcscn u). 8 cos (arccos r). 

9 tan (arccos u) 10 sen (arctan v). 

II arcsen (sen n/7). 12 arccos [cos (-n/5)]. 
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13 arctan (col 471/9). 

arccos (sen n/ 10 ). 

17 arcsen (tan ji). 

19 sen (arcsen u + arccos v). 

21 sen (arccos 5 + n). 

23 sen (arcsen ± + arccos |). 

25 tan [arcsen £ + arctan (-$)]. 
27 sen [2 arcsen f + [ arccos $]. 


14 arcsen (cos jt/7). 

16 arccot [tan ( — re/ 5 )]. 

18 arctan (sen 7ar/2). 

20 cos (arccos u + arcsen v). 

22 cos (n /2 - arcsen &). 

24 cos (arctan — arccos }f). 

26 cos [arccos (-}) + arcsen (- j)]. 

28 cos (arcsen j + arccos £ + arctan fy. 


Verifiquense las igualdades siguientes sin utilizar tablas: 

29 arctan 3 + arctani = ;r/2. 

5 /z ' 30 arcsen j +arccos = arcsen |f. 

31 arctan [ + dretanf = arctan}. 32 arctan* + 2arc,ani - «/4. 

33 arctan £ *+- arctan i + arctan j- = rr/4. 

54 ‘f e8 " rd * d ' r * ^ + «rcun 3 . —s/4. J„s.ifi q «s= I, res . 

35 |' * “ * <— .0-0, ,0, 

v”f Z i0 -n V = arCSen (C ? S ° ): lucg ° Sen y = cos 0 = ^n(in - 0. For tanto 

expresiones cn uTa. tei'eno" y =) n ±/ + ^„ = ^ + ° + ^ C ° mhmando ,as dos ’ 


Determinense todos los valorcs posibles dc: 


36 arcsen (sen 0). 
38 arccos (cos 0). 


37 arccos (sen 6). 
39 arctan (tan 0). 


— — dd * - — 

40 arctan x + 2 arctan 1 = 3ir/4. 

41 arccos a-+ 2 arcsen 1 = 

42 arcsen x + arccos 2x = n/6. 

“S;; Hi8ase aresen * ■ *■* - * *»««—*»i. + „. ra . mt+ 

43 arcsen x + arccos <1 — *) = 0 . 

44 arcsen x + arccos (1 - x) = n/2. 

45 arctan (1 + x) + arctan (1 - xj = n/2. 
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A mcnudo se prcsenta cl problcma de determinar el numero de maneras en 
quo, bajo ciertas condicioncs, puede disponerse un grupo de objetos. (t De cuan- 
tas maneras pucden sentarse ocho personas a una mesa? iCuantas placas o 
palentes de vehiculos cs posiblc formar si cada una consta dc tics cifias y dos 
Ietras, etc.? Las respuestas a estas preguntas y a muchas otras, mas importantes 
y complicadas, se pueden encontrar mediante un proccso que a vcces recibe 
el nombre de «enumeracion sofisticada ». Si bicn no nos cs posible aqui tratar 
en detalle esta materia, analizaremos algunos aspectos elementales dc clla. ya 
que es de gran utilidad en matematicas y otras ciencias naturalcs y socialcs. 


12.1. El principio fundamental 

Comenzaremos considerando un ejemplo sencillo. Determinemos cuantos 
numeros de dos cifras distintas pueden formarse con los cuatro enteros 1. 2, 3 y 4. 
Cualquiera de ellos puede elegirse como la cifra de las deccnas; una vez elegida 
esta, quedan tres enteros de entre los cuales podemos elegir la cifra de las unidades. 
De este modo. por cada una de las cuatro altcrnativas inicialcs, hay tres mas, 
lo cual liace un total de 4 • 3 = 12 numeros. Tenemos entonces, 

12, 13, 14. (1 en la cifra dc las decenas), 

21, 23, 24, (2 en la cifra de las decenas). 

31, 32, 34, (3 en la cifra de las decenas), 

41, 42, 43, (4 en la cifra de las decenas). (12.1) 

Este ejemplo puede ilustrarse (fig. 12-1) mediante un diagrama especial. 
Si se permiten repeticiones, el resultado es 4 -4 = 16 numeros. en lugar de 12. 

Un problema algo mas complicado podria consistir en determinar cuantos 
numeros de tres cifras distintas pueden formarse con los mismos cuatro enteros 
1, 2, 3 y 4. Cada uno de los 12 numeros dados por la ec. (12.1) puede considerate 
como representando las cifras de las centenas y las decenas. Puesto que en cada 
caso ya se han seleccionado dos de los cuatro enteros, la cifra de las unidades 
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12 

13 

14 
2J 

23 

24 

31 

32 
34 

41 

42 

43 


el nimoro «• -*~ 

~? d r - - - - •= 

El diagrama en este caso scria similar al de la fit. \> I ™ i Jr 
de que, en el extremo do cada una dc las 8 " 2_1 ’ n ,a diferencia 

dos «ramas» adicionales Analoeamente si <<r ™™», debenan agregarse 

caso, el rcsuliado seria 4 4 4 = ^’ perm,t,eran WWones en cste 

Es tos ejemplos ilustran el siguiente principio fundamental. 
mdepmliememAu 2 n 2 v L al jx *“* ‘Mruarse 

de 105 

Mz rr. ” np “ rcs ' verinquese - » -pSS 

parttX U es e S„ d „ e 272L2L n “ m "° de P™ una pcsicion 

minada operac™ ™mo 1T2 *" r "* > rfca “ r ^ ~ deer- 

unidades an a , e ' eCC, ° n e ” Pr '™ r h *“ r de •“ cifraa dc las 
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Ejemplo 2. ^Cuantos comites diferentes dc las Nacioaes Unidas integrados 
por un americano y un europeo pueden formarse de entre siete americanos y 
cuatro europeos? 

Solution: El americano puede ser escogido de una cualquiera de siete 
maneras e, independientemente, el europeo puede ser escogido dc una cualquiera 
de cuatro maneras. De este modo, aplicando el principio fundamental, el numero 
total de comites posibles es 7 - 4 = 28. 

Ejemplo 3. Si se lanzan dos dados corrientes (cubicos), ^de cuantas maneras 
pueden caer? 

Solution: Puesto que cada dado tiene seis caras, cada uno puede caer 
independientemente en una cualquiera de seis maneras; en consecucncia, el 
resultado es 6 • 6 = 36. 

Ejemplo 4. En una eleccion hay tres candidatos a presidentc, cuatro a 
vicepresidente, cinco a secretario. pero solo dos a tesorero. ^Cuantos resul- 
tados distintos puede tener la eleccion? 

Solution: Con cada una de las tres posibilidades para presidente, hay 
cuatro para vicepresidente. Con cada una de estas (3*4 = 12) posibilidades, 
hay cinco para secretario y asi sucesivamente. Luego el numero total de resul- 
tados posibles de la eleccion es 

4<3)(5)(2) = 120. 


Problhmas 

1 Una moneda dc 10 cts y una de 5 cts se lanzan sobre una mesa. jDe cuantas maneras 
pueden caer? 

2 Un cuestionario consta de diez preguntas que deben contestarse si o no. <,De cuantas 
maneras distintas puede contestarse al cuestionario completo? 

3 i,Cuantos numeros de tres cifras diferentes menores que 500 pueden formarse con los 
enteros 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7? 

4 En una carrera participan 12 atletas. ^De cuantas maneras pueden distribuirse los tres 
primeros lugares? 

5 Entre las ciudades A y B hay cinco caminos principales y entre B y C hay cuatro. ^,Dc 
cuantas maneras puede una persona viajar de A a C y regresar. pasando por B en ambos 
sentidos y sin viajar dos veces por el mismo camino? 

6 <,Cuantos numeros de a lo mas tres cifras distintas pueden formarse con los enteros 

, 1,2, 3,4, 5, 6? 

7 ^Cuantos numeros de al mcnos tres cifras distintas pueden formarse con los enteros 
1, 2, 3,4, 5, 6? 
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8 Un club dc terns consta de 12 muchachos y 9 ninas. <,Cuantos equipos de dobles mixtos 
(un muchacho y una nina) pueden formarse? <,De cuantas maneras pucde concertarse 
un partido dc dobles mixtos? 


10 


11 


12 


Un cstudiante de primer ano universitario debe tomar un curso de idioma extranjero. 
uno dc ciencia natural, uno de ciencia social y uno de espanol. Si puede elegir entre 4 
idiom as extranjeros, 5 ciencias naturalcs, 3 ciencias socialcs, pero todos los alumnos 
deben tomar el mismo curso de espanol. <,de cuantas maneras puede el cstudiante organi- 
zar su programa de estudios? 

cuantas maneras pueden selcccionarse un as, un rey, una rcina y una sota dc una 
baraja de 52 naipes si 

(a) deben ser todos de distinto palo. 

(b) pueden ser de palos distintos o iguales. 

(c) deben ser de un mismo palo. 

(d) deben ser de un palo determinado? 

Un hogar dc esiudiantes ticne ocho puertas de acceso. ;.Dc cuantas maneras puede un 
estudiantc entrar por una puerta y 

(a) salir por otra distinta. [ \ 

(b) salir por una puerta cualquiera? 

Un estadio tienecuatro puertas de entrada y nueve de salida. iDc cuantas maneras pueden 
dos nombres entrar juntos, pero salir por puertas diferentes? 





12.2. Permutaciones 


Dcfiniremos lo que entendemos por pcrmutacion. 

Definici6n 12.1. Cada ordenacion o disposition diferente de un grupo de 

objetos se lla ma pcrmutacion de esios objetos. 

Por ejemplo, los numeros 423 y 234 constan de los mismos digitos, pero son 
numeros distintos porque constituyen ordenaciones diferentes de los digitos 
2. 3 y 4. En general, si tenemos n objetos y disponemos r de ellos (r < n) en un 
orden determinado, llamamos a esta disposition una permutacion* de los n 
objetos tornados dc r cu r. 

Podemos cstablcccr facilmente una expresion para el numero total de per- 
mu lactones de n objetos tornados de r en r, utilizando el principio fundamental 


En algunos textos se acostumbra distinguir entre los casos r < n (en el cual sc habla 
dc trrreylos o vartactones) y r = n (para el cual se reserva el nombre de permutaciones). Aqui 
hemos incluido los dos casos dentro del nombre comitn de permutaciones, ya que en ambos 
esta imphcada la idea intuitiva de que es posible «permutar» los objetos para obtener dis- 
posicioncs diferentes en oposicitSn a las llamadas «combinacioncs» que sc veran mas adc- 
lante. (Ver seccion 12.3.) {N. del T) 
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de la seccion 12.1. Esta expresion. quc depcndc de n y r, la designarcmos por 
P(n, r)* _ 

Teorema 12.1. El numero tolaI de permuiaciones de n objetos tornados de 
r en r, P(n, r ), estei dado por: 

P(n, r ) = n(n - l)(n - 2)- (n - r + 1). (12.2) 

Demostracion: El numero de disposiciones posiblcs de n objetos. tomando 
r cada vez.es equivalentc al numero de maneras en que puede escogerse de entre 
n objetos para ocupar r espacios. Hay n posibilidades para el primer espacio. 
n - 1 para el segundo, /i - 2 para el tercero. y asi sucesivamente. El r-esimo 
(ultimo) espacio puede ocuparse con uno cualquiera de los n — (r — 1) = n - 
r + 1 objetos restantes, de modo que los r espacios pueden llenarse de n(n - 1 ) 
(n - 2)-(n - r 4- 1) maneras. Luego, 

Pin, r ) = n(n — l)(n — 2) ••• (n — r + 1). 


Si nos interesan las permutaciones de los n objetos. tomandolos todos a la vez 
(r = n ), tenemos, haciendo r = n en la ec. ( 12 . 2 ), 

Pin, n) = n(n - l)(n — 2) ••• 3 • 2 • 1 = n! (12.3) 

La expresion n(n — l)(n — 2) - 3 • 2 • I aparece con frecuencia y aqui la 
simbolizaremos por n! (lease «n factorial). Asi se tiene 4! = 4 • 3 • 2 -1 =24 
y 1! = 1. Por convencion, cero factorial = 01 = 1.** 

Amplificando el segundo miembro de la ec. (12.2) por (>t - r)! obtenemos 
la siguiente expresidn para P(n, r): 

r) = «(« - l)(w - 2 ) — (it - r 4 - l)(n - r)! 


o 


Pln.r) = 


n! 


In - r)\ 


(12.4) 


Ejemplo 1. Determinese el numero de permutaciones de los cuatro enteros 
1, 2. 3 y 4 tornados de dos en dos. q p, Lj 

iStetr 



* Tambien sc emplean los simbolos n P n P”, n P r . (N del T.) 
** Cero factorial, 0!, se hace por dcfinscion igual a 1. 
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Solution: Puesto qae queremos determinar el numero de disposiciones de 
cuatro objetos tornados de dos cn dos, 

P(4,2) = 4 * 3 = 12. 

Las doce permutaciones se enumeran en la section 12.1. 

ac . f t JEMP . LO 2 ‘ Si J cuatro Personas suben a un omnibus en el que hav dicz 
asientos desocupados, <.de cuantas maneras pueden sentarse? 

.JtTcufr 1 “ al nimero de disposici “ es * £ 

P(10,4) = 10-9-8-7 = 5040. 

JE™ 3 ' iDe cuimas maneras P ui:d «> “locar* cinco libros cn un 

todo“ez. f“ g “ rrcsp °" de a las <™.aci 0 „es dc cinco obje.os, tornados 

P(5, 5) = 5! = 120. 

« evidentementp t >T mu,acio ” s de * la palabra «„euma,ico» 
evidentemente 9.. el numero de permutaciones de las letras de «elefantes» 

e menor, porque .res de las letras son iguales. Antes de enunciar y demo" ra 
cl siguiente leorema, veremos un ejemplo. cemosirar 

de «feTetaTes»: De ' ermiMSe " nlimero dc P'™***™. de las ocho le.ras 

Soluaon: Si todas las letras fueran distintas, tendriamos que P numero 

i/nateTulT Seri “ 9 ’ ES '? P ° dria l “" -bind^cen a las K 

maneras' esie « • *’. 2 y * 3 ‘ Us treS <<<?>> pueden P^mutaree entre ellas de 3! 
maneras, es.e sena el caso en cada una de las diferen.es disposiciones. Luego 

9? 

r -h 

La demostracion del teorema general a continuation sigue el esquema del 
raz onamiento del eje mplo 4 y se deja como ejercicio. 

Teorem a 12.2 Si P representa el numero de permutaciones diferentes de 

aualel " ° ? V6Z ' ^ hS CUO,eS kay P ^ m,eS entre * otros q 

iguales entre si, otros r iguales entre si, etc.: entonces, H 


P = 


pltllrl- 


(12.5) 
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Ejemplo 5. ^Cuantas permutaciones pueden hacerse con ias 11 letras dc 
la palabra «Mississippi<> tomandolas todas a la vez? 

Solution: Pucsto quc hay cualro «/», cuatro «s» y dos «p». 



11 ! 

4!4!2! 


34.650. 


Problemas 

1 o^uanios numcros dc tres cifras difercntes pueden formarse con los digilos I. 2. 3 4 
5. 6, 7, 8 y 9? 

2 (.Cuantos numcros dc tres cifras diferentes y menores que 700 pueden formarse con 
los digitos del problema 1? 

3 (.Cuantos numcros que tengan a lo mas tres cifras pueden formarse con los digitos 
del problema 1? 

4 iDc cuantas maneras pueden elegirse presidentc, vicepresidente, secretario y tesorero 
de un curso de 100 alumnos? 

5 (,De cuantas maneras pueden sentarse. en una fila de siete asientos, cuatro muchachos 

y tres ninas 

(a) si pueden sentarse cn cualquicr orden. 

(b) alternandose muchachos y ninas? 

6 £De cuantas maneras pueden sentarse, en una fila de ocho asientos, cuatro muchachos 
y cuatro ninas 

(a) si pueden sentarse en cualquier orden. 

(b) alternandose muchachos y nifias? 

7 El director de un equipo de b^isbol insiste cn que su mejor bateador debe batear en 
cuarto lugar y el «pitcher» al final. En estas circunstancias. ^.cuantos ordenes de bateo 
son posiblcs? 

8 (.De cuantas maneras pueden sentarse ocho personas en una fila de ocho asientos si dos 
personas insisted en sentarse una al lado de la otra? 

9 Un profesor de idiomas desca mantener juntos en su estante los libros de un mismo 
idioma. Si tiene 12 espacios para 5 libros francescs, 4 italianos y 3 alemanes. £de cuantas 
maneras los puede colocar en el estante? 

10 (,Dc cuantas maneras pueden sentarse ocho personas alrededo. dc una mesa? 

11 (.De cuantas maneras pueden sentarse ocho personas alrededor de una mesa, si dos 

personas insisten cn sentarse una al lado de la otra? ^ ^ } 

12 (.Cuantas placas de vehiculos pueden hacerse utilizando dos letras cuuicsquicra en los 
dos primeros lugares y cualquiera de los numcros de 0 a 9 en los tres lugares restantes? 
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13 

14 


Resuelvase cl problems 12. agregahdo la condition de que ni las letras ni los numeros 
pueden repctirse. CXZX 


iCuantas permutaciones pueden hacerse con las letras de las palabras 
(a) «aritmetica» (b) «colegio»? 


15 ('.Cuantas permutaciones pueden hacerse con las letras de la palabra «matematica»? 

16 <,De cuantas maneras pueden disponcrsc en una fila cuatro cuentas rojas, cinco blancas 
y tres azules? 


17 

18 

19 

20 


i.Dc cuantas maneras pueden disponerse sietc cuentas dc distintos 
un brazalete? 

Demucstrese que P(n + 1. r) = (n + 1) P{n.r - 1). 

Determinese n si P(n, 5) = 20 P(n, 3). v ■ V 

Calculese el valor de P(5. 1) + P(5,2) + P(5,3) + P(5.4) +• P(5. 5). 



colores para haccr 


12.3. Combinaciones 

A diferencia dc una pcrmutacion. que es una disposidon ordenada de deter- 
minados objetos, una combination es un conjunto o coleccion de objeto s cn un 
orden no especificado. De este modo, por combinaciones de n objetos diferentes 
tornados de r en r(r</i), queremos significar todas las selecciones posibles 
de r objetos de entre los n sin considerar un determinado orden en ellos. El 
nutnero total de estas combinaciones se designa por C(n,r),* puesto que tambien 
depende dc n y r. 

La diferencia entre permutaciones y combinaciones, diferencia importante, 
esta en la ordenacion de los objetos. El teorema siguiente aclarara esta diferencia. 

Thorema 12.3. El nutnero total de combinaciones de n objetos tornados de 

r en r, C(/i, r) y esta dado por la expresion 


Qn. r) = 


n 


(n — r) !r! 


( 12 . 6 ) 


Demonstration: En cada una de las C(n,r) combinaciones, consistente de r 
objetos diferentes. estos r objetos pueden reordenarse, permutandoios, en r! 
maneras distintas. Asi, por cada combinacion habra r! permutaciones, de modo 
que por las C(n, r) combinaciones habra C(n,r)r! permutaciones diferentes. 


* Tambien se utilizan a menudo las notaciones,,^ C n r y (;). Hemos elegido C(n, r) porque 
concuerda con la notacion para el valor de una funcion. Ademas, es facil de imprimir, razon 
esta que constituye una ventaja adicional en el «lenguaje» de las maquinas calculadoras. 
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Puesto que estas constituyen todas las permutaciones posibles de los n objetos, 
tornados de r en r, tenemos 


C(n, r)r! = P(n, r), 


o 


C(n, r) = 


r! 


Substituyendo la expresion para P(n,r), ec. (12.4), obtenemos. 


C(n, r) = 


ni 


(n - r)!r! 

Una consecuencia inmediata de esta igualdad es 

C(n, r) = C(n, n - r). 


(12.7) 


( 12 . 6 ) 


( 12 . 8 ) 


Esta relacion puede emplearse para disminuir los calculos si n es relativa- 
mente grande y r < n. pero tambien grande. (Vease ejemplo 1.) 

Ejemplo 1. Calculese C(15, 12). 

Solution: Utilizando la ec. (12.7), que es la expresion mas frecuentemcnte 
usada al resolver problemas, 


C(15,I2) = 


15 • 14• 13•12 31•10-9 8• 7-6-5 -4 
1 • 2• 3 4 5 6• 7 g • 9-• 10 II - 12 


15 • 14 • J3 
1-2-3 


= C(15,3), 


de modo que C(15,12) = 455. 

Ejemplo 2. En un curso de 15 muchachos y 10 niiias, ^,de cuantas maneras 
puede formarse un comite de 3 muchachos y 2 niiias? 

Solution: Puesto que en el comite no se considera un orden entre los miem- 
bros de el, los muchachos pueden seleccionarse de C(15,3) maneras y las niiias 
dc C(10,2). Aplicando el principio fundamental, 


C(15,3)-C(10,2) = - i - i -1 2 4 3 13 • = 20.475. 


Ejemplo 3. En un examen.el alumno debe contestar 8 de un total de 12 
preguntas, debiendo incluir exactamente 5 de entre las 6 primeras. ^De cuantas 
maneras puede hacer su cxamcn? 
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Solution: Puesto que debe contestar 5 de las 6 primeras preguntas, esto 
puede hacerse de C(6, 5) mancras. Las 3 rcstanles que debe contestar debe 
elegirlas de entre las 6 ultimas, y esto puede hacerse de C(6,3) maneras. Por 
tanto, el numero de maneras distintas en que puede escribir su examen es 

C(6,5) • C(6,3) = 120. 

A menudo deseamos determinar el numero de combinaciones de n objetos 
tornados sucesivamcnte de 1 en 1, 2 en 2, 3 cn 3, n cn n. 

Ejemplo 4. (.Cuantas sumas diferentes de dinero se pueden formar con 
cuatro monedas: una de 25 cts., una de 10 cts.. una de 5 cts. y una de 1 ct.? 

Solution: Puesto que hay cuatro monedas diferentes, el numero de sumas 
distintas de dinero es 

C(4, 1) + C(4,2) + C(4, 3) + C(4, 4) = 15. 


En la scccion siguiente veremos un nietodo mas simple para hacer este calculo. 
(Vease problema 29, seccion 11.4.) 


Problhmas 


1 Calculesc el valor dc 

(a) C(7,4) (b) C( 10,2) vr (c) C(21.19). ^(0 

t 

2 Calculese el valor de 


C(8 ,3) + C(8.4) + C(8,5) + C(8.6) + C(8. 7) + C(8,8). 



(,De cuantas maneras puede elegirse un comite de 4 en un grupo de 257 

De un grupo de 25 asiaticos y 18 africanos, ^.cuantos comites de 3 asiaticos y 2 africanoses 
posiblc formar? 


5 Del grupo del problema 4, si uno de dos asiaticos determinados debe presidir el comite, 
(.cuantos comites pueden formarse con el mismo numero de miembros de cada partido 
que en el problema 4? 

6 En una competicion dc futbol participan nueve equipos. <,Cuantos partidos deben ju- 
garse si cada equipo debe jugar con todos los otros? 

7 Un equipo de futbol dispone de 3 arqueros, 6 defensas, 5 medios y 6 atacantes. ^Cuantas 
formaciones diferentes puede presentar? Supongase que el equipo juega con la disposi- 
cion llamada del 4-3-3. 

8 En el juego de «bridge», /.cuantas «manos» de 13 naipes pueden seleccionarse de una 
baraja de 52? 
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9 

10 

11 

12 

13 


14 

15 

16 

17 


18 

19 

► 20 
► 21 


<,De cuantas maneras puede obtener una persona una mano dc «bridgc» (13 cartas) 
consistente solo de ases o naipes con figuras? 


<-De cuantas maneras puede obtener una persona una mano de «bridge» consistente 
de naipes con puntaje siete o menos? 


<;Dc cuantas maneras puede obtener una persona una mano de «bridge» consistente 
de dos ases, un rey. una rcina, tres sotas y los otros scis naipes con puntaje diez o menos? 


Dc entrc 4 bolas rojas. 5 blancas y 6 azules, £de cuantas maneras pueden seleccionarse 5 
bolas si deben ser 2 rojas, una blanca y 2 azules? 


Sin considerar casos especialcs, 

(a) (.cuantas rectos quedan detcrminadas por nucvc puntos? 

(b) (.cuantas circunferencias quedan detcrminadas por nueve puntos? 




(.Cuantos triangulos quedan determinados por nueve puntos. si no hay tres que scan 
colinealcs? 


^Cuantos tetraedros quedan determinados por nueve puntos, si no hay cuatro que esten 
en un mismo piano? (?(o 

De un grupo de 15 personas, (.cuantos comites de dos, tres o cuatro personas pueden 
formarse? 

(,De cuantas maneras puede inyjtar a tomar te la esposa del rector de una universidad a 

la) dos ^ (b) ires (c) dos o mas. 7 M 
esposas dc ocho profcsorcs de la universidad? 


(.Cuantas sumas diferentes de dinero se pueden formar con einco monedas: una de 
I ct. una de 5 els, una de 10 cts. una de 25 cts y una dc 50 cts. si cada vcz deben usarse por 
lo menos dos monedas? 

Determinesc n si C(n + 2.4) = 6C(n, 2). 1 1 “ "4” 


Demuestrese que C(n, r) + C(n, r - 1) s C(n + 1, r). 

Examincnse los numcros anotados en la tabla siguiente. Elios rcprescntan C(n, r) donde 
los valores de r estan anotados horizontalmentc y los de n . verticalmente. Por ejemplo. 
C(4.3) = 4, puesto que, leyendo a lo largo del renglon n = 4 y hacia abajo en la columna 
r = 3. en el punto de interseccion de ambas lineas se encuentra el numero 4. Obscrvese 
que la igualdad C(n + l.r) = C(n, r) + C(n % r — 1) es verificada por todas las anotaciones. 


r 

n 

0 

1 

2 

3 

4 

5 6 

0 

1 






1 

1 

1 





2 

1 

2 

1 




3 

1 

3 

3 

1 



4 

1 

4 

6 

4 

1 


5 

1 

5 

10 

10 

5 

1 

6 

1 

6 

15 

20 

15 

6 1 
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22 La identidad Qn + l,r) = Qn.r) + C(n,r - 1) se llama regia de Pascal. Pascal (1623- 
1662) fue uno de los hombres que en el siglo XVII estudiaron esta disposition. dada 
en la labia preccdente. en relacion con el estudio dejuegos de azar. Los numeros de cste 
cuadro reciben el nombre dc triangulo de Pascal. Utilizando la igualdad, extiendase 
la tabla con n y r hasia 10, suponiendo que C(n,0> = Qn,n ) = 1. 

23 Demuestrese que 

C(n, r + I) = C(n, r), para 0 Z r < n. 

El triangulo de Pascal puedc tambien conslruirse usando esta formula. Determincsc 
en esta forma los valores para n = 7, suponiendo C(7.0) = 1. 

24 Demuestrese la relacion rC(n,r) = nC(n - 1, r - 1). 


12.4. El teorema del binomio 


Un importante teorema del algebra esta relacionado con las ideas que hemos 
considerado en el presente capitulo. En el capitulo 3 vimos un metodo para 
multiplicar polinomios; aplicandolo, obtenemos 

(a + b) 1 = a 4- b, 

(a + b) 2 = a 2 + lab + b 2 , 

(a + h) 3 = a 3 + 3 a 2 b + 3 ah 2 + b 3 , 

y 

I 

(a + bf = a* + 4 a 3 b + 6 a 2 b 2 + 4 ab 3 + h*. 


Examtnando estos productos, dos hechos resaltan de inmediato. (1) Los coefi- 
cientes son tguales a los numeros que aparecen en la tabla del problema 21 , 
seccton 12.3. (2) Cada uno de los coeficientes puede expresarse en funcion de las 
exprestones C(«, r); por ejemplo, 

(u + bf = C( 4 ,0)a 4 + C(4, l)a 3 b + C(4,2)aV + C(4,3)ab 3 + C(4, 4)b\ 

A partir dc cstas dos observaciones, parece natural esperar una expresion 
analoga para el desarrollo de (a + b) n , siendo n un entero positivo cualquiera; 
est e es precisamente el caso, cl que sc c onoce como teorema del binomio. 

Teorema 12.4. Teorema del binomio. Para todo entero positivo n, 

(a + by = C(n, 0)a" + C(n , 1 )a n ~ l b + C(n,2)a"~ 2 b 2 + 

_+ + C(n,r)a n -'b r + - + C(n,n)b n 


(12.9) 
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Demostracion: Para todo entero posilivo n. (a + by es ei producto de n 
factores iguales (a + b\ o sea, 


(a + b) n = (a + b)(a + b)[a + b) + - + ( a + b ) 

n factores 


( 12 . 10 ) 


A c [ ectuar esta multiplicacion. elegimos en cada uno de los n factores ya sea 
a o by multiphcamos estas n letras. Formando todos los productos posibles 
esto es, considerando todas las posibilidades de seleccionar a o b en cada factor 
independientemente, y sumando estos productos, obtenemos (a + by. Especifi- 
camente, obtenemos a" eligiendo a en cada uno de los n factores; obtenemos 
a b eligiendo a en todos los factores menos en uno en el cual elegimos b y 
en general, para un r cualquiera. 0 < r < n, obtenemos a"~'b' eligiendo a en 

, T r) lac ‘ ores y b en los otros r Concentremos nucstra atencion en la election 
de h en r factores y determinemos de cuantas inaneras pueden elegirse estos r 
lactorcs^ Pucsto que elegimos r factores de entre n posibilidades. hay exactamente 

£ n ' r l ?. e r , e r stos ,ermin ° s - a" r b r . Luego. en el desarrollo tenemos el termino 
r)a ® : P ero - a causa del recorrido de r. tenemos la suma de todos los 

—oUtolT r desde 0 a -■ - — < 



En la fig. 12-2. un diagrama iiustra el conjunto de todos los productos po¬ 
sibles en el caso (a + b) 3 . Partiendo del punto 0, cualquier trayecto hasta el 
extremo derecho del diagrama representa uno de los productos posibles. Obser- 
vese que hay un a-. tres a 2 b, tres ab 2 y un b 3 . es decir, un total de ocho productos, 
que. ademas, concuerdan con la expresion general. 
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A causa de este teorema, C(n t r), cl numcro de combinacioncs de n objetos 
tornados de r en r, recibe a menudo el nombrc dc cocficiente binomial. 

De la ec. (12.9) se deducen inmediatamentc las siguicntes propiedades del 
desarrollo de (a + h) n para todo entero positivo n. 

1. El numero de terminos es n 4- 1. 

2. El primer termino es a". 

3. El exponente de a decrece en uno el pasar de un termino al siguiente 
y el de b crece en uno, de modo que la suma de los exponentcs de a y b en un 
termino cualquiera es siempre n. 

4. Los coeficientes de los terminos primero y ultimo, segundo y penultimo, 
tercero y antepcnultimo, etc., son iguales. [Recuerdese ec. (12.8).] 

Estas propiedades nos seran de utilidad cada vez que necesitemos aplicar 
el teorema. Ademas, es importante observar que el r-esimo termino del desarro¬ 
llo es 


C(n, r — l)a"“ M l b r -' 


= w (” ~ *)(” ~ 2)~(n - r -f 2) < , , 

(r D! 


02 . 11 ) 


Ejemplo 1 . Desarrollese (a + 2 bf mediante el teorema del binomio y sim- 
plifique el resultado. 


Solution: Siendo a el primer termino y 2b el segundo termino del binomio, 
tenemos 


(a + 2ft) 6 s'a 6 + 6a 5 (2ft) + a*(2b) 2 + a 3 (2ft) 3 

K . 0 , r + -- 5 4 , 4 ' 3 fl 2 ( 2 ft ) + + 6 fl ( 2 ft ) 5 + ( 2 ft ) 6 

= a 6 + 12a 5 ft + 60 « 4 ft 2 + 160a 3 ft 3 + 240trft 4 + !92«ft 5 + 64ft 6 

Ejemplo 2. Determinense los primeros cuatro terminos del desarrollo de 
(.x 3 - 3 y 2 )' 2 . 

Solution: Aqui a — x 3 y ft = -3y 2 ; luego. 


(x 3 - 3 y 2 ) 12 = (x 3 )' 2 + 12(x 3 )''( —3y 2 ) + (x 3 ) l0 (-3/) 2 


+ 


2! 

12 - 11 - 10 , . 3 , 9 


(x*) 9 (-3y 2 ) 3 + 


3! 


= x 36 - 36x 33 y 2 + 594x 3 V l - 5940x 27 y 6 + 


Observcse del resultado de este ejemplo que cuando el signo del primer termino 
del binomio es mas y el del segundo es menos, los signos del desarrollo sc alternan. 
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El termino general, ec. (12.11), se utiliza en muchos problemas que conciemen 
a un termino particular. 

Ejemplo 3. Determinese el sexto termino del desarrollo de [(1/2 a) - 3] 16 . 

Solution: En este ejemplo, el primer termino es 1/2 a y cl segundo -3, 
n = 16 y r = 6 . Substituyendo en la cc. (12.1 1 ), cl sexto termino resulta ser 


161514-13-12 /IV 1 5 66339 

2 3-4-5 12 a 1 V 


Problemas 



simplifiquese si es necesario- 

1 (a + bf. ' 

2 

(xy -If 

3 (2 x + y 2 )*.^ 

4 

H)‘ 

5 (5x - y 2 ) 4 . 

6 

lx’ 1 +2 y-'f. 

7 (*‘» + y' l3 f. 

8 

(x 213 - y 2l3 f. 

9 (x 2/! - 3y- J ) 5 . 

10 

(ax' 11 - by 113 ) 6 . 


Escribanse y simplifiquense los cualro primeros terminos de los desarrollos de las expre- 
sioncs siguientes: 

/ x 2 2V 2 

11 \T + f) ■ 12 {xm ~ 

13 {x'll-y- ,4 {x -2,i + 2y l l3) H 

•5 (i + xf . ► <1 + k) llk . 

Indicacidn: Sup6ngasc que cl teorema del binomio vale para 11 = 1/k. 

Escribase y simplifiquese el termino que se indica en el desarrollo de cada una de las 
expresiones siguientes: 

17 septimo termino dc (2x - y) 12 . 


13 


18 noveno termino de ^2 + . 

19 termino central de ( y 2 - J) 8 . 

( 1X10 

2 + - j 

21 termino en x 7 de (2x - 3)‘°. 
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22 termino en x 3 de (5 - 2x) 6 . 

23 termino en x 5 de (x 4- . 

V 2 

24 lermino en x 2 /y 2 de . 

\y 2xV 

25 Demuestrcsc que el (r + l)-csimo lermino de la ec. (11.9) es 


n(n - l)(n - 2 ) -(/i - r-t-l) 
r! 


c f-'br . 


26 Delerminese el enlero positivo u para el cual C(/r, 4) = 35. 

27 Demuesiresc que 

2" = (1 + 1)" = 1 + C(n, 1) + C(t i, 2) + COu 3) 4- - + C(n, n). 

25 Venfiqucx la proposiaon del problema 27 para n = 5. 

29 Resue;\asc c! problem 18. secoon 123 utilizando cl problema 27. 

30 Si * es par demuesrrese que 

CKO) 4- Oft.2) + - - = Q«. 1)4- C<*3j + - -f C(n.n - It 


12.5. El desarrollo de (1 — x) n 


Aplicando cl tcorema del binomio a (1 4 - x) n tenemos 


(1 + X)" = 1 + wx + -” 2; 1 } x 2 

+ n(H -l)< n -2) x 3 + . 

n(n - 1 )-(>i - r + 2 ) , 

(r - 1)! • 


02 . 12 ) 


que contiene n + 1 terminos y vale para todo entero positivo n. Si n fuera un 
numero real cualquiera, distinto de un entero positivo, el desarrollo en la ec. ( 12 . 12 ) 
no terminaria. La pregunta que surge naturalmente entonces es: <,en que condi- 
ciones sigue siendo valido el desarrollo? 

Aunque la demostracion esta fuera del objetivo de este libro, puede probarse 
que un numero finito dc terminos del segundo miembro de la ec. ( 12 . 12 ) repre- 
senta aproximadamente a (1 + x)", para todo n que no sea un entero positivo 
si |x| < 1. Debe observarse que. mientras mayor sea el numero de terminos 
considcrados. mejor sera la aproximacion. puesto que. en general, cada termino 
sera menor en valor absoluto que el precedente. 
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Ejemplo 1. Determinese el valor de (1.02) 4 aproximado con cuatro ci- 
fras significativas. 

Solucidn: Desarrollando (1.02) -4 mcdiantc la ec. ill.12). 


( 1 , 02 )“ 4 = (1 + 0 . 02)" 4 

= r 4 + (-4)-l“ s (0,02) 

+ (-4|-5) i.6(0,02)2 

+ (-4K-5K-6) , r , (0>02) 3 

■f t ~ 4 K ~ 5 X—6X—?) ,-8(00 2, 4 + ... 

4! 

= 1 - 0,08 + 0.004 - 0,00016 + 0.0000056 + 
= 0,9238456. 


Debemos considerar todos los terminos necesarios para oblener la aproximacion 
pedida. Puesto que el ultimo termino en la expresion precedente tiene un cero en 
el quinto decimal y los terminos sucesivos siguientes decrecen rapidamente en 
valor absoluto, ningun termino adicional afectara el resultado; es decir, 

(1.02) 4 = 0,9238. aproximado con cuatro cifras significativas. 

Uno de los resultados mas interesantes del desarrollo de la ec. (12.12) sc 
obtiene para n = j. Tcnemos 


(1 + x) 112 = 






(12.13) 
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En la fig. 12-3. se ilustra la grafica de »• = <1 - xr 2 : sobre ella. la grafica 
de v = I + x,2 (aproximacion con Ios dos primeros terminosi y bajo ella. la 
grafica de y = 1 + (x 2 1 — (.v/8) (aproximacion con los tres primeros terminos). 
Observese con cuanta precision se aproximan las dos curvas al desarrollo propia- 
mente tal. Esto es especialmente verdadero para valores de x cercanos a cero. 
Por ejemplo. si x = 0,21. el valor exacto es 

y = (i +o,2i) 1 ' 2 = TuT = u. 

y las aproximaciones son 


y 



1.105.* 



(O^l ) 2 

8 


= 1,09949. 


Esta misma formula puede utilizarse para calcular ralcescuadradas de niimeros 
no cercanos a cero si se tienc la precaution de expresar el problema en forma 
adecuada. 

Ejemplo 2. Calculese yf5 con cuatro cifras significativas exactas. 
Solution: Utilizamos la expresion de la ec. (12.13). 

yi3 = yTbtn = (16 _ !,«/* = [ 16(1 _ = 4(l _ 



= 4 l l - 32 - 20*g - 55336 ~ "] 

= 4[1 - 0,03125 - 0.000488 - 0.000015 - •••] 

= 3,8730, con cuatro cifras significativas exactas. 

Utilizando la aproximacion lineal, obtenemos una buena aproximacion 
sin necesidad de hacer muchos calculos: 

715 = V16- 1 = 4[1 - Jg] 1 ' 2 * 4[1 - £] = 3,875. 


* El simbolo ^ signifrca uproximodomente igucil a. 
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Problemas 


Escribanse los cuatro primeros terminos de los desarrollos de las siguientes expresiones:' 
I 


1 + x 
1 


= (1 + X) 


-1 


2 v /1 + x 


► 4 (1 +x) 


i/* 


V1 - X 

Calculesc cada una de las expresiones siguieates con cuatro cifras significativas exactas. 
5 (1,01)" 2 6 (1,03)" 5 

7 8 JljSS 

9 V33 10 yf7 

11 ^120 12 (1,01 ) 10 

13 Utilicese la aproximacion lineal apropuda para calcular los valores pedidos en los 
problemas9. 10 y 11. 
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13.1. Induccion completa o matematica 

Uno de los metodos de demostracion de mas importancia cn matematicas 
es el llamado de «induccion completa o matematica». FI nombre no es muy 
afortunado. ya que es natural asociar la palabra induccion con razonamiento 
inductivo. que consiste en sacar una conclusion a partir dc un gran numero 
de casos especiales. Mediante el proceso inductivo logico no es posible obtener 
una conclusion segura. En realidad, la induccion completa o matematica es de 
naturaleza deductiva. puesto que lleva a una conclusion segura. Como este metodo 
nos proporcionara una manera conveniente de demostrar diversos rcsultados 
importantes que aparecen en este libro. lo consideraremos con cierto detalle. 
La induccion completa se utiliza generalmente para demostrar la validez de 
proposiciones que incluyen todos los valores enteros positivos dc n. 

llustremos el metodo mediante un ejemplo. Supongamos que tenemos 
una escalera con un numero indefinido de peldanosy queremos demostrar que 
podemos subir hasta un peldafio determinado cualquiera. Podemos haccrlo 
si conocemos dos hechos: (a) podemos subir al primer peldafio; (b) si estamos 
en un peldano cualquiera, podemos subir al superior siguiente. De (a) sabemos 
que podemos subir al primer peldano; dc esto y de (b). sabemos que podemos 
subir al segundo peldano; nuevamente, dc esto y de (b), sabemos que podemos 
subir al tercer peldano, etc. 

Uno de los metodos para determinar raices cuadradas con una maquina 
calculadora o sumadora corriente esta basado en el hecho de que la suma de 
los n primeros enteros impares es n 2 ; especificamente, 

1 = 1 = 1 2 , 

1 + 3 = 4 = 2 Z , 

1 + 3 + 5 = 9 = 3 2 , 

1 + 3 + 5 + 7 = 16 = 4 2 . 

Esta propiedad es valida para todo entero positivo n y no es dificil de demostrar. 
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Ejemplo 1. Demuestrese por induccion completa que para todo valor 
entero positivo n, 

1 4- 3 4- 5 4- ••• 4- (2 n — 1) = n 2 . 

A 

Solution: Parte (a): Verification para un valor especifico. Ya lo verificamos 
para n = 1,2, 3 y 4. aunque basta la verificacion para un valor solamente. 

Parte (b): Propiedad de induction. Si la proposition es verdadera para n = k, 
donde k es un valor cualquiera de n, debemos demostrar que tambien vale para 
n = k 4- L Suponiendo entonces que la proposicion vale para n = k. tenemos 

14 3 + 5 f - 4- (2k - 1) = k 2 . 

(i |<-|J |t (2 K 

Sumando 2k + 1 a ambos miembros, tenemos 

1 + 3 + 5 + ••• + (2* - 1) + Pk + I) = k 2 + (2k 4- 1) s (k + l) 2 

Esta es precisamente la proposicion 1 + 3 + 5 + - 4- (2n - 1) = n‘ para n = 
k 4- 1; Juego la demostracibn de la parte (b) esta completa. 

Parte (c): Conclusion. Sabemos que la proposicion es verdadera para n = I, 
2, 3 y 4. Puesto que vale para n = 4y como hemos demostrado la proposicion 
en (b). la igualdad original vale para n = 4 + 1 = 5; como vale para n = 5, 
tambien vale para n = 54-1 = 6; y asi podemos continuar para todos los valores 
positivos de n. 

Observemos entonces que una demostracion por induccion completa consta 
de las tres partes: 

Parte (a). Verification de la validez de la proposicion o teorema para el menor 
valor de n para el cual el teorema debe valer. (Esto es analogo al hecho de poder 
subir al primer peldafio de la escalcra.) 

Parte (b). Demosiracidn de la propiedad induciiva. Si la proposicion o teorema 
vale para n = k, donde k designa un valor cualquiera de n, entonces vale para 
n = k + 1. (Esto es analogo al hecho de poder subir de un peldano cualquiera 
al superior siguiente.) 

Parte (c). Conclusion. La proposicion^ teorema vale para todo valor de n 
igual o mayor que aquel para el cual se veritico en la parte (a). 

Sabemos que x - y es factor de x - y,x 2 - y 2 , yx 3 - y 3 . ^Es factor de x" - / 
para todo entero positivo w? 

Ejemplo 2. Demuestrese por induccion completa que x" - y" es divisible 
por x — y para todo entero positivo n. 

Solution: Parte (a): si n - 1,x B - y" es x - y, que es evidentemente divisible 
por x — y, si n = 2. x 2 - .v 2 =(x + y)(x — y), que tambien es divisible por 
x - y. 

Parte (b): Suponemos que x k - / es divisible por x - y. A partrr de esta 
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suposicion debemos demostrar que x * 4 1 - y * 1 1 es tambien divisible por x y. 
Si sumamos y restamos x/a x Hl - J'** 1 . tenemos 

X * +1 - /* 1 = x * 41 - xy k + xy k - / 4 1 
= x(x k - >•*) + /(x - y). 


Puesto que cada termino del segundo miembro de esta identidad es divisible 
por x - y, tambten lo es todo cl segundo miembro y por tanto, e! primer miembro 
debe ser tambien divisible por x - y. Esto completa la Parte (b). 

Parte (c): Sabemos que el teorema vale para n = 1 y 2. Siendo valido para 
n = 2, de (b) se deduce que es valido para <i = 2 + 1 = 3. Analogamente, se 
puede proceder para todos los valores enteros positivos de n. 

Debe destacarse el hecho de que ambas partes (a) y (b) son necesarias para 
completar la demostracion. Considerense los ejemplos siguicntes: 

Ejemplo 3. En la section 1.4 consideramos los nuuieros primes. oRc- 
presenta la cxpresion n 2 - n + 11 un niimero primo para todo cntero posi- 
tivo n? Para n = 1,2,3,4 y 5, tenemos los numeros primos 11, 13, 17, 23 y 31. 
Evidentcmente. la parte (a) queda verificada para nuestra proposicion. Para 
demostrar que la proposicion no es valida en general, hagamos n = 11 con lo 
que tenemos n 2 - 11 + 11 = ll 2 , que no es un numero primo. 

Ejemplo 4. Para enteros pares, supongamos que la proposicion falsa 

2 + 4 + 6 + - + 2n = n 2 + » + 1- 

t = 11 - / 

vale cuando n = k. A partir de esta suposicion, podemos demostrar la validez 
para n = k + 1. En efecto, tenemos 3 t! 

2 + 4 + 6 + - +42k = k 2 + k + 1. 

Sumanfio 2k + 2 a ambos miembros, obtenemos 

2 +. 4 + 6 + - + 2k + 2k + 2 = k 1 + k + l + 2k + 2 

= k 2 I 2k + 1 + k + 1 + 1 
= (k+ l ) 2 + (k + 1 ) + 1 . 

De este modo, si la proposicion se considera valida para n = k. tambien lo 
es para n = k + 1, con lo cual queda demostrada la parte (b). Sin embargo, 
la parte (a) y, por tanto, la proposicion, no son validas. Considerense los casos 
h — 1,2 6 3; tendriamos 2 = 3; 6 = 7 6 12 = 13, respectivamente. 

Finalmente, es conveniente destacar que muchas demostraciones por in¬ 
duction completa pueden realizarsc sin necesidad de sumar cantidades iguales 
a ambos miembros de una igualdad que se sabe verdadera. (Este fue el metodo 
empleado en el ejemplo 1 .) 
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PROBLEMAS 


Utilizando el metodo de induccion completa. demuestrese que las proposiciones siguien- 
tes son validas para todo valor entero positivo de n. 


1 1 + 2+ 3 + -*+n = 
& . 


w(w 4 1) 
2 


2 2 4* 4 -f 6 4 ••• -f- 2n = n{n 4 1). 

3 4 + 8+12 + ~ + 4n = 2n(n+1). 


4 1 

5 1 


+ (3n - 2) = 


n(3n — I) 


+ w(w -f- 1) = win 4- l)(n 4 2) 
2 6 


6 l 2 + 2 1 4 3 2 + - 4 n 2 = 


n(w 4 l)(2rt 4* 1) 




7 l 2 + 3 2 + 5 2 + ••• + (2n - l) 2 = 


n{2n - l)(2n + 1) 
3 


8 l + ? + ? + " + F-'-?' 

9 2 + 2 2 + 2*+- + 2" = 2 n+1 -2. 


10 1»+ 2 3 + 3 3 + - + n 3 = 


n z (n + l ) 2 


11 l» +33+53 + ... +( 2 n- 1 ) J = n 2 { 2 n~ - I). 

12 F2 + H + F4 + " + «(n + 1) = nTT^ 

13 1 • 2 + 2 • 3 + 3 • 4 + - + n(n + 1) = %■" + ‘j ( "* 2) - 

14 1 • 2 + 3 -4 + 5 -6 + - + (2n - l)(2n) = + '^ (4 ' 1 ~ - 

15 1 • 2 • 3 + 2 • 3 ■ 4 + 3 • 4 ■ 5 + ••• + n(n + l)(n + 2) = V L ” 3> . 

► 16 Ci + + *ir 2 + — + = 

► 17 r, + (r, + d) + (Ci + 2d) + - + r, + (n - l)d = ^ + • 

6 

18 x 2n - y 2w es divisible por x - y. * 

19 x 2 " -1 -f y 2 "" 1 es divisible por x 4 y. 
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20 

21 

22 

23 

24 

25 

26 
27 

► 28 


29 

30 

31 

32 

33 


34 


35 


n 3 + 2)i es divisible por 3. 

Si a > — 1, (a 4- 1)" > I 4- na m 
sen (0 4- me) = (— if sen 0. 
cos (0 4- H7C) = (-1)" cos 0. 

Si n es un entero positivo impar. n(n 2 — 1) es divisible por 2*|. 

10" + 3 •4 " 4 2 4 - 5 es divisible por 9. 

2n <2". 

2 "-*<w! 

Demuestrese por induccion completa la gcneralizacion del Tcorema 4.11. a saber, 
que para una suma algcbraica de un numero fijo cualquiera de lerminos 

|o, + a 2 + - + <i.| ^ hi + hi + - + hi- 


Dcinuest reuse las proposicioncs siguientes mediante cl metodo de induccion completa. 

n , a,, , , A scnMn 4- 1)0 sen {nO 

sen 0 4- sen 20 4- ••• 4- sen n9 =------- 

sen 0/2 

« . a* /b cosi(n4- l)0senin0 

cos 0 4- cos 20 4- -• 4- cos nff = — 2 2 


sen 0 4- sen 30 + - 4- sen (2/i - 1)0 = 
cos 0 4- cos 30 4* - 4- cos (2 n - 1)0 = 


sen 0/2 

se n 2 nQ 
sen0 

sen 2 nQ 
2 sen 0 


Las llamadas fdrtnulas de recurrcncia son dc gran utilidad en muchas ramas de las 
matem&ticas. Una dc estas formulas permite determinar cl valor de sen m para un entero 
cualquiera n si sc conocen senr y cos t. Si u 0 = 0. u, = 1 y u H = (2cosr)u„_, - u n „ 2 
para n = 2.3,..., demuestrese que u n = sen nt /sen/ para n = 0,1,2. 

Para los mismos valores de u n dados en el problema 33, demuestrese que (cos t)u n - 
u n _, = cos nr para n = 0,1,2.... Esta formula permite determinar cos m si sen f y cos r 
son conocidos. Formulas de este tipo son utilizadas a menudo en calculos efcctuados 
con maquinas calculadoras de alta velocidad, a causa de la naturaleza repetitiva del 
proccso. ^ ^ 

Para resolver este problema deben utilizarse varias ideas completamente diferentes 
pero importantes. El metodo de resolution es un ejemplo del hccho de que a menudo 
se necesitan muchos conceptos para obtener un resultado. Consideramos los llamados 
numeros dc Fibonacci definidos por la formula de rccurrencia u 0 = 0, u { = 1 y u„ = 
i 4 - u n _ 2 para ;i = 2. 3,4. ... Mediante calculo directo encontramos que la sucesion 
de los u n es: 0,1, 1 ,2, 3,5, 8,13,... 

(a) Formcnse los cuocientes u,/u 2 . u 3 /u 4 , u 5 /u 6 , u-,/u ti . 

(b) F 6 rmense tambien los cuocientes w 2 /u 3 , uju s , u H /u 9 . 

(c) Verifiquesc que los cuocientes cn (a) decrccen en magnitud, que los cuocientes en (b) 
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crecen y que ambos conjuntos dc cuocientes pareccn «accrcarsc a un cierto valor» 
entre 0.625 y 0,615. 

(d) Demuestrese por induccion completa: uju 2 > u 3; u A > - > u ln „Ju ln > u ln + t ! 
u 2n42 ...; decimos que {u 2r ,_ l /u 2 *} es una sucesidn decrecieme. 

(e) Demuestrese por induccion completa: uju z < u a /u 5 < ••• < UjJujn* i < u in+iJ 
u 2 + 3 •••; dccimos que {n 2n /w 2n+l } es una sucesion crecieme. 

(0 Demuestrese que Ju^ > u 2 Ju lm + lf siendo my n dos enieros positivos cuales- 
quiera. De este modo, el conjunto {u 2n _,/u 2lI } es acotado inferiormente y por la 
propiedad de plenitud (scccion 4.3) existe un extremo inferior G de este conjunto. 
Analogamente, el conjunto {iW u 2 *+ 1 } es acotado superiormente y. por tanto. 
existe un extremo superior L dc este conjunto. 

<g) Demuestrese que para n suficientemente grande la expresion 


«2.-l «2. 


U 2n* l U 2n-l ~ U 2n 

“2. “2».l 


U 2t* l U 2n 


puede haccrse tan pcquena como se quiera. 

Indication: Demuestrese que (1) a medtda que n crece, el denominador crece y (2) 
u 2 „+ \ u 2 „-1 — = 1 para entero posit ivo n. <Utilioese induccion completa.) Como 

consccuencia de (0 y (g>, sabemos que G, el infimo de es^ual a L, supremo 

de {u 2 7 w 2n^ i}- Designaremos este valor por x. de modo que G = L= x. Adcmas, para n 
suficientemente grande, existen dementos de ambos conjuntos arbitrariamentc cerca- 
nos a x. 

(h) Si dividimos la formula de recurrencia original 

= u 2n + por u 2n . 


tenemos 


“*ill = 1 + 6 —i— = 1 -H 

U U U 2* “ 2 . “ 2 h 

U 2» + 1 

Si n es suficientemente grande, podemos obtener una aproximacion de esta igualdad 
reemplazando u 2 Ju 2n + y y « 3 „-,/w 2 „ por x, de modo que 1/x = l+ xox z + x- 
1 = 0. Resolver esta ecuacion para la raiz positiva x ( 6 por que nos interesa la raiz 
positive de la ccuaciun?). demostrando asi que x — G = L — ( 11 - 0.618 

taproximadamente). [Recuerdese la ec. (6.19) y el problema 24, scccion 8.9.] 


13.2. Una demostracion alterna del teorema del binomio 

E! teorema del binomio puede demostrarse por induccion completa; la 
demostracion se da a continuacion y requiere cierta destreza con el algebra. 
La darr.os para poner de relieve la importancia de las demostraciones por induc¬ 
er. completa y para ilustrar otra demostracion importante de este tipo que no 
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incluye el artificio de sumar una misma expresion a los dos miembros de una 
igualdad que se sabe verdadera. 


Trorema. 13.1. Para lodo'entero positiro n. 

(a + by = a" + j a"~ l b + 11 a”~ 2 b 2 


(13.1) 


Demostracidn: Recordemos de la ec. (12.11) la expresion general para el 
r-6simo termino: 


h(w- l)(w - 2) - (w - r + 2) + , , 

(r - 1)! a b 


(13.2) 


Puerto que hemos verificado la validez de la ec. (13.1) para n = 1.2, 3 y 4 en 
s^ccion 12.4, necesitamos s61o suponer que ella es valida para n = * esio es. 


(a + by = a k + ka k ~'b + ^ ~ l) a k - 2 b 2 + - 


2 ! 


(13.3) 


+ ^) ( fc -2)^-r + 2 V .., br . 1+ ,„ + ^ 


y a partirde aqui.demostrar su validez para n = k + 1, 6 

{a + b) k " s.o* +1 + (k + 1 )a k b + ( A + l)k a k -'b 2 + - 

• • 


+ + 3 ) + ... + „ 1( , 

l* *)• 

(13.4) 

Si multiplicands ambos miembros de la identidad (13.3) por (a + b) y tenemos 

(a + b) k+1 =o* +I + ka k b + - 

+ «k _- l ^ k - r+1 ) a k -r+2 b r- i + ... + Qbk + ^ + ... 

+ ~ ~ 1 (*"l (/C 2 ~ r+3) ^- ,+ 2 M-‘ + .» + kab k + 


Los terminos hasta afc* representan el segundo miembro de la ec. (13.3) multi- 
plicado por a y los terminos restantes representan el segundo miembro muln- 
plicado por b. Para obtener el r-esimo termino del resultado. escribimos el r-esime 
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termino en la primera mitad del segundo miembro y el (r - l)-esimo termino en 
la segunda; ambos contienen el factor a k ~ r+2 b r ~ l . Simplificando todo el segundo 
miembro, el coeficiente total de a k ~'* 2 b r ~ l sera 


k(k- 


l)-(k — r + 2) k(k- l)-(fc-r + 3) 
(r - D! (r - 2)! 

k(k- l)-(fc-r + 3) 

(r - D! 

k(k- 1) — (fc — r + 3) 


+ 


(r - l)(r - 2)! 


(k-r+ 2) 

(r- 1) 


= ^-^f- r + 2) Uk-r + 2 ) + { r 

(k + l)k(k- 1, (fe — r -f- 3> . 

(r - D! 


-D] 


De este modo, todo el segundo miembro es exactamente el de la ec. (13.4). La 
conclusion, parte (c), es evidenie y con esto la demostracion esta completa. 


Probj.emas de repaso 



1 La cxprcsion I + x + x 2 + - + x" (donde x / 1) cs identica a 


1 - x "* 1 

(a) — - _ x ■ (b) x" +l . 

(0 • < d > + *)"• 

2 Para obtener una inversa dc una malriz no singular de 3 por 3. ^cu£ntas ecuaciones cn 
cu^ntas incognitas dcbcn rcsolverse? Bosquejese un metodo para encomrar la inversa 
dc una matriz dada de 3 por 3, pero sin desarrollar los detalles. 

3 Encuentrese el poiinomio caracteristico <5(^4 - x) para la matriz 


A = 


1 

0 

2 


-2 

5 

4 



4 Encuentrese el poiinomio caracteristico d(A - xl ) para la matriz 


A = 


2 

0 

0 


-4 2 

1 3 

0 -1 


* Es interesante observar aqui que estamos sumando C(/c t r - 1) y C(k, r - 2) y, por el 
problema 20. seccion 12.3, el resultado es cl esperado. C(k + 1, r - 1). 
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i.Puedc deducirse una generalization a partir de este ejemplo? 

5 Recutidese cl proceso iterativo cstudiado cn la section 8.1 en relacion con el valor de 
un polinomio en un punto determinado. Consideremos ahora un ejemplo similar. 
Si/j = f nA x = y/2f n , para cada entcro « > 1, puede observarse que este es tambien 
un proceso iterativo. Escribanse. por ejemplo, los primeros cuatro o cinco terminos. 
(.Pucdc cstimarsc cl valor hacia cl cual sc aproxima/„ a medida que n so hace «mas y 
mas grande»? 

Indication: Si existe un valor finito. entonces/„ y / n4 , se aproximan a este valor. 
Elevese al cuadrado / n4 , = y pJ‘ n y resuelvase. 

6 Empleese el mismo procedimiento para el conjunto definido por/, = v 2: /„., = yJ2-f m 
n > 1. Estimese el valor hacia cl cual se aproxima /* a medida que n se hace «mas y mas 
grande». Con ayuda de una calculadora se podria obtener facilmente una buena aproxi- 
macion a este valor. 

Cada una de las ecuaciones de los problemas " a 10 define una funcidn. Encutiitrese la 
ecuacion que define la mversa e indiquese si dsta es relacion o funcidn. 


(a) y = Mx- 4). 

**’ m *-9 


(a) y = 

x — 4 

... 3x 2 

{b) y = X-4 


(a) y = V* - 5 - 

(b) y = |x|. 


x 2 + y + 4x = 12. 



Bosqudjese la grafica de la 

relacion R. donde 



R = {(x, ,y)|2x 2 + 3 xy -2y 1 -S = 0}. 


12 Bosquejese la grafica de la relacion S. donde 

S = {(*> y)\* 2 + 2xy + y 2 - 2x - 2 y = 0}. 


13 Bosquejese la grafica de la relacion 

B = {(x,>)|x 13 +(2y) 13 = 52). 


Indication: Esta ecuacion se conoce con el nombre de «ecuacion del bridge ». 
14 Recordando que »! = 1 ■ 2 • 3 •••(« — 1| • n. demuestrese que 


(a) 


(n + 4)(w + 3)1 

(n + 4)! 




15 Escribanse los cuatro primeros terminos del dcsarrollo de (1 - l/x) 10 . 

16 Utilicese un desarrollo binomial apropiado para obtener una aproximacion de (0.99) 2 " 
con dos decimales exactos. 
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17 Demuestrese que la formula siguicnte es valida para todo n entero posilivo: 


1*3+2'4 + 3*5 + m, + 


n(n + 2) = 


n(n 4- 1 K2?i 4- 7) 
6 


18 Demuestrese por induccion matematica que 10"/3 + f + 4"’ * es divisible por 3. 

19 Demuestrese que para todo entero n > 3, (n + IT < n"' 

20 Encuentrese una ccuacion de quinto grado con coeficientes reales enteros que tenga 
a los numcros 4, 2 — i y 3 + 2i por raices. 
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Hasta ahora hemos considerado con cierto detalle las funciones atgebraicas 
y un tipo de funciones trascendentes, las funciones circulares. Ademas, estudiamos 
las funciones circulares inversas. Existen otras dos funciones trascendentes de 
importancia: ellas son la funcion exponencial y su funcion inversa, la funcion 
logaritmica. En cste capitulo, estudiaremos estas dos funciones, sus propiedades 
y sus aplicaciones simples. 


14.1. La funcion exponencial a* 

Antes de definir la funcion exponencial, debemos definir a*, donde a es un 
numero real positivo cualquicra y .v es un numero real cualquiera. Para hacerlo 
utilizamos la Propiedad de Plenitud (seccion 4.6). Recordemos, por ejemplo, 
el conjunto de aproximaciones racionales para y/2. Puesto que este conjunto. 
A — {1- 1.4, 1.41,1,414,...}. esta acotado superiormente. tiene un extremo superior 
que llamumos J2. Si queremos definir 5^, consideranios el conjunto (5 1 , 
55 14 ■,...} que tambidn esta acotado superiormente. Su extremo superior 
sc define como 5 V2 = 9,738 (aproximadamente) y este valor esta bien definido. 
puesto que 5" esta bien definido cuando r es racional. 

Nuestra definition general es similar. Si aeR.a > 1 y x e R. sea S = {cf\r ^ x, 
i e F}. S esta acotado superiormente; en efecto. para todo nel con n > x,n > r, 
de modo que a" > a r (problema 6, seccion 4.1.) Dado que para todo x existe 
siempre un entero n con n > x, a" es una cota superior de S. De este modo, S tiene 
un extremo superior por la Propiedad de Plenitud y, en estas condiciones, podemos 
definir a x . 


Definicion 14.1 Sean a. xeR y a > 0- 

(1) Si a > 1. a x es el extremo superior de { a r \r ^ x, re F) 

(2) Sia = 1,0* = 1 . 

(3) Sia < 1,1 /a > 1, entoncesa x = 1/(1 /a) x . 
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Puesto que a* ha sido definido ya para xeF (section 3.10). tenemos ahora a* 
definido para todo x real si a > 0. Se puede demostrar que estas definiciones 
para exponentes reales cumplen todas las leyes sobre cxponentes. aunque no 
daremos las demostraciones aqui. 

Con esta definition, consideremos la funcion exponencial / mas simple cn 
la forma siguiente: 


fix-rcf, a > 0. (14.1) 

siendosudominioR. La ecuacion que define la funcion es,por tanto,y =f(x) = a x , 
de modo que la funcion puede escribirse tambien 

/= {U,y)|y = a*, a > 0}. 


Examinemos ahora las graficas de los casos especiales de este lipo de fun¬ 
cion, y = 2* e y = 3*. Estas graficas pueden bosquejarse diagramando puntos 
cuyas coordenadas satisfacen las ecuaciones (fig. 14-1). 



14-1 
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-2 

-i 

0 

1 

2 

3 

y 

i 

i 

1 

2 

4 

8 


y = 2* 


X 

-2 

-l 

0 

i 

2 

y i 


1 

I 

l 


9 


y=y 


Las propiedades siguientes de la Tuncion definida por y = a* quedaran de mani- 
ficsto a partir de las graficas. 

1. La luncion es positiva (su graflca se encuentra situada sobre el eje x) 
para todos Ios valores de x. 

2. Si a > 1, la funcion es creciente A medida que x crece, tambien la funcibn 
crece y, a medida que x decrece algebraicamente, la funcion se aproxima. aunque 
sin alcanzarlo nunca, al valor cero. 

3. Para todos los valores de a. la funcion tiene cl valor 1 cuando x = 0. 

4. No hay ceros de la funcion. 


Problem as 


Bosquejense las graficas dc las funciones en los problemas I a 6. 

1 4 ' 2 10 * 

3 2 ' x 4 or 

5 3_X 6 

7 Enunciese una propiedad analoga a la propiedad 2 para la funcion dcGnida por 

y = a Jl siO<a<l. ^ 


14.2. Progresiones geometricas 

Recordemos (seccion 7.2) que una sucesion es el recorrido de una funcion 
cuyo dominio es todo o una parte del conjunto de los enteros positivos. Defi- 
mremos ahora una progresion geometrica utilizando la funcion exponencial a x . 


DEFINICI6N 14.2. Um progresion geometrica es una sucesion en la cual 
cada termino despues del primero se obtiene multiplicando el termino pre- 
cedente por un rnismo numero Jijo , llamado razon o cuociente comun. 
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Definici6n alterna 14.2. Una progresion geometrica es una sucesion 
para la cual la funcion que la define tiene una ecuacion de la forma 
ka u , siendo u una expresion lineal en x. (Vease el problema 28 de esta seccion.) 


Ejemplo ilustrativo 1. La sucesion 2,4, 8 , ...,2 n es una progresion geo¬ 
metrica con raz 6 n comun 2. La funcion que define esta sucesion es/: x—>2*. 

Ejemplo ilustrativo 2. La sucesion 3, 1, 3 , ... es una progresion geo¬ 

metrica con razon comun 3 . La funcion que la define queda defmida a su vez 
por f(x) = 3 2 ”*. 

La notation general utilizada para las progresiones geometricas es similar 
a la de la seccion 6 . 2 : 

t u el primer ttimino, 
r, la razon o cuociente comun, 
n , el rumero de terminos, 
r„, el ultimo o w-esimo termino. 

Puesto que cada termino debe multiplicarse por la razon comun r para 
obtener el termino siguiente, una progresion geometrica puede representarse 
por 

* 1 . *i r, t^ 2 , £, r 3 , tjr"- 1 , 

en que el ultimo valor da la expresion para cl n-esimo termino, 

t„ = tjr" - • (14.2) 

Ejemplo 1. Determinese el 10 . 2 termino de la progresion geometrica 
-8, 4, -2. ... 

Solution: Con t 1 = - 8 , r = y n = 10, tenemos 
t i0 = (-8)(—j) 9 =(-8)(-rb) = A - 

Ejemplo 2. Si cl 8.° termino de una progresion geometrica es 243 y el 
es 9, escribanse los tres primeros terminos. 

Solution: Tenemos para n = 8, 

t s = 243 = /,r\ 


y para n = 5, 


*5 = 9 = t,r 4 . 
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Dividiendo miembro a miembro la primera igualdad por la segunda, obtenemos 

r 3 = 27, 6 r = 3. 

Substituyendo este valor en la segunda igualdad. tenemos 

9 = f I (3) 4 ,6 81f 1 =9, f ,=£• 

Por tanto, los primeros tres terminos de la serie pedida son £, i y 1. 

La expresion para la suma de n terminos de una progresion geometrica puede 

obtenerse facilmente. Escribiendo la suma y multiplicando esta expresion por r 
tenemos 


y 


- 1 1 + t\r 4- f,r 2 4- - 4- t l r n ~ 2 + 
rS„ = t,r + t,r 2 + - + t,r"- 1 + r,r". 


Restando miembro a miembro las dos igualdades, tenemos 

S n - rS„ = t, - t,r", 6 (1 - r)S„ = (1 - r%, 
y despejando S„, 


s n = t, (r + i), 

lo cual demuestra el siguiente teorema. 

rhOREMA 14.1. La suma de n terminos de una progresion geometrica esta 
dada por 


S " = ^ ' ' (r * 1J> (14.3) 

siendo t, el primer terming , r la razon comm y n el numero de terminos .♦ 
Puesto que el ultimo o n-esimo termino = , t r"~ 1 6 rt n = i,r", tenemos tambien 

S " = r " ( r ^ (14.4) 

Esta expresion puede demostrarse tambien por induccion completa. (Vease el pro- 
blema 16, section 13.1.) 
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Hacemos notar que en las ecs. (14.3) y (14.4), r# 1. ^Que puede decirse de 
una progresion geometrica en la que r = 1? 


Problem as 


Escribanse los tres terminos siguicntes cn cada una dc las 
a continuation. y determinense i n y S n . 

& 1,4,16,...»hasta 8 terminos. 

M: 27,9,3,hasta 9 terminos. 


3 T& hasta 7 terminos. 

4 P(1 + r), P(1 + r) 2 , P(1 + r) 3 ,..., hasta 10 terminos. 


progresiones geometricas dadas 


En los problemas 5 a 11 se dan tres de los elementos r lt r„, r. n y S„ de la progresion geo¬ 
metric*. Dctei niiuciisc los elementos que faltan en cada caso. 

5 t t = 2, r = 3, n = 6 • 6 r t = 2, n = 4, t„ = 16 • 

7 t t m 1, n = 3, S n = 13- 8 r = -3, n = 5, t m = 162- 

9 r = i n = 5, S„ = % ■ 10 t, - 3. r = f, S„ - fg ' 

11 q = -2, r = 2, t„ = -64- 

12 Determinese el valor de Me modo que 2k + 2, 5/c - 11 y Ik - 13 formen una progresion 
geometrica. 

13 ^Cualcs son los tres primeros terminos de la progresion geometrica cuyo tercer termino 
es ^ y cuyo septimo termino es A? 

14 El segundo termino de una progresion geometrica es } y el cuarto es f Determinese 
el tercer termino. 

15 En la progresion geometrica 18, -12. 8, ique lugar ocupa 4i|? 

► 16 Los terminos que quedan entre dos terminos cualesquiera dc una progresion geometrica 

se llaman medios geometricos entre esos dos terminos. Intercalense cuatro medios 
gcomtiricos entre y yfj. 

17 Intercalense tres medios geometricos entre ^ y §. 

► 18 Iutaealese un medio geomCirico entre g y Un numero de este tipo recibe el nombre 

de medio geometrico de los dos numeros. 

19 ^Cual es el medio geometrico de los numeros a y b? 

20 Determinese el medio geometrico de (a) 12 y f, (b) 28 y 112. 

21 Demuestrcse que para dos numeros positivos diferentes a y />, el medio aritmetico es 
mayor que el medio geometrico. 

22 La poblacion de cierta ciudad es 5000. Si aumenta 5% cada ano, <,cual sera su poblacion 
aproximada al cabo de 10 anos? 
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- B »boT | “% *«“ >*«■ C-ctla. » valor a, 

26 * tr - E^tsr - *> *r °- 

27 k VT* d ' degi ' mm "" sud<i » *= »™> <»■*■ durante 

SSi¥r-« 

28 .on ^tl'«S.' ,4a dCmi,fe,r ' !,! d ” * H™*-* PMM 

14.3. Progresiones geometries con un oilmen, infinito de terminos 

su^riSr^TV 00 " r l “ meMC h 5 “ m “ * terminos de nna 
■ / ‘ aila ,zamos definicion dc progrcsion aritmetica se ve 

c aramemc quc una progrcsion dc esc tipo con un numcro infinito dc terminos 

t ° rca P s U o C n W> fini,a - L ? miSm0 rCSU,ta ■»« ProSonL“ 

‘7, V ! • pUeSl ° c ! ue ' sicndo cada termino mayor en valor absoiu.o 

que cl anterior. no puede exfstir un valor definido quo represen c esa sima 

XI? U, ° Para ' =, ’ n ° eXiSte la — infinita, £ qucSSto^SI 

la progresdon georn 6t rica ” * P ° r *■* >a suma de 


Sn ~ 1 2 +1 4 + \ + -+^ 


(14.5) 


sicndo r = i 
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Una interpretacion de S n puede verse en la fig. 14-2. en la cual esta repre- 
sentado un segmento de Longitud unitaria. Los corchetes indican la suma de 
los terminos y los numeros abajo indican la suma de la progresion en cada 
etapa. Cada termino que se suma corresponde a una longitud igual a la mitad 
de la longitud quc qucda entre el punto representative de la suma finita y el 
punto 1. Mientras mas terminos se consideren en la ec. (14.1), mas nos acer- 
caremos al punio 1; incluso, podemos llegar tan cerca de 1 como queramos. 
tomando un numero suficientemcnte grande de terminos, pero cualquiera que 
sea el numero de terminos considerados, nunca sobrepasaremos cl 1. En este 
caso decimos que el valor limite de S n es 1 y escribimos 


S = lim S n = 1. 

n-*cc 


(H.6) 


Esto puede demostrarse algebraicamente. La ec. (14.3) puede escribirse 


c 'i 1 1^ 

** “ " T=~r 


(14.7) 


En la progresion (14.5), r, = r = i. de modo que 


c . 1 Mr 

- i - j i - i 


i - dr. 


A medida que n aumenta. $T disminuye, pudiendo hacerse tan pequeno 
como se quiera cligiendo n suficientemcnte grande. Asi, lirn,,_, x (ir = 0,* de 
modo que tenemos 


lim S n = 1. 


El mismo procedimicnto puede aplicarse a toda progresion geometrica 
con |r| < 1. Utilizando la ec. <14.7), tenemos 


C _ h _ hr" . 

" 1 - r 1 - r , 

Si hacemos crecer n indefinidamente. y puesto que r, y r son fijos y |r| < 1. resulta 

lim = 0. 

n— oo i r 


* Esta cxpresi6n sc lcc: el limite tie (J)", cuundo n crece indefinidamente . es 0. (N. del T.) 
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Teorfma 14.2.* La «suma» S de una progresion geometrica de numero 
mjinito de terminos existe si |r| < 1 y 


S = lim S„ = -il—* 
1 - r 


n— co 


( 14 . 8 ) 


Ejhmplo 1. Determinese la suma de la progresion geometrica infinita** 

1> Jf 9» ... 

Solution: Con t, = f y r = §, tenemos 

s = rr7 = l4| = f = 4 i- 

col EMPL0 2 ‘, Transf6rmese el decimal periodico 3.242424 ... en una fraccion 
comun cquivalcntc. 

Solution: El numero 3,242424 ... puede expresarsc como el numero 3 
mas una progresion geometrica con t, = 0,24 y r = 0 , 01 , puesto que 

3,242424... = 3 + (0,24 + 0,0024 + 0.000024 + •■•). < 

La suma S de la expresion entre parentesis puede escribirse 


S = 


0,24 


1 - r 1 - 0.01 


0,24 _ 8 ^ 
0.99 33 


Luego 


3 . 242424 ... = 3 + & = -$ 2 - 


Este resultado puede verificarse dividiendo 107 por 33. 

Recordcmos aqui que todo decimal periodico puede expresarse como una 

fraccion comun equ.valente y que toda fraccion comun puede escribirse como 
decimal periodico. 

Problemas 

Delermmese la suma de cada una de las progresiones geometricas infinilas sieui 


1 Lj.i.... 

4 j, 1 ,J,... 


2 128.48.18,... 

5 2 , y 2,1,... 


siguientes: 

3 16, -4,1,... 

6 72+1,1,72-1,... 


* Aunque no es posible sumar un numero infinite de terminos. al lim S = S se le 

in tfciimou ic 

«serie geometrical (TV. del T.) 


llama «suma». 

** Con frecuencia. se habla cn esie caso de 
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Transformese cada decimal pcriodico en una fraccion comim equivalente. 

7 3.333... 8 6.272727... 9 0,555... 

10 8.690909... 11 5.818181... 12 0,142857142857.., 

13 La suma de una progresron geometrica infinita cs 5 y el primer lermino es 3. ;Cual 
cs la razon comun? 

14 La longitud del lado de un cuadrado es 4 cm. Se inscribe un segundo cuadrado uniendo 
los puntos mcdios de los lados del primer cuadrado, en seguida se inscribe un lercer 
cuadrado uniendo los puntos medios de los lados del segundo cuadrado y asi sucesiva- 

mente. Determinese la suma de las areas de lodos los cuadrados asi formados, incluyendo 
ei pnmero. 

15 Determinese la suma de los perimetros de todos los cuadrados descritos en cl problema 14 . 

16 Si la figura original en el problema 14 hubiera sido un triangulo equilatero con longitud 
del lado igual a 4 cm. y se construyeran triangulos equilateros en la misma manera, 
icual Bona la suma dc sus areas, induycndo la del triangulo original? 

17 Una pclota cac de una altura de 12 m y rebota dos tercios de la distancia desde la cual 
cae Si conti nua cayendo y rcbotando en esta forma, /.que distancia recorrera antes de 
quedar en reposo? 

18 Se borra cl tercio central de una iinea de 1 m de largo. Dc cada uno de los dos tercios 
restantes, se borra el respectivo tcrcio central. De cada uno de los cuatro novenos res- 
tantes, se borra el respectivo tercio central. Si el proceso se continua indefinidamente, 
/.cual sera la suma de las longitudes de los segmentos que quedan? 


14.4. La funcion logaritmica 


Pucsto que para todo numero positivo x y todo numero positivo a / 1 
existe un y solo un valor real de y que satisfacc la ecuacion a y = x* podemos 
despejar y de esta ecuacion y tenemos y igual al exponente o potencia a que debe 
ete varse a para obtener el numero x. Obtenemos asi la siguiente definicion: 

Definici6n 14.3. El exponente o potencia y, a que debe elevarse el numero 
a para obtener el numero x. se llama logaritmo de x con base a, y se escribe 

y = lo 8c (14.9) 

steado x > 0. a > 0 y a * 1. Esta es la ecuacion que define la funcion loqa- 

rrtmirn 


I *. X —► log a X. <14.10) 


* La demostracion de esta proposicibn esta fuera del objetivo de este libro. pero queda 
claramente de manifiesto en la fig. 14-2. 
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en 


Esta funcion puede expresarse, evidentemenle, de modo que se ponga enfasis 
la idea de «pares ordenados». 

1 = {(*. y)\y = log„x,x > 0,a > O.a * 1}. 


Debe observarse que si fix—a*, la funcion / :*_» l ogo x es, en 
En consecuencia, si recordamos que las dos expresiones 


realidad, f~ 


x = a y e y = log u x 


(14.11) 


son equivalentes, muclias de las propiedades de la funcion logaritmica quedaran 
de manifiesto en forma evidente. 

EJEMPLO fLUSTRATIVO 1. 

log, 9 =2 «-* 3 2 =9.* 

log 2 32 = 5 *-» 2 5 = 32. 
log & I =0 *— 6° - 1 . 

•og2T5 = -4~2' 4 = -& 
log 8 4 = $ _ 8 113 = 4 


Tracemos las graficas de dos funciones logarilmicas definidas por las ecuacio- 
" y iog 2 x e y - log, x y, con la ayuda de estas graficas (fig. 14-3) consi- 
deremos algunas de las propiedades fundamentals de la funcion / • x-llog x 


y 



El simbolo ♦- significa «es io mismo que» o «cs cquivalente a,> ■ 
nes son equivalentes. 


esto es, las dos expresio- 
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1. La funcion es positiva para todo valor de x mayor que 1. pero negativa 
para todo x menor quc 1. No esta definida para vaiores negativos de x. 

2. La funcion es creciente. 

3. El logaritmo de un numero cualquicra con respecto a si mismo como 
base es igual a 1. Graficamente, todas las curvas pasan por cl punto (a, 1). 

4. El linico cero de la funcion es x = 1. 

Existen varias propiedades mas de los logaritmos. que pueden deducirse 
facilmente rccordando que un logaritmo es un exponente. Estas propiedades 
scran enunciadas y demostradas en forma de teoremas. 


Teori;ma 14.3. El logaritmo del product o de dos cantidades es igual a I lo¬ 
garitmo de la primera cantidad nuis el logaritmo de la segunda, 

_ l°g„ uv = log n u + log fl v. _ (14.12) 

Demostraeion; Sean uy v dos cantidades positivas cualesquiera y sean x 
e y sus respectivos logaritmos, 

x = log„ u e y = log u v, 
o 

a* — u y a y = v. 

Multiplicando miembro a miembro estas igualdades, tenemos 

uv = a x a y = n** y , 

quc por la dcfinicion de logaritmo se reduce a 

log„ uv = x + y = log„ u + log a v. 
— 


Demostraeion: Con la misma notacion del Teorema 14.3, tenemos 


~ = ^ = a’-’, 
v a> 

Escribiendo en forma dc logaritmos. obtenemos 


logu “ = x - y = log u u - log u v. 
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Teorema 14.5. El logariimo de una potencia de una caniidad es igual al 
exponente multiplicado por el logaritmo de la cantidad, esio es, 

\ogy = p log a u. .(14.14) 


Demosiracidn: Sea u uria caniidad positiva cualquiera y sea x su logaritmo. 
Entonces, x = log„ u o a x = u. Elevando ambos miembros a la potencia p, 
tenemos 


(fl x ) p = a x ” = u", 


o. en forma logaritmica, 

>og« Up = xp = p log a u. 

Ejemplo ilustrativo 2. El Teorema 14.3 implica quc 

togio(47)(93) = log, „ 47 + log, 0 93 



log.o 4700 = log 10 47 -100 = Iog 10 47 + log 10 100. 

Ejemplo ilustrativo 3. El Teorema 14.4 implica quc 

logioH = log,„82 - log 10 53. 

Los Teoremas 14.3 y 14.4 implican que 

logio® = log 10 48 + log, 0 96 - log, 0 23. 

Ejemplo ilustrativo 4. El Teorema 14.5 puede utilizarse tanto para 
enteras como para raices, 

log 10 28 s = 5 log ,0 28, 
log 10 -^472 = log , 0 (472) 1/3 = 3 log , 0 472. 


las siguientes expresiones en notation logaritmica, usando la ec. (14.11). 

= r 2 5* = 625 loj ^ 2y l ( 3 4 °=1 

-1000 toj loOO ^ 3 5 8 4/3 = 16 6 2-‘ = ^ / " - i 




0.001 


8 b : = 


w 


i i 0 


V , 2- 


9 4 1 =4 


y 
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Escribansc cn forma exponencial. ulilizando la ec. (13.11): 

10 log 2 1 = —3. .. i II logj 0 6 = 1. 4 12 log ,0 1 - 0 . !■;- - / 

Detcrminesc por inspcccion cl valor dc .x, a o u on cada una dc las cxprcsioncs siguientes: 
13 x = loga 16. 14 x = log, 1. / 15 x = logg 4. v I 

16 x = log W- log^ u = 2. / * 18 log. 16 = 4. 

19 x = log 2 4 7 . • 20/ log. 32 = -j*. 21 log. 5 = -i- 

t • < j2. '4 ^ ■ - 

Tracense las graficas de las siguientes (tmdones: 

22 y = log s x. 23 y=log 1/2 x. 24 y = log I0 x. 25 y = log 1/3 x. 


Exprescse como un logaritmo unico. utilizando los Teoremas 14.3. 4 y 5, cada una de las 
cxprcsioncs siguien.es: > ; //., , -r >- ; - - 

26 log,,* + log„y - log u z. 27 log*(<i + 2) -nog*(a - 3). 

28 41og, 0 .v — 3logjo.v- = 1 

M LlUnV 


30 log*2* + 3(log*x‘- log*y)TT';V,, ^ -log,* + 61og a (x - 1) + 31og a x . 

Escribasc cl logaritmo de cada expresion en funcion dc los logaritmos de sus factores. 
32 log, o (895)(1.47). 33 log 10 (60.3) 4 . 

34 log I0 (68)’(VR7j- 35 ,og IU ( ^ . 


14.5. Logaritmos decimates 

De la explication hecha en la seccion anterior queda claro que cualquier 
numero positivo distinto de 1 puede utilizarse como base de un sistema de lo¬ 
garitmos. Por razones de calculo, el sistema mas conveniente es el que tiene 
a 10 como base. La primera tabla de logaritmos de base 10 fue construida por 
Henry Briggs (1560-1631). Las ventajas de este sistema se iran poniendo de ma- 
nificsto a medida que prosigamos en nucstro cstudio. Escribiendo 


10 3 = 1000 

10 2 = 100 

10 1 = 10 

10 ° = 1 

10 -'= 0.1 

10- 2 = 0,01 

10~ 3 = 0.001 


y considerando que esta lista se extienda indefinidamente en ambos sentidos. 
tenemos un metodo para representar algunos nitmeros como potencias de 10. 
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Si bien estos son los unicos numeros quc pucdcn cscribirse como 10 elevado 
a un exponenle entero, todos los numeros positivos pueden expresarse apro- 
ximadamente como 10 elevado a cierto exponente. Este exponente, por la de¬ 
finition de logaritmo, ec. (13.9), es el logaritmo del numero con respecto a la 
base 10 y lo llamarcmos logaritmo decimal del numero. En adelante, cuando 
no se indique base supondremos que esta es 10 : de este modo, log 1000 = 3 . 
log 10 = 1 6 log 0,001 = -3. 

No solo las potcncias dc diez enumcradas arriba. sino todos los numeros 
positivos tienen logaritmos. Los valores dc los logaritmos (con base diez) de 
todos los numeros positivos a intervalos de un centesimo han sido registrados, 
aproximados a cuatro decimalcs. en la tabla II del Apendice. Por ejemplo, 
para encontrar log 7,63 miramos hacia abajo la primera columna N de la tabla 
hasta 7,6 y en seguida nos desplazamos hacia la derecha hasta el numero que 
aparece en la columna encabezada por 3; este valor es 0,8825, o sea. log 7,63 = 
0,8825, que significa, evidentemente, 10 o>8825 = 7,63 (aproximUdamente). 

En realidad. utilizaudo el metodo de imerpolacldn lineal, en forma similar 
a la de la seccion 10.5, junto con la tabla II, podemos calcular cl logaritmo de 
un numero con cuatro cifras significativas. Si N esta entre x y x + 0.01, entonces 
N = x + 0,01r, con r entre 0 y 1, de modo que. suponiendo que la grafica de la 
funcibn logarltmica es una recta entre xvx + 0 , 01 , 

log N = logx + r[Iog(x + 0,01) - logx], (14.15) 

Ejemplo 1. Calculesc log 3,476. 

Solution: Puesto que 3.47 < 3,476 < 3.48. tenemos 

log 3,476 = log 3,47 + 0,6 (log 3,48 - log 3,47) 

= 0,5403 + 0,6(0,5416 - 0,5403) 

= 0,5403 + 0,0008 
= 0,5411. 

Este numero solo puede darse con no mas de cuatro decimales, puesto que 
los logaritmos de la tabla son aproximaciones con cuatro cifras decimales. 

Si sc conocc cl logaiitino de un numero, dado con cuatro decimales, se puede 
determinar el numero utilizando la tabla II. Si log N aparece en la tabla. el 
procedimiento para determinar N es el mismo anterior en orden inverso. Si log N 
esta entre logx y log(x + 0.01), entonces N = x + 0,01 r, con 


logIV - logx 
log (x + 0,01) - log x 


(14.16) 


aproximado a la decima mas cercana. (i,Por que?) 
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Ejemplo 2. Determinese N si log N = 0,7281. 
Solution: Mirando la tabla. encontramos 

0,7275 < 0,7281 < 0,7284, 

donde 

log 5,35 = 0,7284, log 5,34 = 0,7275. 
Por tanto, tenemos 


0,7281 - 0.7275 
0,7284 - 0.7275 


(redondeado), 


y N = 5,347. 

Problem as 

Utilizando la tabla II, calculcse cl logaritmo dc cada uno dc los siguicntcs numeros: 


1 

2,57 

2 3,89 

3 6,92 

4 

7,65 

5 

4,71 

6 9,80 

7 6,875 

8 

8,924 

9 

3,276 

10 1,892 

11 7,689 

12 

5,873 


Utilizando la labia 

II. calculcsc N si log N es igual a: 



13 

0,3856 

14 0,8756 

15 0,6149 

16 

0,6405 

17 

0.9415 

18 0,7657 

19 0.2675 

20 

0,5217 

21 

0,9229 

22 0,7578 

23 0.5069 

24 

0,6745 


En general, el logaritmo de JV tiene dos partes; un numero entero, llamado 
la caracieristica y una parte decimal positiva (un numero n tal que 0 < « < 1), 
llamada la mantisa. Si la coma decimal dc un numero csta exactamente a la 
derecha de la primera cifra no nula, el logaritmo del numero tiene por carac- 
teristica 0. Todos los numeros entre 1 y 10 en la tabla II son de este tipo. De tales 
numeros se dice que tienen la coma decimal en position normal (estandar). 

Si un numero se multiplica por 10, la coma se desplaza un lugar hacia la 
derecha y si se divide por 10, la coma se desplaza un lugar hacia la tzquierda. 
Cada vez que un numero se multiplica por 10, puesto que 

log ION = log N + log 10 = log N + 1, 

el logaritmo del numero aumenta en uno. Analogamente, si el numero se divide 
por 10. su logaritmo disminuye en uno, porque 

log = log N - log 10 = log N — 1. 
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De esta manera. la regia general para obtener la caracteristica puede expre- 
sarse en forma de teorema. 

Teorema 14.6. La caracteristica del logaritmo de un numero es igual al 
numero de lugares que la coma decimal ha sido desplazada desde la posicion 
normal. La caracteristica es positiva si la coma se ha desplazado a la derecha 
y negativa si lo ha sido a la izquierda. 

Es a causa de esta propiedad de nuestro sistema numerico y de la corres- 
pondicnte facilidad de determinar la caracteristica, que los Iogaritmos de base 
diez se utilizan cn los calculos. 

La mantisa, la parte del logaritmo que aparece en la tabla. no cambia al 
cambiarse la posicion de la coma decimal en el numero, sino que depende unica- 
mente de su sucesion de digitos. De este modo, por el resultado del ejemplo 1, 

log 347,6 = 2,5411, 

puesto que su caracteristica es 2, en tanto que 

log 0,003476 = -3 + 0,5411. 

La caracteristica -3 se escribe generalmente 7-10 (por razones de calculo. 
se acostumbra escribir toda caracteristica negativa como un entero positivo 
menos un multiplo de 10), de modo que 

' -3 + 0,5411 = 7,5411 - 10. 


Problemas 


Indiquesc la caracteristica y la mantisa de cada uno de los siguientes Iogaritmos: 
I log/V = 1,3782. 2 log N = 3,4729. 

3 log/V = 0,5728 - 3. 4 log N = 9,6847. 

5 log IV = 5,8723. 6 log IV = 6,7253 - 10. 

7 log N = - 3,7285. 8 log N = -0,6892. 

Usando la tabla II, calculense los Iogaritmos de los siguientes mimeros: 


9 329. 

11 4728. 

13 0,07284. 


10 0.00874 
12 32,46. 
14 0,6877. 


Utilizando la tabla II, determinese N si 
15 log N = 3,8228. 

17 log N = 2,4268. 

19 log N = 7,5627 - 10. 


16 log IV = 0,9643 - 2. 
18 log/V = 9,8818 - 10. 
20 log/V = -1,4892. 
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14.6. Calculos mediante uso de Iogaritmos 

Pasaremos a ver ahora en que forma los calculos que incluyen multiplicacio- 
nes, divisiones, elevaciones a potencia o extracciones de raiz pueden simplificarse 
utilizando Iogaritmos. El desarrollo de la operaci6n debe delincarse sistematica- 
mente antes de efectuar los calculos propiamente tales. Una disposition ordenada 
es de gran ay uda, no solo para simplificar el trabajo, sino tambien para comprobar 
los resultados. 

EXEMPLO 1. Utilicense Iogaritmos para calcular (1280■ 0.849)/62.8. 

Solution: Sea N = (1280 • 0,849)/62.8. Utilizando los teorcmas 14.3 y 14.4. 
tenemos log N = log 1280 + log 0.849 - log 62,8. Disponemos los calculos 
en la forma siguienle: 


log 1280 = 3,1072 
(+) log 0,849 = 9,9289 - 10 
lognumerador = 13.0361 - 10 
(—) log 62,8 = 1,7980 

log N = 11,2381 - 10 
AT = 17,3. 

/ 

Se da N con tres eifras significativas porque los numeros originales son de ese 
tipo. 

Ejemplo 2. Calculese utilizando Iogaritmos: Jti&l 278/(0,4825)‘\ 

Solution: Sabemos que log N = $ log0,01278 - 3 log0,4825. Disponemos 
los calculos en la forma siguiente: 

log 0,4825 = 9,6834 - 10 
3 log 0,4825 = 29,0502 - 30 
= 9,0502 - 10 
log 0,01278 = 18,1065 - 20 
i log 0,01278 = 9,0532 - 10 
(-) 3 log 0,4825 = 9,0502 - 10 
log N = 0,0030 
N = 1,007. 

Ejemplo 3. Determinese el valor de jc = 52.8 log 6.79. 

Solution: Es importante observar que este ejemplo pide el producto de 
los dos factores 52.8 y log 6,79 y no, 52.8 y 6,79. De esta forma, 
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log X = log 52,8 + log [log 6,79], 
log 52,8 = 1,7226 

(+) log [log 6,79] = log 0,832 = 9,9201 - 10 

log x = 1,6427 
x = 43,9 


Problemas 


Utilizando logarilmos, calculese el valor de cada una de las expresiones siguienles con 


cuatro cifras significativas: 


1 

(367)(87,2). 

2 

3 

32,7 

4 

(0,892)‘' 2 ' 

5 

(32,79)(497,2)(9,738). 

6 

*7 

(-0.8472) 4 . 

8 

9 

(6,892)(—0,9245)2' 3 

10 


2,475 

11 

^738,2(38.74) 

(0,9576) 2 (8743) 

12 

13 

4,72 log 63,9. 

14 

15 

log 48,5 
log 67,2 

16 


(47,21(0,897). 

(245X8,62) 

(7,84)2 ' 


^756,9(4,796). 



[ 78453(0,002477) 1 1,2 

L 347 - 9 J ' 

log (log 82,4). 

log 0,8924 
log 5,237 ' 


14.7. Interes compuesto y su generalization 

El estudio del interes compuesto hace uso del calculo logaritmico y, ademas, 
introduce en forma logica otro importante sistema de logaritmos. 

Si una suma dc dinero P se invierte a una tasa de interes r (expresada en tanto 
por unidad) por ano. el interes al cabo de un ano es Pr. de modo que la cantidad 
total es P + Pr = P(1 + r). Si esta cantidad gana interes por un segundo ano, 
al cabo dc dos anos la cantidad total es 

P( 1 + r) + P( 1 + r)r = P(1 + r)(l + r) = P( 1 + r) 2 . 


* Si bicn el logaritmo dc un numero negativo no esta definido, el calculo puedc efectuarsc 
considerando todos los factores como positivos y anteponiendo el signo apropiado al re- 
sultado. 
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Esto representa la cantidad compuesta de dinero al cabo de dos anos debido a su 
inversion a la tasa de interes r. Continuando cn esta forma, la cantidad P. inver- 
tida por n anos y compuesta anualmente a la tasa r, estik dada por 


A = P(1 + r)". (14.17) 

Ejemplo 1. Determinesc la cantidad total al cabo de ocho anos obtenida 
con un capital inicial dc S500 al 6% de interes compuesto anual. 

Solution: Utilizando la ec. (14.17), tenemos P = 500, r = 0,06 y n = 8. 
Luego, 


A = 500(1 + 0,06) 8 = 500(1,06) 8 . 
log 1,06 = 0,0253 log 500 = 2,6990 

8 log 1,06 = 0,2024 ( + ) 8 log 1.06 = 0,2024 

log/t = 2,9014 
A = S796,80. 

Puesto que n representa el numero de anos y r la tasa anual. podemos con- 
siderar el resultado debido a cantidades compucstas anualmente, semestralmente, 
trimestralmente, etc., si designamos por s el numero de periodos de conversion 
o capitalizacion por afio. En esa forma, en n anos, el numero de periodos sera ns y 
la tasa por periodo r/s, o 



(14.18) 


Ejemplo 2. Si los $500 del ejemplo 1 se invierten por ocho anos a interes 
de 6% anual compuesto trimestralmente, £cual sera la cantidad total? 

Solution: Puesto que 6% compuesto trimestralmente por ocho anos es 
P or periodo, durante 32 periodos, tenemos 


A = 500( 1.015) 32 , 


que da A = $804,20. 

Este resultado y el del ejemplo 1 no son muy precisos, puesto que se han 
obtenido con tablas de logaritmos a cuatro decimales. Para obtencr rcsultados 
precisos, ya que el exponente es grande, deben utilizarse tablas a siete decimales 
o bien tablas especiales de interes compuesto. 

Una dc las funciones exponenciales mas importantes es resultado directo 
de una generalization de la ec. (14.18), que a veces es llamada ley del crecimicnio 
natural. Tiene aplicaciones frecuentes tanto en biologia. quimica y economia 
como en matematicas. Supongamos que el numero de periodos de capitalizacion 
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o conversion 5 aumenta indefinidamente, de modo que la cantidad se compone 
continuamente. Si r/s = xy. por tanto, s/r = l/x. tenemos de la ec. (14.18), 

A = + j) J = p [d + (14.19) 

Si s crece indcfinidamcntc. con r fijo, r/s = x decrece indefinidamente y tiende 
a cero por valorcs positivos. Si sc desarrolla la ec. (14.19) mediante el teorema 
del binomio (vdase problema 4. seccion 12.5), 


= p|V/* + i. 


ii-1 

i , x + _ x '' x 


2 ! 


J(l/x)-2 , x 2 


lV--2 

+ X \ X A* / -j.l/x-3 


= P 


3! 

j l/x + J( 1 /jc>- 1 + l ~ X 
i (1 ~ ~ 2x) 

3! 


T 


y si calculamos cada termino de esta expresion para x igual a cero, obtenemos 


A = P^l + 1 + ± + J_ + ...'j " (14 .20) 

Si bien no podemos aqui demostrar que esta suma infinita tiene un valor de¬ 
finido.* pareceria probable que la expresion entre parentesis en la ec. (14.19) 
tiene un valor definido si se hace tender x a cero. Este es efectivamente el caso; 
este valor constante, que se designa por e , es un decimal no periodico que no 
termina y, por tanto, es irracional (seccion 1.5). Con seis cifras significativas. 


e = lin J (1 + X) llx = (l + 1 + + J7 + = 2,71828. (14.21) 

Tenemos asi la funcion 

A = P<r, (14.22) 

que representa la cantidad P compuesta en forma continua durante n afios 
a la tasa de interes anual r. 


* Al igual que en la seccion 12.5, en general. loda demostracion dc la cxistencia de un 
valor definido para una suma infinita esta fuera del objetivo de este libro. 
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Ejemplo 3. La poblaci6n de cierta localidad es 20.000 y crece continua- 
mente a una tasa r = 0,037, deacuerdo con la ley del crecimiento natural, ec. (13.22). 
Determinese la poblacion aproximada despues de 25 anos. 

Solution: Con la formula A = Pe™, tenemos P = 20.000, r = 0,037 y 
n = 25. Por tanto, aplicando logaritmos, tenemos 

log A = log 20.000 + (0,037)(25) log e 
log 20.000 = 4,3010 
( + )(0,037)(25) log e = 0,4017 
log A = 4,7027 

A = 50.430 (poblacion aproximada). 


Problemas 

1 Calculese la cantidad compuesta al cabo de 10 anos con un capital inicial de $200 al 4%: 

(a) compuesto anualmentc. 

(b) compuesto scmestralmente. 

(c) compuesto mensualmente. 

(d) compuesto continuamente. 

2 Calculesc la cantidad compuesta al cabo de 20 anos con un capital inicial de $3000 al 6 % 

(a) compuesto anualmentc. 

(b) compuesto mensualmente. 

(c) compuesto continuamente. 

3 <,Que tiempo se necesita para duplicar cierta cantidad: 

(a) compuesta anualmentc al 6 %? 

(b) compuesta continuamente al 6%? 

Indication: H&gase J = 1 y A = 2. 

En los problemas 4 a 8 supondremos que rige la ley del crecimiento natural, ec. (14.22). 

4 La poblacion de cierta ciudad es 80.000 y ha estado creciendo continuamente en los 
ultimos 20 anos a una tasa r = 0,025. iC\xk\ era la poblacion hace 20 anos? 

5 En un cultivo hay inicialmcntc 1000 bactcrias y, 4 horns despucs. hay 4000. Determinese 
la tasa de crecimiento por flora de las bacterias. 

6 Si la cantidad de cierto tipo de bacterias en un cultivo aumenta a razon de r = 0,24 por 
hora. ^en cuanto tiempo 50 bacterias se transformaran en 1.000.000? 

7 En una reaccion quimica, la concentracion inicial de 0,03 se reduce a 0,01 en 4 minutos. 

(a) ^Cual es la velocidad de disminucion de la concentracion por minuto. 

(b) i,Cual sera la concentracion despues de 10 minutos? 

8 Si el radio se descompone segun la rclacion y = y 0 e ~° ,O4 ‘> donde y 0 gramos de radio 
se reduccn a y gramos en t siglos, ( ',en cuanto tiempo sc reducira un gramo a medio gramo? 
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14.8. Aplicaciones de las funciones exponenciales 

n Pn S, la . Se f CCi6 J anIeri .° r vim os una aplicacion importante de la funcion expo- 

eTSdn nirL le t Con . s,dcn i r °, tras aplicaciones de esta funcion. analizaremos 
el metodo para determiner el valor numerico de un logaritmo respecto a una base 

cualqurera y para cambiar de una base a o«ra. En realidad, la fun£n exponent 

puede utilizarse para calcular el logaritmo de un numero respecto a cualquier base. 

Ejemplo 1. Calculese el valor de log 4 15. 

Solution: Si y = log 4 15, tenemos la ecuacion equivalente 

4' = 15. 

Toda ecuacion de estc tipo puede resolverse tomando el logaritmo decimal de 
cada imembro y calculando el valor pedido y. De estc modo 


log 4 r = log 15, ylog4 = logl5. 


Despejando y, tenemos 


logl5 = U761 
log 4 0,6021 ’ 


S. se conoce el logaritmo de un numero respecto a cierta base, a menudo es 
necesario calcular el logaritmo del numero respecto a una base diferente. Sea 

y = log,, N. 

que. escrito en forma equivalente. es 


= N, 

y tomando el logaritmo como base b de cada miembro, tenemos 

I°g» = ,0 Sfc N , o y log,, a = log fc /V. 
Recordando que y = | oga N, tenemos 


log a Af • lo gfc a = log,, N. 


(14.23) 


Por la importancia del caso 
este caso, con a = e y b = 


en que una base es 10 y la otra e, observamos 
10, la ec. (14.23) se reduce a 


que en 


'°g*o N = log, N ■ log 10 e = 0,4343 log, N, 


(14.24) 
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y 

log, N = -—-— ■ iog.o N = 2,303 Log 10 N. (14.25) 

logic e 

Estas dos expresiones se usan extensamente para pasar del sistema de logaritmos 
decimales al sistema de logaritmos de base e. y viceversa. 

Ejemplo 2. Calculese log • 3,24. 

Solution 1: Por la ec. (14.25), 

log, 3,24 = 2,303 log 3,24 
= (2,303)(0,5105) 

= 1,175. 

Solution 2: Este ejemplo puede resol verse, evidentemente, en la misma 
forma que el ejemplo 1. Haciendo 

y = log,. 3,24, entonces e y = 3,24 

y tomando logaritmo decimal de cada miembro, obtenemos 

log e y = log 3,24 6 y log e = log 3,24. 

Despejando y. tenemos 

, r log 3,24 0,5105 _ 

log e 0,4343 

El metodo empleado en la resolucion del ejemplo 1 y en la segunda solucion 
del ejemplo 2 es similar al empleado en la resolucion de ecuaciones tanto expo- 
nenciales como logaritmicas. 

Ejemplo 3. Resuelvase 4 t+3 = 7 X_1 . 

Solution: Tomando logaritmo decimal de cada miembro, 

log 4 X+ 3 = log?*' 1 . 

Utilizando el Teorema 14.5. tenemos 


(x + 3) log 4 = (x - 1) log 7. 
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Despejando x en esta ecuacion. obtenemos 

x log 4 + 3 log 4 = x log 7 - log 7, 
x (log 4 — log 7) = - log 7 - 3 log 4, 
x _ log 7 + 3 log 4 
log 7 — log 4 

= = 10,92 (aproximadamente). 


Ejemplo 4. Resuelvase log (x + 3) - log x = 2. 
Solution: Si aplicamos el teorema 14.4. 


de modo que 


Problemas 


log (x + 3) - log x = log = 2. 


x + 3 


= 100, x 4- 3 = lOOx, 


99x = 3 6 x = yj- 


Calculense los logaritmos siguientes: 

1 log 2 14. 2 log, 27. 3 log, 128. 

5 log, 7. 6 log, 12. 7 log, 1,79. 

Determincse el valor de x en cada una de las expresiones siguientes; 
9 log 4 X = 23. 10 log 12 x = 17. 

11 log* x = 3,28. 12 log r x = 1,72. 

13 lug r x = 0,8473. 14 lug, x = 2,547. 

► 15 Dcmuestrese la relation log* a = 1/Oog* b). 

Resuelvanse las siguientes ecuaciones exponenciales: 

16 3* = 27. 17 2 X = 32. 

18 2 X = 27. 19 3 X = 32. 

I 

20 3 X+1 = 4 X ” 7 . 21 5(6 X ) = 21*” 2 . 

22 17 2 *” 3 = 25* _1 . 23 2,78* = 738 3 *' 1 . 


4 log 2 , 15. 
8 log c 3,78. 


4 


4 
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24 ** 4- e‘ x = 2. 

Indication: Esta ecuacidn es cuadratica en e*. 

25 e* - e' x = 2. 

Resuclvansc las siguicntcs ecuaciones logaritmicas: 

26 log x - 2 log 4 = log 32. 27 log (x + 2) - log x = log 22. 

28 log (3x 4-2)= log (x - 4) 4- 1. 29 log (x 4- 1) - log x = 2,4742. 





15 

Aplicaciones de las funciones circulares 


El tipo general de aplicacion de las funciones circulares emana del hecho 
de que las soluciones de un gran numero de los problemas que estud.a la cien- 
cia actual son de naturalcza periodica. Problemas de esta especie aparccen 
cn astronomia y mecamca y en el esiudio de leno monos como la luz, el son.do 
v la electricidad. El analisis de eslos problemas requ.ere entre otras cosas, 
el uso frecucnte de las funciones circulares, cn especial algunas de sus pro- 
piedades y sus graficas. En el presentc capitulo exam.narcmos con c.erta delen- 
cion estas propiedades y graficas, y, ademas, cons.dcraremos algunas aplicacio- 

ncs que surgen naturalmcntc. 


15.1. Graficas de las curvas y = a sen kx 

Al trazar la grafica de y = sen x (fig. 6-7. seccion 6.3) P odria ^ '’ ab ^ 
diagramado los puntosdirectamente. dando valores cualcsqurera a x _calculando 
cl valor correspondiente de y y determinando los puntos cuyas coordenadas son 
los valores asi obtenidos. Si bicn este metodo puede utihzarse para trazar la 
grafica de cualquier funcion circular, rara vez sc emplea en el caso de expresiones 
mas generates. puesto que es mas conveniente generalizar a partir de curvas 
simples ya diagramadas, dejandose a veces la diagramacion directa de algunos 

puntos como metodo de comprobacion. 

Las graficas de la funcion definida por y = a sen kx para distintos valores 
de las constantes n y k pueden considerarse como graficas de las «curvas m- 
nusoidales» generales de las cuales y = sen x es un caso especial. Puesto que la 
funcion v = sen x es periodica de periodo 2n [recucrdesc cc. (6.5)J, su gratica 
tiene la mayor ordenada, uno, cuando x = n/2 ± 2nn. En esta forma, la funcion 
general v = « sen kx (suponiendo « > 0 y k> 0) es tambien periodica repj- 
tiendose cada vez que kx varia en una longitud de 2n o x en una longitud 2m . 
Su periodo es entonces 2 n/k y su grafica tiene la mayor ordenada cuando x 
nf2k ± 2im/k. Esta ordenada mayor a. o nuiximo de la funcion se Hama amphtud 
de la funcion y la longitud de un ciclo completo, 2n/k, se llama periodo. 

Para trazar la grafica de cualquier curva sinusoidal del tipo y - a sen Kx, 


354 
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marquese a partir del origen en el sentido positivo del eje x una distancia igual 
al periodo. A1 igual que en la fig. 6-7. los dos extremos y el punto medio de 
cste intervalo son puntos de la curva. La grafica toma su mayor valor (maximo) 
para cl valor de x equidistante de los dos primeros puntos y toma su valor nega- 
tivo de mayor valor absoluto (minimo) para el valor de x equidistante de los dos 
ultimos puntos. Estos puntos bastan generalmentc para trazar la grafica con una 
precision aceptable. A menudo es conveniente tomar subdivision^ de distinta 
longitud en los dos cjes; tambicn, pucdc scr mas claro cxprcsar las unidadcs 
horizontales en funcion de n. 

Ejemplo Indiquense la amplitud y el periodo dc la funcion definida por 
y = 3 sen fax) y tracese su grafica. 

Solution: La amplitud es 3 y el periodo 2n/(n/2) = 4. La distancia mar- 
cada a partir del origen y de longitud igual a un periodo es 4; los extremos del 
intervalo son (0.0) y (4,0) y el punto med io es (2.0). Puesto que a = 3, los puntos 


y 



de valor maximo y minimo son (1,3) y (3, -3), respectivamente. Una vcz dia- 
gramado este ciclo. es posible agregar a derecha e izquierda un numero cualquiera 
de ciclos iguales adicionales. La grafica de esta funcion se ilustra en la fig. 15-1. 

Hasta ahora hemos supuesto a y k positivos. Si fc < 0, pueden utilizarse 
las relaciones entre funciones de valores positivos y negativos* para cambiar 
kx por un valor positivo cuando x es positivo. De este modo, para completar 
la explication necesitamos considerar solamente y = — asen/cx, donde a y k 
son positivos. Esta funcion tiene precisamente la misma grafica de y = asen/cx. 
cxcepto que para cada valor de x los valores de y que eran positivos son ahora 
negativos y vtceversa. En otras palabras, la grafica de y = —asen/cx podria 
describirse como el reflejo rcspecto al eje x de la grafica de y = a sen kx. 


* 


-sen x = sen (-x). cos x = cos (— x),etc. 
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El mismo procedimiento utilizado para diagramar y = a sen Ax puede utili- 
zarsc con ligeras modificaciones para diagramar y = a cos Ax. Su curva tiene 
tambien una amplitud a y un periodo 2n/k. La curva de la funcion coseno difiere 
de la curva de la correspondiente funcion seno, sin embargo, en que esta desplazada 
o desfasada hacia la izquierda cn una distancia igual a un cuarto de su periodo, 
puesto que sen (x + rc/2) = cosx. Comparense las figs. 6-7 y 6-8. 

Problemas 

Determinensc la amplitud y cl periodo y tracesc la grafica de cada una de las funciones 
definidas por: 

1 y = 5 sen 2nx. 2 y = 2scn*x. 

3 >' = 3 sen rrx/3. 4 y = 0.5 cos 4x. 

5 y = 1,5 cos'jx. 6 y = sen 6x. 

I y = 2sen(-ix); /como es la grafica comparada con la de y = 2 sen (i*)? 

8 y = 2 cos (-lx); /como es la grafica comparada con la de y = 2cos(£x)? 

9 y = —0.5 sen 3t. i 0 y = 2 sen 0,001 nr 

11 y = 100 cos 0,0314r. 12 y = sen 0.0025f. 


15.2, Graficas de las curvas y = a sen {kx + b) 

Considcraremos ahora el caso de la funcion sinusoidal mas general y = a 
sen (Ax 4- b). En la seccion anterior hicimos notar que cos x = sen (x + jr/2) 
difiere de sen x solamente en un desplazamiento a la izquierda igual a n/2. 
Analogamente. la grafica de y = a sen (kx + b) = a sen A(x + b/k) difiere de 
la de y = o sen Ax en un desplazamiento en direccion horizontal en una dis¬ 
tancia b/k. Suponiendo A > 0, este desplazamiento es hacia la derecha o la 
izquierda, segun que b/k <06 b/k > 0. Llamamos a \bfk\ desplazamiento defase o 
desfasamiento y a b, constante defase o diferencia defase. Las funciones tienen 
la misma amplitud a y el mismo periodo 2n/k. 

La grafica dc y = a cos (Ax + b) puede obtenerse ya sea considerandola 

como una generalizacion de y = a cos Ax o como una curva sinusoidal «des- 
plazada». 

Ejf.mplo 1. lndiquese la amplitud. el periodo y el desfasamiento y tracese 
la grafica de y = 4 sen (2x - n/3). 

Solucion: La amplitud es 4 y el periodo 7r. Puesto que el desfasamiento 
es ti/ 6 (/.por que?). la grafica pasa por el punto (ti/6. 0) y continua hacia la derecha 

completando un periodo al pasar por (7 tt/ 6.0). La grafica se ilustra en la figu- 
ra 15-2. 



Ejemplo 2. Tracese la grafica de y = 3senx 4- 4cosx. 
Solution: En el ejemplo 5. seccion 6.9. demosiramos que 


3 sen x + 4 cos x = 5 sen (x + 0!), 

donde sen 0, = $ y cos 0 X = De esta manera. utilizando la labia I. 0, = 0,93 
(aproximadamente). de modo que podemos trazar la grafica considerando 

y = 5 sen (x + 0.93). 



Asegurese que la ubicacion del punto (-0.93.0) sea compatible con la longitud 
del periodo 2n = 6.28. coino en la fig. 15-3. 

15.3. Representacion grafica mediante adicion de ordenadas 

Otro metodo muy util de diagramacion es el conocido como composition 
de ordenadas. En la seccion 15.6 utilizaremos este metodo en relacion con algunas 
aplicaciones. 
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Ejemplo Tracese la grafica de y = sen x -f sen 2x. 

Solution: Tracense, primeramente. en un mismo sistema de coordcnadas 
las graficas separadas de las dos funciones definidas por y = sen xcy = sen 2x. 
Enlonces, la ordenada para un valor cualquiera de x es la suma de las ordenadas 
para ese valor de x de cada una de las graficas, y = sen x e y = sen 2x. Esto se 
reduce a determinar la altura de la curva y = sen x + sen 2.x sumando las alturas 
correspondientes de las otras dos curvas, tomando en cuenta. evidentemente. 
los signos de cada una. El periodo de una de estas funciones es 2n y el de la olra 
es n; de esta forma, el periodo de la funcion definida por y = senx + sen 2x 
es 27 e. La grafica se ilustra en la fig. 15-4. 


y 



Problem as 


Tracense las graficas dc las funciones definidas por las ccuaciones siguientes e indiquensc 
sus amplitudes, periodos y desfasamientos. 


I y = 2 sen (x - n/b). 

3 y = 0,5 sen (2x + tt/8 ). 

5 >• = sen (r + 0,25). 

7 13y = 5 sen x + 12 cos x. 
9 y = 15 sen x 4- 8 cos x. 

11 y = 2 sen x — 5 cos x. 


2 y = 4 sen (x — 1). 

4 y = 3 cos (f/2 - 1). 

6 y = 2 sen [(r - l)/3]. 

8 y = sen x + cos x. 

10 y = 24 sen x + 7 cos x. 

12 y = 0.6 sen 2x + 0.5 cos 2x. 


Tracense, utilizando el metodo de adicion de ordenadas, las graficas de las funciones 
definidas por las ccuaciones siguientes e indiquese el periodo de cada una. 

13 y = senx -r cosx. (Comparese esta curva con la del problema 8.) 



14 y = 2 sen a* + 3 cos 2x. 

16 y = 0*26 sen a + 0.47 cos 3a. 
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15 y = 4 cos a/ 2 - 3 sen 2 a. 

17 y = sen a + sen 2 a- + .sen 3 a. 


Tracense las graficas de las funciones defmidas por las siguientes ccuaciones: 

18 >• = 2(sen a- isen2A.+Jsen 3x). 4 / , \ 

, Q . ^ , 20 y = - (sen a - — sen 3a). 

19 y = sen a + isen 3a + \sen 5a. * V 32 ) 


Tracense las graficas de las funciones definidas en los problemas 21 a 23 eligiendo la 
misnia unidad en ambos ejes. 


21 y = a + sen a. 

_ 23 y = a — sen a. 

23 y = a - 2 sen a. 

24 iQue puede decirse acerca del numero de ccros de las funciones definidas en los pro 
blemas 21 a 23? Recuerdesc la cc. (6.64). 


15.4. Movimiento armonico simple 

La nocion de movimiento armonico simple es fundamental para el estudio 
de fenomenos periodicos. Ejemplosde cuerpos que se mueven aproximadamente 
segun las leyes del movimiento armonico son ei disco de un penduio simple, 
un corcho flotando en agua turbulcnta, una particula en una cuerda vibrante 
de violin, un punto en ia punta de un diapason, una particula de aire al paso de 
una onda sonora simple y una particula de la tierra durante un pequeno temblor. 
En realidad, todo cuerpo cuya posicion J sobre una linea recta esta dada para 
cualquier instante t por la ecuacion d = a sen cot describe lo que se llama un 
movimiento armonico simple. Por tanto, solamente nccesitamos recordar las 
propiedades de las funciones circulares para reconocer algunas de las caracteris- 
ticas del movimiento armonico simple. 

EI movimiento armonico simple es de caracter oscilatorio, repitiendose a 
intervalos de ticrnpo determinados; esto es, es periodico. La amplitud del movi¬ 
miento es la magnitud del valor maximo dc a sen cot. o a, esto es, la magnitud del 
desplazamiento desde el punto central del movimiento. El tiempo necesario 
para una vibracion completa o un ciclo se llama periodo (2 n/oj). EI numero 
de periodos completos por unidad de tiempo. a saber \/{7n/o>) = co/ln , se llama 
frecuencia del movimiento armonico simple. La fase en un instante cualquiera 
es la fraccion de periodo que ha transcurrido desde que el cuerpo ha pasado 
por la posicion central en el sentido positivo. En realidad, no es necesario indicar 
la posicion del cuerpo a partir del instante t = 0. sino que puede indicarse a partir 
de un instante cualquiera t 0 ; asi, la ecuacion mas general puede escribirse 
d = asenoj[t — r 0 ). Sabemos ya que esta ecuacion mas general representa la 
misma curva, a exception de un desplazamiento sobre el eje t. Esta ecuacion 
tambien describe un movimiento armonico simple, porque puede escribirse 
d = a sen cot , con t = t — t 0 . Puesto que y = asenkt e y = a cos kt difieren 
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solo cn fase, d = a cos tot puedc tambicn utilizarsc para describir un movimicnto 
armonico simple. 

Es interesante observar que la grafica de un movimiento armonico simple 
puede obtenerse directamente a partir de una manifestacion de este movimiento. 
Consideremos, por ejemplo, la oscilacion de un pendulo simple respecto de un 
punlo fijo y el registro de su traza sobre una hoja de papel que se mueve a veloci- 
dad constante. De la fig. 15-5 se ve claramente que el desplazamiento del disco 
del pendulo respecto a su posicion central es una funcion sinusoidal del tiempo. 
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Uno de los ejemplos mas elementales de movimiento armonico simple queda 
dado por un punto que se mueve con velocidad uniforme sobre una circunferencia 
unitaria. Considerese la circunferencia de centro 0 y radio uno en la fig. 15-6. 
Si imaginamos que el punto P se mueve con velocidad constante sobre la circun¬ 
ferencia, surge el problema de determinar el tipo de movimiento del punto P x 6 P yy 
esto es, dc la proyeccion de P sobre el eje x o de la proyeccion de P sobre el eje y. 
Supongamos que la velocidad uniforme de P sobre la circunferencia es <o uni- 
dades por segundo y que el punto P parte de A. Entonces. la distancia recorrida 
por P sobre la circunferencia en un instante cualquiera f, cxpresado en segundos, 
es rot ; P y se mueve de mnrlo que su ordenada esta dada por y = sen cot: esto 
es la proyeccion de P sobre el eje y describe un movimiento armonico simple. 
Es interesante observar que P y esta en el origen cuando t = 0 y que, a medida 
que P y se desplaza hacia arriba, su velocidad decrece hasta hacerse cero en C. 
En seguida, cl punto P y se desplaza hacia abajo, aumcntando su velocidad hasta 
que esta alcanza el valor maximo al pasar P por el origen, decreciendo despues 
hasta hacerse cero nuevamente en C'; el punto se desplaza en seguida hacia arriba 
con velocidad creciente hasta su punto de partida 0. Despues, todo el ciclo se 
repite. En realidad, la velocidad de todo cuerpo en movimiento armonico simple 
crece y decrece en la forma dcscrita. 
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Problemas 

1 ;.Ouc puede decirse del movimiento del punto P x en la fig. 15-6? Obtengase una 
expresion para su position en un instante cualquiera t. 

2 Las ecuacioncs siguientes representan movimientos armonicos simples. Indiquense 
sus amplitudes, periodos y frccuencias y trdcense sus graficas. 

(a) y = 8 sen2x (b) y = 10sen(f/3) 

(c) y = i sen 3r (d) y = 7 cos 5.x 

(e) y = 4 sen 2 nx (f) y = a sen tot 

3 Una particula se mueve sobre una recta en forma tal que su desplazamicnto rcspccto 
de un punto fijo de la recta esta dado por d = 2 sen 2 1 . <,Puedc expresarseeste movimiento 
como movimiento armonico simple? 

Indicacfdn: < ( Puede expresarse sen 2 0 en funci6n de cos 20? 

4 La cantidad de corricntc electrica sc midc cn amperios. una unidad proportional al 
mimero de elcctrones que pasan por una section transversal fija de un alambre durante 
un segundo. Para un generador simple esta cantidad de corriente csta expresada por 

/ = u, sen tot. 

Indiquesc la expresion para / si la amplitud es 10 y la corriente es de 50 ciclos. Traccsc 
la grafica de esta expresion. La corriente de 50 ciclos (csto es, corriente con una frecuencia 
de 50 ciclos por segundo) se utiliza en algunos paises; en otros se utiliza corriente de 60 
ciclos. (Veasc el problcma 5 que sigue.) 

5 El (lujo de electricidad depende de la fuerza electromotriz, que se mide en voltios. La 
expresion para la fuerza electromotriz de un generador simple esta dada por 

E =* a 2 sen tot. 

/.Como queda expresada E en funcion de t si la amplitud es 8 y la corriente es de 60 ciclos? 

6 La cantidad de potencia de una corriente electrica para encender lamparas, generar 
calor o hacer funcionar maquinarias depende de su energia en un instante cualquiera t. 
Esta potencia electrica se expresa gcneralmente en kilovatios y esta dada por la expresion 

P= EL 

Para las corrientes mencionadas en los problemas 4 y 5 demuestrese que P puede escri- 
birse en la forma 

P = sen 2 tot. 

Determinese para cada ciclaje el periodo de esta funcion periodica. Observese que /. £ y P 
cn los problemas 4. 5 y 6 son todos ejemplos de comportamiento armonico simple. 

7 Si se toca suavementc una flauta en cl registro central, el sonido producido se aproxima 
con bastantc exactitud a un sonido simple. Un sonido simple se define como el que 
produce en el oscilografo una onda que puede representarse por una curva armonica 
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simple, eslo es, y = a sen iot. Indiquese la cxpresion para un sonido de este tipo y tracese 
la grafica de su ecuacion si la frecucncia es de 400 ciclos por scgundo y la amplilud 
de 0,001 cm. 

8 La presion en una onda sonora que se propaga en cierto medio esta dada por 


10 sen2007i | r - 


1000 


dinas/cm 2 . 


donde t esta dado en segundos y x en centimetros. Tracense las graficas de p como fun- 
cion de x para los siguicntcs valores dc t : 0.1/400.2/400.3/400 y 4/400 scg. 

9 La ecuacion de una onda sonora que se propaga en cierta cuerda esta dada por la expre- 
sion 


y = 25sen 7t(0.20f - O.Olx), 

donde x esta dado en centimetros y t en segundos. Tracense las graficas cuando x = 
10, 25 y 100 cm. 


15.5. Adicion de dos funciones sinusoidales generates 

Como aplicacion de la representation grafica, consideremos la combination 
de dos funciones sinusoidales. 

(1) Dos funciones sinusoidales generales con el mismo periodo quedan 
rcpresentadas por 


y l = nsen (cor + a) 

y (15.1) 

y 2 = b sen [o)t + /f). 

Sus amplitudes son a y b, su diferencia de fase P — a y su periodo comun es 
2n/o). Demostraremos que la suma de estas dos funciones es tambien una funcion 
sinusoidal con el mismo periodo. 

v = v, + y 2 = ci sen iiot + a) + 6 sen (cor + P) 

= n(sen cor cos a + cos cor sen a) + b( sen tor cos p + cos cot sen p) 

= A sen col + B cos cot , n 5 21 


donde 


y 


A = a cos a + b cos p 


B = a sen a 4- b sen p. 
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Rccordemos que A sen cor 4- 6 cos cor = rsen(cof 4* <3), donde 


r = JA 2 4- B 2 

J{cr cos 2 a 4- 2ab cos a cos p 4- b 2 cos 2 P) 

4- (a 2 sen 2 a 4- 2ab sen a sen p 4- b 2 

= y/a 2 4- b 2 4- 2o6 (cos a cos 0 4- sen a sen p) 

= ^n 2 4- b 2 4- 2 ab cos (/? - a). 


n» 



y donde 


sen (5 = — y cos <5 = —• 
r r 

Por tanto, y = a sen (cor 4- a) 4- b sen (cor + p) = r sen (cor 4- <5), donde r y p 
tienen los valores recien determinados. 

Hemos demostrado asi cl siguiente importantc teorema. 

Teorema 15.1. La suma de dos curias sinusoidales generates del mismo 
periodo , independent entente de susfases y amplitudes . es una curva sinusoidal 
con el mismo periodo. 

Este resultado puede generalizarse al caso de la suma de un numero finilo cual- 
quiera de curvas sinusoidales gencralcs con el mismo periodo y es de gran utilidad 
en electricidad y acustica, como lo indicaran los problemas de la presente seccion. 

(2) Las ecuaciones de dos funciones sinusoidales generales con diferentes 
freeuencias que estan en fase para r = 0, pueden cxpresarse como 

y x = a sen Znn^t e y 2 = a sen 2nn 2 t. (15.31 

La funcion resultante se obtiene combinando estas funciones y U y x K y 2 . En 
esta forma, 

y = y\ + y 2 = a (sen 2nn l t 4- sen 2nn 2 t), 
y por la ec. (6.54), seccion 6.12 ? con a 4- p = 2nn x t y 2-/1 = 2nn 2 t. 

y = 2a sen 2 n ” 2 r cos27r — ~ - * 2 r. 

2 2 (15.4| 

Este resultado no representa exactamente una funcion sinusoidal, pero bajo 
ciertas condiciones puede representar aproximadamente una funcion sinusoidal. 
Si n j — n 2 es pcqueno comparado con n, y la ecuacion resultante puede 


' * 
f Zf r 
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considerate como una «funcion sinusoidal con amplitud lentamente variables 
Sean 

„ _ »i + n 2 v _ "i ~ n 2 
2 ’ ' ~ 2 

Entonces y es pequeno comparado con n y substituyendo, tenemos 

y = 2a cos 2rcyt sen 2 rent. (15.5) 

Puesto que y es pequeno comparado con n, cos 2nyt varia muy lentamente com¬ 
parado con sen 2nm ; esto es, el numero de oscilaciones de la frecuencia n es grande 
durante el tiempo que el coseno emplea en completar un periodo. En esa forma, 
la curva resultante es una sinusoide con amplitud lentamente variable. En 
el caso de ondas sonoras. esta variacion periodica de la amplitud se escucha 
como «pulsaciones». El numero de pulsaeiones pnr segundo es igual al numero 
de veces por segundo que la onda y = sen 2nnt tiene valores 1 y - 1. Este principio 
se utiliza en radio, television, ondas inalambricas, telefonia y corriente electrica 
de alta frecuencia. 

Ejemplo Tracese la grafica de la curva y = sen 507rr + sen 60;rf. 

Solucion: Utilizando la ec. (15.5). tenemos 

y = sen 50nr + sen 60rt/ = 2 cos 5ni sen 55^f. 

Puesto que sen 557 it se encuentra siempre entre 1 y - 1, la curva se encuentra 
situada entre las dos curvas y = ±2 cos 57rr, tocandolas en los puntos en que 
sen 55n/ = ±1; o sea, para t = 1/110, 3/110, 5/110, etc. La grafica se ilustra 
en la fig. 15-7. 
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Es importante comprender que esta explication ha estado basada en dos 
funciones sinusoidales con la misma amplitud. En el caso de amplitudes diferentes, 
no solo varia la amplitud de la funcion resultante. sino que tambien varia la 
frecuencia. De esta manera, no hay similitud entre este comportamiento y el de 
una funcion sinusoidal simple. 

Problemas 

1 Dos ondas atmosfericas dan origen a variaciones de presion cn un dcterminado punto 
del espacio segun las ecuaciones 

Pi = a sen 2nm y p 2 = a sen ^2 km - y^. 

Calculese la amplitud de la onda rcsultantc en este punto del espacio. 

2 Expr6scsc y — 4 sen ( 0 ■+ n/6) + 5 sen (0 — rc/3) en la forma 

y = r sen (0 4- S). 

3 La fuerza clectromotriz E (recuerdese problema 5, seccibn 15.4) en un circuito esta 
dada por £ = 80 + 8,2 sen cur + 4,8 cos tot - 0,8sen3co/ + l,2cos3cur. Expresese E en 
la forma A 0 + A { sen (cur + a,) + 4 2 sen(3tof + a 2 ), determinando los valorcs de 
A 0t A v A 2> <Xi ya 2 . 

4 Tracense las graficas de los problemas 2 y 3. Las graficas pueden completarse por el 
metodo de la section 15.3 llamado metodo de composition de ordenadas o principio 
de superposicidn. 

5 Las ondas son a veces reflejadas por los contornos de los cucrpos en los cuales se propagan, 
producicndosc asi ondas que se propagan en sentido contrario. Estas se suman a las 
ondas originales, produciendose una onda resultante de acuerdo con el principio de 
superposition. Considerese una columna de aire en la cual la ecuacion de la onda origi¬ 
nal esta dada por 


y i 



y la ecuacion de la onda reflejada es 


y 2 = asen^n^r + yj. 

La onda resultante es y, + y 2 . Demuestrese, utilizando la ec. (6.54), section 6.12, y hacien- 
do a + p = 2nn(t - x/V) y a - = 2nn(t + x/V ), que 


y 


= 2 a sen 2n?it cos 


2nnx 


V 
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Esta es la ecuacion de la llamada onda estacionaria. Sc le da este nombre porquc. para 
ciertos puntos cn el cuerpo en el cual las ondas se propagan .y es siempre 0: esfos valores 
de x son aquellos para los cuales cos2tc/ix/F = 0. o sea, 

27znx n 3n Sn 

- — —» —* —. etc. 

V 2 2 2 

<,Para que valores de xesy = 0? Es interesante observar que esta onda resultante para un 
instantc cualquiera / es una expresion armonica simple en x y para cada valor de x, 
representa una expresion armonica simple en /. En todos los instrumentos musicalcs el 
sonido es producido por ondas estacionarias. 

Utilizando el metodo descrito en (2) de la presente seccion, tracensc las graficas de: 
6 y = sen 200/ + sen 210/ 7 y = sen 80/ -f sen 100/ 


15.6. Analisis y sintesis armonicos 

Pucde demostrarse matematicamentc que toda curva periodica seccional- 
mente continua* pucde aproximarse mediante una suma finita de curvas senos 
y cosenos, en la cual la frccuencia mas baja da el periodo de la curva misma, y 
los terminos restantes ticncn frccucncias que son multiplos de la mas baja. 
Este metodo, dc gran utilidad para analizar una curva o funcion y conocido como 
analisis armonico , fuc enunciado por primera vez por J. B. J. Fourier en 1807 y 
publicado cn Paris en 1822. Seria de suponer que este metodo fue descubierto a 
traves de estudios sobre acustica y movimientos ondulatorios pero, si bien es de 
gran utilidad en estos estudios, su origen estuvo en el desarrollo de los estudios 
de Fourier sobre conduccion del calor. 

El teorema de Fourier puede expresarse en forma mateniatica para la funcion 
periodica y mediante la igualdad aproximada 

y % a 0 + a, sen 0 + a 2 sen 20 + a 3 sen 30 + — + a n sen nO 
•f cos 0 + b 2 cos 20 + b 3 cos 30 -f ••• -F b n cos nO . 

En esta expresion, y es la ordenada de la curva original para un valor cualquiera 
de x, y 9, expresado en funcion de x, es 2 nx/L. En esta forma, hacer variar a x entre 
0 y L, donde L es el periodo de la curva, es equivalente a hacer variar 0 entre 0 
y 2 n. Con la excepcion de a 0 , que indica simplemente el desplazamiento de toda 
la curva respecto del eje de referencia original, cada curva individual seno o 
coseno entra en la composicion. De paso, mencionemos el hecho de que existen 
maquinas, llamadas analizadores armonicos , que permiten obtener expresiones 
para todos los coeficientes de Fourier de una curva determinada; esto es, a partir de 
la curva dibujada es posible obtener con esta maquina la ecuacion de la curva. 


* Una curva de este tipo. definida en un intervalo del eje x, consta dc «trozos de curvas>> 
en el sentido intuitivo. Toda definicion rigurosa es imposible a este nivel matematico. 
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El inverso del proceso analitico que hemos explicado es tambien util. Este 
proceso, llamado sintesis armdnica, podria describirse como la combination 
de varias curvas simples para obtener su curva resultante o compuesta. En algunos 
casos, esto puede hacerse mediante calculos y siempre es posible, si bien solo 
aproximadamente, mediante el metodo grafico de sumar las ordenadas de las 
curvas individuales y diagramar los resultados. como se indico en la section 15.3. 

El analisis armonico ha permitido hacer grandes progresos en diferentes 
campos cientificos. En el estudio de las ondas sonoras musicales se registran 
los tonos de los distintos instrumentos musicales, se visualizan mediante un 
oscilografo y el resultado se estudia matematicamente por medio del analisis 
armonico. Uno de los resultados de este estudio fue el desarrollo del organo 
electrico. La sismologia. que estudia los terremotos y sus origcnes. utiliza el 
analisis armonico por la naturaleza del movimiento vibratorio cn los temblo- 
res y la forma de la onda resultante. Cuando las vibraciones son pequenas, 
el movimiento es esencialmente armonico simple; en el caso mas general, 
la onda es compuesta. Las ondas son registradas por uu instrument!) llamado 
sismografo y a partir de estos registros se pueden calcular la amplitud, direction 
de movimiento y periodicidad de cada vibration. TambiSn se utilizan el ana¬ 
lisis y sintesis armonicos en la prediction de las mareas. En muchos paises 
existen organismos especializados que preparan y publican periodicamente 
calendarios de mareas. Estas «tablas de mareas», publicadas a veces con uno 
o dos afios de anticipation, predicen las altas y bajas mareas en los principals 
puertos del mundo con gran precision tanto en el tiempo (un minuto) como 
en la altura alcanzada (tres a cuatro centimetros). Estas predicciones se hacen 
mecanicamcnte utilizando las funciones circulares en relation con los mo- 
vimientos periodicos del sol y de la luna. 



16 

Aplicaciones de las funciones circulares a angulos 




Hay dos tipos de aplicaciones de las funciones circulares que son de impor¬ 
tance. En el capitulo anterior, estudiamos el tipo general de aplicacion: un tipo 
mas especifico es el de las funciones en las cuales el numero real 0 es la medida 
de un angulo. Consideraremos esta aplicacion en el presente capitulo y, junto 
con el la, la resolucion de triangulos y la determination de relaciones entre los 
lados y los angulos de un triangulo. Comenzaremos con la notion de angulo. 

16.1. Angulos 

En geometria plana, un angulo se define generalmente como la abertura 
comprendida entre dos semi-rectas (rayos) que parten de un punto. En trigono- 
metria, agregamos a esa definition que el angulo asi definido tiene una medida 
que corresponde a la magnitud de rotacion necesaria para llevar un rayo desde la 
position de una de estas lineas hasta la de la otra. Considerese la fig. 16-1, en 
la cual los rayos m y n se cortan en el punto 0. encontrandose ambos situados 
en un piano perpendicular a nuestra linea de vision. Si consideramos a m como 
el lado initial y a n como el lado final o terminal del angulo de vertice 0, hay dos 
sentidos de rotacion posibles para el lado inicial m. Se dice que el angulo es posi- 
tivo si la rotacion es antihoraria y negativo si es horaria. Una fiecha curva indi- 
cara el sentido de la rotacion. 
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Consideremos ahora un rayo rn que parte del origen de un sistema rectangular 
de coordenadas y coincide con el sentido positivo del eje .r (fig. 16-2). A medida 
que este rayo gira en torno de 0, un punto cualquiera P de el describing una parte 
o toda la circunferencia de radio OP; incluso, la circunferencia puede ser descrita 
varias veces. Despues de lajotacion, OP se encontrara en una posicion OP'; 
el arco de cincunferencia PP\ designado por s, puede utilizarse para medir el 
angulo POP'. Dc un angulo tal como POP' se dice que esta en posicion normal 
(estandar) y que se encuentra en el cuadrante en que esta ubicado su lado termi¬ 
nal OP'. 

La unidad mas logica para medir la magnitud de un angulo pareceria ser 
el numcro de revoluciones o vueitas que resultan de la rotacion desde el lado 
inicial hasta el terminal del angulo. Dado que el numero de revoluciones corres- 
pondientes a un angulo cualquiera queda determinado por la razon entre la 
longitud s del arco interceptado y la longitud de la circunferencia, definimos la 
magnitud de un angulo en la forma siguiente: 



DEFINICI6N 16.1. La magnitud de un angulo en revoluciones esta dada por 
la relacion : 



(16.1) 


* En visla dc que con mucha lrecuencia consideramos la magniiud de un angulo mas 
bien que el angulo mismo, emplearemos ordinariamente la palabra «angulo» en lugar de 
«medida del angulo». 






370 Algebra y trigonometria 


Por ejemplo, si P recorre media circunferencia, el angulo correspondiente queda 
medido por media revolucion. De la misma manera si el arco es dos veces la 
circunferencia, la medida del angulo es dos revoluciones. 

Consideremos dos circunferencias concentricas de centro 0, fig. 16-3, y 
sean PF un arco de longitud 5 en la circunferencia de radio r y QQ un arco 
de longitud s' en la circunferencia de radio r'. Es intuitivo que la longitud de cada 
arco es la misma fraccion o parte de la circunferencia corrcspondienle, de modo 
que 


s' _ s 
2nr' 2k r 

Esto puede demostrarse aplicando el teorema que dice que los triangulos seme- 
jantes tienen sus lados proporcionales. Recordando la definicion de longitud 
dc un arco, seccion 4.7, tenemos s' ff = s/r, de lo cual se deduce nuestro resultado. 
La magnitud dc un angulo cualquicra cs. por tanto, indcpcndicntc dc la longitud 
de sus lados. 

Si bien las revoluciones constituyen el metodo mas natural para medir 
angulos, existen otros sistemas m&s convenientes. El sistema mas utilizado en 
aplicaciones practicas tales como en topografia y navegacion es el sistema sexa¬ 
gesimal, en el cual la unidad fundamental es el grado. En este sistema, una revolu¬ 
cion = 360' (grados), 1 = 60' (minutos) y V = 60" (segundos). 

Dkfinici6n 16.2. La magnitud de un angulo en grados esrd dada por la 
relacidn: 


Angulo en grados = (numero de revoluciones)(360). 


(16.2) 


Por ejemplo, media revolucion es 180° y un angulo de dos revoluciones mide 720 . 

El sistema mas utilizado en matematicas superiores es el sistema circular o 
de radianes. Si recordamos que la longitud de la circunferencia unitaria es 2 tt. 
veremos la justificacion de la definicion siguiente: 

DefiniciOn 16.3. Un angulo de una revolucion es igual a un angulo cuya 
medida es 2n radianes. 


De aqui se deduce inmediatamente que 


Angulo en radianes = (numero de revoluciones ) 2k. 


(16.3) 


Por ejemplo, media revolucion es n radianes y un angulo de dos revoluciones 
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mide 4n radiancs. La medida de un anguio en radianes es precisamente el niimero 
real 0 para el cual hemos definido todas las funciones circulares. Es por esto que 
podemos utilizar la columna encabezada «radianes» en la tabla I del apendice 
cuando queremos determinar una funcion circular de un numero real Q cualquiera. 
Convendremos en que cuando no se indique una unidad de medida esta sera 
el radian. 

De estas dcfiniciones se deducen dos resultados inmediatos. Despejando 
«numero de revoluciones» en las ecs. (16.2) y (16.3) e igualando. tenemos la 
relacion entre las medidas de un anguio en grados y radianes. esto es. 



(16.4) 


Ejemplo 1. Un anguio de 45 es igual a 




45 a . n 
— 2, = - radianes. 


Ejemplo 2. Un anguio dc 5 ti/ 6 radianes es igual a 


5 ft/6 
2 n 


360 = 150'. 


Ejemplo 3. Para expresar un anguio dc un radian cn grados, sc usa el 
mismo metodo: 


1 radian = ^-360 = = 57°18' (aproximadamcnte) (16.5) 

2 n 2n 

Analogamente, para un anguio de un grado, 

1° = = ^01745 radianes (aproximadamcnte). (16.6) 

Ejemplo 4. Expresese el anguio dc 194 23' en radianes. 

Solution: En la tabla I del apendice. los angulos eslan dados en las dos 
unidades, grados y radianes; por tanto, podemos utilizar esta tabla para pasar 
de un sistema a otro. Puesto que 


194°23 # = 180 c + 14°23', 
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e interpolando para 14°23', 

14' 20' = 0,2502 radianes. 


y 


14°30' = 0,2531 radianes. 

Puesto que 23' corresponde a 0,3 de ia diferencia entre 30' y 20', la medida en 
radianes del angulo supera a 0,2502 en 0,3 veces la diferencia entre 0,2531 y 0,2502, 
o sea, usando interpolation lineal, 


Por tanto, 


14°23'= 0,2511 radianes. 


194°23' = (7t + 0,2511) radianes 

= 3,3927 radianes (aproximadamente). 

El segundo resultado pone en evidencia una ventaja del sistema circular en la 
medicion de angulos. 

Es posible expresar la longitud de un arco de circunferencia en funcion de 
su radio y del angulo del centro correspondiente medido en radianes. Substitu- 
yendo en Ia ec. (16.3) la expresion de «mimero de revoluciones» dada por la 
ec. (16.1), lenemos 


Angulo en radianes = (2 ti) = -• 

litr r 

Por tanto, la longitud del arco s interceptado por el angulo del centro 0 (medido 
en radianes) en una circunferencia de radio r esta dada por 

s = r0. (16.7) 

Observese que obtenemos el resultado logico, s = 0, si consideramos una cir¬ 
cunferencia unitaria, esto es. con r = l. 

Ejemplo 5. Una circunferencia tiene un radio de 40 cm. (a) i,Que longitud 
tiene el arco subtendido por un angulo del centro de 36°? (b) ^Cuanto mide el 
dngulo del centro que subtiende un arco de 15 cm? 

Solution: (a) Puesto que el numero de radianes correspondientes a 36° 
es 7i/5, 


s = 40(7i/5) = 87tcm. 



Aplicaciones de las funciones clrculares a angulos 373 

Utilizando aproximaciones de n> podemos escribir la respuesta con la precision 
deseada. <b) De s = rS, tenemos 15 = 400 6 6 = f radianes. Si se quiere el resul- 
tado en grados, reducimos | radianes a grados, obteniendo 21°30'. 


Froblemas 


1 En un sistema rectangular de coordcnadas, ubiquense los angulos siguientes en posicion 
normal, indicandose los lados inicial y terminal, Utilicese una flecha curva para indicar 
el scntido cn que se mide el angulo. 


2 


3 


(a) irev 
(c) 3 rev 
(C) -^rev 
(g) 6 rev 

Repitase el problerna 

(a) 45° 

(c| -225° 

(e) 240° 

(g) 720° 

Repitase cE problerna 

(a) n/6 
(c) rr/4 
(e) — 3 tt/ 2 
(g> 5ir/12 


(b) rev 
(d) | rev 
(0 -irev 
(h) -^rev 

1 para los angulos siguientes expresados en grados: 

(b) 135° 

(d) -300 
(0 450° 

(h) —120° 

1 para los angulos siguientes expresados cn radianes: 

(b) 2n/6 
(d) 4it./9 
(0 -5rr/6 
(h) -5 n 


4 Expr6sensc los dngulos dados en los problemas 1 y 2 cn radianes, dandosc la respuesta 
en funcion de n. 


5 Expr6scnse los angulos dados cn los problemas 2 y 3 cn revoluciones, 

6 Exprescnsc los angulos dados en los problemas 1 y 3 en grados. 

7 Transfdrmense los angulos siguientes a radianes, utilizando si es necesario la tabla I, 
e indiquense los resultados con cuatro decimalcs. 


8 


9 


( a > 27 ° (b) 156°20' 

( c ) 47 ° (d) t«9°37’ 

(e) 253°10' (f) — 378°49' 


Transformense los angulos siguientes a grados y minutos, usando si es necesario la 
tabla I, y aproximense los resultados ai minuto mas cercano. 


(a) ;r/8 
(c) 0,2443 
(e) 1.8600 
(g) -1.2900 


(b) — 2 tt/ 13 
(d) -1,3730 

(0 i 

(h) 5.7200 


Escribase cada una de las expresiones siguientes como un Angulo unico en grados y 
minutos entre 0' y 59'. 
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(a) 15°27' + 32 c 14' 

<c) 13°32' + 37°28' 

(e) 29°43' + 51°38' 
lg) 180“ - 15 13' 

(i) 360° - 147°23' 

(k) i(18°47' + 56°29') 

10 Si un arco de 20 cm subtiende un an 
dc la circunferencia. 


(b) 18 41' + 1512' 

(d) 142 S'+ 8 55' 

(D 6119’ + 23 58' 

(h) 90' - 47 38’ 
til 270° — 63“48' 

(1) i(56 0 28' - 47°36'I 

del centre de 2 radianes. determinese el radio 


11 Una rueda dc radio igual a 2 dm sc desplaza rodando 3 dm. ^En cuantos radianes gira? 
<.En cuantos grados gira? 

1? En una circunferencia de radio 14 cm. ;,que longitud tiene el arco subtcndido por un 
angulo del centre dc 82“? 

13 (.Cuantos grados mide cl angulo entre el minutero y cl horario de un reloi uue marca 
las 4.00?, (,1a 1.00?. (.las 9,15?, <,las 5.47? 

14 Suponiendo quo la ticrra cs unu csfcra dc radio de 6370 kilOmetros. determinese la 
distancia. medida sobre la superficie de la tierra. quo hay dcsdc la ciudad de Cauquenes. 
Chile, al Ecuador. La latitud de Cauquenes es 36°S. 

15 Si un punto de la circunferencia de una rueda de 20 cm de diametro recorre 300 m por 
minuto, (.cuantos radianes gira la rueda en un segundo? 

16 Para angulos pequenos, el arco y la cuerda interceptados son aproximadamente de la 
misma longitud. Suponiendo que la tierra gira alrededor del sol sobre una circunferencia 
de radio 150.000.000 kilometres, determinese el diametro del sol si desdc la tierra se 
le ve bajo un angulo de 32’. 


16.2. Funciones circulares de angulos 

Observemos que la medida de un angulo en radianes es el mismo numero 
real 0 para el cual definimos originalmente las funciones circulares. Esta corres- 
pondencia nos permite definir una funcion circular cualquiera de 0, donde 6 es 
la medida dc un angulo cn radianes, como la funcion circular del numero real 0. 

Definition 16.4. Si 6e R. entonces toda funcion circular del angulo cuva 
medida en radianes es Q es igual a la misma funcion circular dc 0. 

Ejemplos ILUSTRATIVOS 

(a) Si A es un angulo cuya medida es 45° 6 rr/4 radianes, entonces 

sen A = sen 45’ 

= sen (tt/ 4 radianes) 

= sen 71/4 = 1 / n /2. 

(b) Si B es un angulo cuya medida es 1 radian, entonces 
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tan B = tan (1 radian) 

= tan 57°18’(Vease ejemplo 3, seccion 16.1) 
= tan 1. 


Cuando sc escriba sen rc/4 6 tan 1. quedara claramente entendido a partir 
del contexto si se trata de una funcion de un numero real o de un angulo. en 
radianes. Por tanto. no complicaremos nuestra notation escribiendo. como 
en algunos libros, sen 7i/4' r| , sino que cscribiremos simplemente sen n/4 tambien 
para indicar el seno de un angulo cuya medida en radianes es ti/4, etc. 

A partir de la Definicion 16.4 podemos deierminar las funciones circulares 
de un angulo cualquiera. expresado ya sea en radianes o en grados. En ciertos 
casos, algunos angulos cspccialcs pueden dar valores exactos para las funciones. 
tal c omo en la seccion 6.4. pero. en general, sera necesario utilizar la tabla I en 
la forma analizada en la seccion 6.13: puede tambien ser necesario usar en 
algunos casos la interpolacion lineal. 

Ejt.MPLO 1. Determinese el valor exacto de sen 330'. 

Solution: Puestoque 330 correspondea 1 Itt 6 radianes, tenemossen 330 = 

sen 11 n/6 = — |. 

Ejemplo 2. Calculese el valor de cos 23 10'. 

Solution: En la tabla I. buscamos en la columna encabezada «grados», 
el valor 23 10' y. frente a este valor, en la columna coseno aparece 0.9194. de modo 
que cos 23 10' = 0.9194. 


Problemas 


Indiquense los valores exactos de las exprcsiones siguicntcs: 

1 sen 120° cos 150* + cos 120 c sen 150 c 2 esc 150° - cos 240° + tan 120 

3 sen 330° cos 120° tan 135° 4 sen 150'cos 120 c tan 225 : 


Determinense todos los angulos, expresandolos en grados, entre 0 : y 360' que satisfacen 
cada una de las siguientes ecuaciones: 


5 sen 9 = $ 

1 tan 9 = l/y/3 
9 tan e = -1 
11 sen 0 = Jl/7 
13 cot 0 = — y/3 

15 Determinese el valor aproximado de cada expresion y, en esa forma, encuentrese cual 
es mayor. 


6 cos 0 = 

8 sen 0 = - J 3/2 
10 cost) =-^1/2 

12 sec 0 = 2 
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(a) sen 2 y sen 2° 

(b) cos 4 y cos 4 (Vease ejemplo ilustrativo b.) 

(c) tan 1 y tan 1 ° 


16 Exprcsese sen 624 como funcion dc un angulo positivo agudo menor que 45*. 

Indication: Puestoque 624’ - 6(90 ) + 84 . aplicando la ec. (6.34). (enemos sen 624= = 
sen 84 y. dc fa ec. (6.22), -sen 84 = -cos 6°. Es conveniente repasar aqui la sec- 
cion 6 . 10 . teniendo presente la relacion cxistentc entre grados y radianes. 

17 Escribasc cada una de las siguientes expresiones como funcion de un angulo agudo 
positivo menor que 45°. 


18 


(a) sen 196 = 

(c) sen 319” 

(c) tan 294° 

(g) sen (-625°) 


(b) cos 147’ 

(d) cos 254° 

(0 cos 728° 

(h) cos (-435°) 


Escribase cada una dc las siguientes expresiones como funcion de un angulo agudo 
positivo menor que 45°. ® 


19 


20 


(a) tan 1004 
(c) cos 106=18' 
(e) cos 204 46' 
(g) sen 156=39' 


(b) sen 248°25' 
(d) tan 163=17' 
(0 tan 136°34' 
(h) cos 229 


Determincsc cl valor de cada una de las expresiones siguientes utilizando la tabla I. 

(a) sen 14°20' (b) tan 52 40' 

(c) cos 28°50' (d) sen 63°30' 

(e) tan 21 = 10 ' (f) cos 72 = 20 ' 


En la resolucion de triangulos. a menudo es neccsario intcrpolar entre dos valores de la 
tabla I. cstando los angulos dados cn grados. Expliquese por que scn(x + r) puede 
aproximarse a partir dc la tabla medianle la formula 


sen (x + r) = sen x + ~ [sen (x + 10) - sen x] 

si x y x + 10 son dos angulos consecutivos de la tabla. medidos en minutos. y r es un 

enteroentre0y 10. [Compare*con la ec. ( 10 . 11 ).] Lasotrasfuncionespueden expresarse 
mediante formulas similares. 

21 Calculese sen 24° 16'. 

Indication : Puesto que 24 16' se encucntra comprendido entre 24*10' y 24°20', 

sen 24=16' = sen 24° Iff + ft (sen 24 20') - sen 24=10') 

= 0.4094 + ft (0.4120 - 0,4094) 

= 0.4094 + 0.0016 
= 0.4110. 

22 e^nterpolando Va '° r apr ° Ximad ° dc cada ex P rcsi6n si g uien 'e utilizando la tabla I 
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(a) sen 72°43' 

(c) tan 51°29' 
(e) tan 39° 18' 
(g) cos 153° 17' 


(b) cos 28 46' 
(d) cos 63*2? 
(0 sen 128°36' 
(h) sen 8°9' 


23 Utilizando la tabla I, determinese el angulo 0 entre O' y 90 si: 


(a) sen 9 = 0,4253 
(c) cos Q = 0,8857 
(e) tanfl = 0.2156 
(g) sen 0 = 0.3475 


(b) tan 0 = 1,1237 

(d) sen 0 = 0.8450 
(0 cos 0 = 0.2447 
(h) cos 0 = 0,7844 


24 La tabla puede utilizarse tambien para determinar un angulo, aproximado al minuto 
mas ccrcano, si el valor de una funcion de este angulo se encuentra entre dos valores 
dados en la tabla. Si se conoce sen 0 , determinamos dos valores consecutivos en la co- 
lumna «seno»entre los cualesseencuentrccomprcndidoel valor dado. Hacicndotf = x + 
r, donde r es un entero entre 0 y 10 y x y x 4- 10 son los dos valores consecutivos dados 
en la tabla, determinamos r mediante la aproximacion 


r _ sen (x 4- r) - sen x 
10 scn(x + 10) - sen* 


Expliqucsc como sc obticne csta formula. 

25 Determinese el angulo 0 entre 0 v 90 si sen 0 = 0.6231. 

Indication: 0,6231 esta comprendido entre los dos valores dados en la columna 
«seno» sen 38 r 30' = 0,6225 y sen 38 40' = 0.6248. En csta forma, 

r_ = 0,623 1 - 0,6225 
10 0.6248 - 0.6225' 


o 


r = 10 


/0,0006 \ = 
V 0,0023 } 


de modo que 6 = 38°33', aproximado a! minuto mas cercano. 


26 


Determincnsc los valores aproximados entre 0 y 90°, utilizando la tabla I e inter- 
polando, si: 


(a) tan0 = 0.8172 

(c) cos0 = 0,2717 

(e) sen 0 = 0.7531 
(g) cos 0 = 0,5386 


(b) sen 0 = 0,5331 

(d) cos 0 = 0,9392 

(f) tan 0 = 0.8083 
(h) sen 0 = 0,9648 


27 En trigonometria sc presentan a menudo calculos que comprenden una gran cantidad 
dc multiplicaciones y divisiones. Para facilitar estos calculos, se han tabulado los lo- 
garitmos de las funciones circulares en la tabla III. Si bien los valores anotados son 
logaritmos (con las caracteristicas incluidas), la forma de la tabla es la misma que la 
de la tabla I y se usa exactamente en la misma forma. Determinese log sen 36* 17'. 
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Indication: Puesto que 36°17' esta entre 36°10' y 36°20' 

log sen 36° 17' = Iogsen36 c 10' + ^(logsen 36 c 20’ - log sen 36 10') 
= (9,7710 - 10) + ^ [(9,7727 - 10) - (9,7710 - 10)] 
= (9,7710- 10) + (0,0017) 

= (9,7710 - 10) + 0,0012 
= 9,7722 - 10. 


28 Utilizando la tabla III e interpolando si cs nccesario, dcterminese el valor de cada cx- 
presion siguienle: 


(a) log sen 13 20' 
(c) log sen 67°32' 
(e) log lan 72 47' 
(g) log cos 68'56' 


(b) log cos 45*30' 
(d) log cos 38 21' 
(0 log sen 115 18 
(h) log sen 51 49' 


29 Dcterminese el angulo 0 entre 0 y 90 si log tan 0 = 0.1947. 

Indication: 0.1947 sc cncnentra entre Jos valours dados en la columna «rangente» 


log tan 57 20' = 0.1930 y log tan 57 30' = 0.1958. 


Luego, 


r _ 0,1947 - 0,1930 
10 6,1958 - 0.1930* 


o 


' - io(4S) - 6. 


de modo quo 0 = 57 26'. aproximado al minuto mas cercano. 

30 Dcterminese cl valor de 0 entre 0 y 90 . aproximado al minuto mas cercano, utilizando 
la tabla III c interpolando si es nccesario, si: 


(a) log sen 0 = 9,2870 - 10 

(c) log tan 0 = 9,7353 - 10 
(e) log sen 0 = 9,2278 - 10 
(g) log cos 0 = 9,9797 - 10 


(b) log cos S = 9.8365 - 30 

(d) log cos (I = 9.7316 - 10 
(0 log tan 0 = 0.4937 
(h) log sen 0 = 9,8761 - 30 


Utilizando logaritmos. calculese el valor dc cada una de las cxprcsioncs siguientes con 
el mimero correcto de cifras significativas. 

3I 32,86 sen 27°42’ 
sen 54 17' 

Indication: Sea x el valor pedido; entonces 

_ 32,86 sen 27°42' 


sen 54° 17' 
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Tenemos 


logx = log 32,86 + log sen 27°42' - log sen 54° 17'. 

Ordenando los calculos, obtenemos 

Log 32,86 = 1,5167 
(+) log sen 27°42' = 9,6673 - 10 
log numcrador = 11,1840 — 10 
( — ) log sen 54°17' = 9.9095 - 10 
log x = 1,2745 
x = 18,81. 


32 48,7 tan 58 e 30’ 

68,2 sen 37°20' 
sen 49'50' 

34 897,2 cos 63°48' 

35 (189)(256) cos 27° 11' 


16.3. Utilizacion geometrica de los angulos 

Consideremos la siguiente pregunta que surge en forma natural: <’,Que 
interpretation geometrica puede darse a las funciones circularcs dc angulos 
y como pueden utilizarse estas funciones? 

Sea un I'mgulo 0, en position normal, que ha sido generado por la rotation 
de un rayo de longitud r (fig. 15-4). Sean (.x, y) las coordenadas de P, punlo cn el 
lado terminal del angulo a distancia r del origen. Si Q es cl punto dc interscccion 
dc OP y la circunfereneia unitaria. la longitud de OQ es uno y la del arco AQ 
cs |tf| de modo que las coordenadas de Q son (cos 0, sen 0). Si sc bajan perpen¬ 
diculars desde Q y P al eje x. se forman triangulos rectangulos semejantes, 
de modo que 


x _ r ^ y _ r 
cos 0 1 sen 6 1 


(16.8) 


o sea. x = r cos P e y = r sen 0. 

Si P y, por tanto. Q estan en un cuadrante distinto al primero, como en la 
llg. 16-5. una o las dos coordenadas de P pueden ser negativas. en cuyo caso 
las coordenadas correspondientes de Q tendran los mismos signos, de modo 
que la ec. (16.8) sera siempre valida. En esta forma, hemos demostrado el siguiente 
importante teorema: 


Teorema 16.1. Si P(x, y) es un punto situado a la distancia del origen en 
el lado terminal de un cingula 0. en position normal las coordenadas de P quedan 
dados , en funcion de r y 0 , por las expresiones 

x = rcos0 e y = rscn0. (16.9)* 

Es intcresante observar que si r = 1, P(x,y) se cncuentra en la circunferencia 
unitariay coincide con @*de modoquex = cos 0ey = sen IK como era deesperar. 

Como consecuencia del Teorema 16.1. demostraremos el siguiente teorema, 
cuyos resultados se loman frecuentemente como definiciones de las funciones 
circulares, cuando estas se definen en funcion de un angulo. 

Teorema 16.2. Si P(x,y) es un punto siruado a una distancia r del origen 
sobre el lado terminal de un angulo 0 , en posicion normal las funciones circulares 
del angulo 0 quedan dadas por las expresiones 

sen 0 = -, cos 0 — - 

r r 

tan 0 = ^ (x 0), cot 0 = ^ (y ^ 0). (16.10) 

* Estas ecuaciones. con ciertas restriccioncs para 0. se conocen frecuentemente como las 
expresiones en coordenadas polares para x e y. 
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sec 0 


= - (x ^ 0), esc & = — (y * 0). 
x y 


Demostracion: Puesto que r * 0. obtenemos las dos^pnmcras expresiones 

directamente de la ec. (16.9). Puesto quc. por la ec. 

te nemos tan 0 = (y/r)f(xjr) = y/x. Las otras expresses pueden 

en forma analoga utilizando las identidades para las funciones rcuprocas, 

ecuaciones (6.11) a (6.13). 

Ejempi-O 3. Sea 9 un angulo en posicion normal y tal que su lado terminal 
pasa por (-3, 4). Determmcse sen 0. cos0 y tanO._ 

Solution: Puesto que x = -3 e y = 4. r= Vt~ 3 ) 2 + 4 = 5 - 
sen 0 = £ cos 0 = y tan 0 = -f. (Comparese con el ejemplo 1, seccion 6-). 

En base del Teorema 16.1. parece apropiado hacer un comentario en relacion 
con la representacion grafica de un par ordenado (x. y) ya sea que se le considere 
un punto, un vector o un numero complejo como en el capitulo . 

1) Si Plx y) se considera como punto del lado terminal dc un angulo 0 c 
posicion normal, puede ubicarselc facilmente utilizando el Teorema 16.1 (veasc 

el problema 1.10). ... , , 

2) En forma analoga. si (x, y) se considera como un vector hgado t> (veasc 

Definicion 7.10), el angulo de direction de v, designado por 0, es el angu o q 
segmento entre (0,0) y U, y) forma con el eje x positive (veansc los problemas 

11 a 16). 
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n lJ amb ‘ 6n , Si (XV| Se considera como el numero complejo z = x + vi 
p to puede diagramarse en el piano complejo y. de nuevo, su angulo de 

a lo Zo dd e " P ° S,Ci6n n T al C ° n ° P " SU ,ad ° ,erminal - v con » 'ado inLS 
al diagLa d' Ar P e :r°' ° " "°° ri “• “-spondc 

I° d ° PUnt0 f (x ' yi . en el P' ano complejo. que no sea el (0.0), se encucntra 
cn alguna c.rcunferercia con centro (0.0) y radio r. con r = J?T7 Sea 0 el 

qufx - "ST “rlToT 'T ” m ° ' ad ° ‘ erminal (vtue ^ 16 ' 6 )- de ™do 
q e x - rcos o, y - r sen 0. Am, el numero complejo 2 = * + V i, puede escribirse 
en forma trigonometrica como * .» pueae escrmirsc 


x + y< = r (cos 0 + /sen 0). 


(16.11)* 


ModVernero r * ^ amb ° S pcri6dic0s ’ de P eriodo 2 * = 360°, para r > 0 


; ‘[cos (0 -f *360 j + / sen (0 -f /c360°)J 




es tambien una forma trigonometrica para x + yi. Observemos que r debe ser 
mayor que cero. Como se recordara, el valor r = J7T7 2 - Yam* vaZ 
absolute o modulo de x + yi. El angulo 0 se llama amplitud o argumento de x + yi. 

Ejemplo 2. Exprtsese el numero -2 - 2/ en forma trigonometrica. 
rig. t^t™r nd ° el P “ nU> - 2 » •-*-» (vease 


r = n /( — 2) 2 + (- 2) 2 = 2yJ2 

y tan 0 = 1. con el lado terminal de 0 en el tcrcer cuadrante: luego 
0 = 22S y -2-2/ = 2(cos225° + /sen 225°). 
form^.v + y, 3 ' d niimerG com P le -i° 3 (cos 150° + / sen 150°) en la 

Solucm En el lado terminal del angulo de 150 en posicion normal 

PU q ^eDre S P enm°/ * ^ Unidad , CS dcl ° rigen - como en la % '6-8. Como 
/ ' X ’ y> re P f esenta el numero complejo, lenemos 

x » 3 cos 150" = =M. e , « 3 sen 150” = i. 


La forma r(cos 0 + / sen 0) se abrevia como r cos 0. 
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y 



16-8 


Por lanto. 


3(cos 150 + / sen 150) = - j 

Una de las ventajas de la represcntacion trigonometrica de los numeros 
complejos esta en la facilidad que proporciona cn la obtencion dc productos. 

Si r, (cos 0! + r sen 0, ) y r 2 (cos 0, + / sen ff 2 ) representan dos numeros comple¬ 
jos, tenemos el siguiente teorema. 

Teorema 16.3. El modulo del producto de dos numeros complejos es igual 
at producto de los modulos y la amplttud es igual a la suma de las amplitudes. 


Demostracidn: 

r,( cos 0, + i sen 0,) ■ r 2 (cos 0, + i sen 0 2 ) 

= r,r 2 (cos 0, cos 0 2 + i cos 0, sen 0 2 + i sen 0, cos 0 2 + i 2 sen 0, sen 0 2 ) 

= ir 2 [(cos 0, cos 0 2 - sen 0, sen 0 2 ) 4- /(sen 0, cos 0 2 + cos 0, sen 0 2 )] 

= r,r 2 [cos(0, + 0 2 ) + i sen(0, + 0 2 )]. (16.13) 
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Ejemplo 4. Encuentrese el numero complejo w, que es el producto de los 
dos numeros complejos z = jc + yi = (x,y) e i = (0, 1). Demuestrese que, con 
la interpretacion vectorial, w es un vector perpendicular a z y de la misma magni- 
tud. 


Solution: La primera parte de este ejemplo se puede resolver por tres me- 
todos. 

(a) Usando solo algebra, tenemos 


w = i(x + yi) = xi + i 2 y = -y + xi. 

(b) De la Definicion 7.4, 

w = (0, l)-(x.j’) = (Ox -ly, 0>> + lx) = (-y.x). 

(c) Escribiendo cada uno de los numeros complejos en forma trigonometrica. 
obtenemos 


i = cos 90 + / sen 90° y x + yi = r (cos 0 + i sen 9). 

Utilizando el Teorema 16.3, tenemos 

w = / [cos (0 + 90 3 ) + i sen (0 -l- 90')] 

= r( — sen 0 + i cos 9) = —y + xi. 

Para hacer ver que w es perpendicular ary que tiene la misma magnitud, basta 
observar la primera expresion para w en (c). De hecho. esto indica que la multi- 
plicacion por / corresponde a una rotacion antihoraria en 90° del numero com¬ 
plejo con respecto al origen. 


Problemas 


En cada uno de los problemas siguientes, el lado terminal de un angulo en posicion 
normal pasa por cl punio indicado. Diagiaincnsc y taleulcnse las funciones circulares de 
cada angulo. 


1 (3,4) 

3 (-4.3) 

5 (-8,-15) 

7 (0,-2) 

9 (6,0) 

10 Demuestrese que, para todo angulo 0 


2 (-5,12) 

4 (24, -7) 

6 ( 10 . - 8 ) 

8 (-1.7) 

posicion normal y tal que su lado terminal 
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corta a la circunferencia. dc radio r y centro cn el origen. en el punto P, las coordenadas 
dc P son (rcosfl, rsenW). Estc cs un concepto de gran importancia. 

11 Encuentrese el angulo de direction de cada uno de los vectores descrilos en los pro- 
blemas I a 6. seccion 7.4. 


12 Encuentrese el angulo de direccion de cada uno de los vectores descritos en los pro- 
blemas 7 y 8. seccion 7.4. 

Encuentrense. cn forma de par ordcnado, los vectores que lienen norma y angulo de 
direccion dados en los problemas 13 a 16. Rcprcscntese cada vector graficamcnte. 


13 | v | = 1, ff = 30° 14 | v| = 4, 0 = 135' 

15 jvj = 8. 9 = 270° 16 M = S, 0 = 120° 

17 Ubiquesc el punto quo representa graficamente cada uno de los numeros complejos 
siguientes. Obtengase la forma trigonometrica de cada uno, utilizando cl minimo 
valor positivo (o cero) para su argumcnto. 


(a) 2 
(C) a 


(c) 2 - 21- 



lb) -2 
(d) -I 


(0 

(h) 


-2 + 2 / 

-i -£t 
2 2 


Expresese cada uno de los siguientes en la forma x + yi. 


18 (a) 3 (cosO + i sen 0 ) 

(c> cos 180 +/ sen 180 

19 (a) 2 (cos 270 + i sen 270°) 
(c) 4 (cos 300 +/sen 300°) 


(b) 2 (cos 90° + / sen 90") 
(d) 2 (cos 225 + i sen 225 ) 

(b) 8(cos 135 + /sen 135°) 
(d) 6 (cos 150‘ + i sen 150 ) 


Efectuense las multiplicaciones indicadas expresando los resultados finales en la forma 
x + yi. Verifiquense estos resultados expresando cada uno de los factores cn la forma x + yi 
y en seguida cfectuando las multiplicaciones algcbraicamcntc. 

20 (a) 3 (cos 60 + i sen 60°) • 2 (cos 30 + Z sen 30 ) 

(b) 4 (cos 120 : + / sen 120 )-2(cos90‘ + /sen 90 ) 


21 (a) 3 (cos 135 + /sen 135°)-4 [cos(-45°) 4- /sen (-45“)] 

(b) [2 (cos 120 + i sen 120 c )] 3 

7 7 Demuestrese que el cuocientededos numeros complejos r, (cos &i + / sen 0 ,) y r 2 (cos 0 2 
+ i sen 0 2 ) esta dado por 


— [cos(0, — 0 2 ) + / sen ( 0 , - 0 2 )]. (16.14) 

r 2 


23 Utilicese la ec. (16.14) para efcctuar las siguientes divisiones. Verifiquese como en los 
problemas 20 y 21. 

(a) 4(cos 60 + i sen 60°) -t- 2 (cos 30' + /sen 30°) 

(b) 6 (cos 0° + / sen 0°) 4- 3 (cos 240° -f i sen 240°) 
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24 Demuestresc que cl rcciproco dc r(cos0 + i sen 0) cs 

-(cos0 - i sen 0). 
r 

25 Demuestrese que [r <cos 0 + i sen 0)] 2 = r 2 (cos 29 + i sen 20). 

Hcmos observado que la representacion grafica es la misma para un vector geometrico 
que para un numero complejo. Esto tambien es valido para sumas y diferencias. 

26 (a) Expliquese por que la ultima proposicion cn la solucion del ejemplo 4, multipli- 

cacion de z = (x, y) por i, es tambien equivalente a una rotacion antihoraria del 
vector correspondiente v = (x, y) en un angulo de 90°. 

(b) Si el vector representado por el par ordenado (x, >0 se rota en sentido antihorario 
en un angulo a, indiquese la representacion como par ordenado del vector resultante 
si a = 90°, 180°, —90°. Rcpresentese cada uno graficamente. 
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27 (a) Demuestrese que el producto de dos numcros complejos z, = x, 4- y x i y 
z i = x 2 + jy puede escribirsc como la suma de dos numeros complejos, es decir, 


*1*2 = (*i + ^iO(x 2 + y 2 0 

= x 2 (x, 4- >y) + y 2 i-y x + x,i). 


(16.15) 


(b) Si escribimos el resultado de (a) en terminos de pares ordenados, x 2 (x„y,) 4- 
y 2 (“)y*i) y consideramos esta expresion como la suma (o resultame) de dos 
vcctores, dese una intcrprctacion geometries para el producto dc dos numeros 
complejos en terminos de sus vectores correspondientcs. Veasc la fig. 16-9. 

28 Exprcsense los siguientes productos dc vcctorcs como suma de dos numeros complejos. 
como se indica en el problema 27. Muestrense los resultados graficamente. La figu- 
ra 16-10 ilustra la parte (a). 

(a) z,z 2 = (2 4- 3/)(l 4- ft (b) 2 ,z 2 = (-2 + 0(3 - 2i). 

(c) z l z 1 = (2, 3)(1. 4). 

29 (a) Demuestrese que el cuociente de dos numeros complejos z, = x, 4* >y y 

2 2 = X z + >V puedc escribirsc como la suma dc dos numcros complejos 


£i = *i +y x i 

z 2 *2 4- y 2 i 


*2 


+ j-i 


<*■ + y,n + 


y i 




y‘i 


2 O': 


X,i). 


(16.16) 


(b) Indiquesc una interpretation geometrica para el cuocicnlc de dos numcros complc- 
jos en terminos de sus vectores correspondientcs. V6ase la fig. 16-11. 

30 Exprcsense los cuocientes siguientes como suma de dos numeros complejos. como se 
indica en el problema 29. Rcpresentense los resultados graficamente. La fig. 16-11 
muestra la parte (a). 


,a) £i - i±i 

(a) z~3-i 





-24-/ 
3-21 


16.4. Potencias y raices de numeros complejos 

En la seccion 16.3 obtuvimos una expresion para el producto de dos numeros 
complejos en forma trigonometrica; utilizando la ec. (16.13), obtenemos en forma 
inmediata 


[r(cos 0 4- / sen 0)] 2 = r 2 (cos 20 4- i sen 20), 


y en seguida. 


[r(cos 0 + i sen 0)] 3 = r 3 (cos 30 + i sen 30). 

Demostraremos, por induction matematica, un teorema general conocido como 
teorema de De Moivre, en honor de su autor Abraham De Moivre (1667-1754). 
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Teorema 16.4. Para todo entero positivo n , 

['■(cos 6 + / sen 0)]" = r"(cos nd 4- i sen n0), (16.17) 


Este teorema es valido para exponcntes racionales, irracionales y aun complejos, 
pero lo utilizaremos solo en e! caso de valores enteros. 

Demostracion: Parte (a). Verificacion. A1 comienzo de la presente section 
qucdo vcrificada la validez del teorema para n = 2yn = 3; para n = 1 , la ec. 
(16.17) es una identidad. Parte (b). Partiendo de 

[r(cos 0 + / sen 0)]* = r*(cos k.9 + i sen kG), (16.18) 

debemos demostrar 

[r(cos 0 + i sen 0)]* 11 = r * +1 [cos ( 1 c + 1)0 + f sen (* + 1 ) 0 ]. (16.19) 

Multiplicando ambos miembros de la ec. (16-18) por r(cos0 4 - / sen 0), tenemos 
[r(cos 0 + i sen G) k *' = /-‘(cos kO + i sen k9)r {cos 0 + i sen 0 ), 
y. por la ec. (16.13). 

[r(cos 9 -l- / sen 0)]‘ + 1 = ^ ‘[cos (kO + 9) + i sen IkO + 0)] 

= r* +1 [cos (k + 1)0 -f i sen (k + 1 ) 0 ], 

que es cxactamente la ec. (16.19). La parte (c) es inmcdiata. 

Ejemplo 1. Demuestrcse que z 3 = 1 si z = 4 - ( 

Solution: Escribiendo z en forma trigonometrica, tenemos 

z = cos 120* 4 - 1 sen 120°. 


Luego. 

z 3 = (cos 120° 4 - i sen 120°) 3 = cos 3(120=) 4 - / sen 3(120°) 
= cos 360° + / sen 360° = 1. 


Una de las apiicaciones mas importantcs dc la ec. (16.17) esta en la determination 
de raices de numeros complejos. En los desarrollos que siguen debe tenerse pre¬ 
sente que, para r positivo, Hfr representa la raiz «-esima principal de r, esto es. 
la unica raiz w-esima de r que es real y positiva. 

Ejemplo 2. Determincnse las tres raices cubicas de — 2 — 2 > /3i. 
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Solution: Debcmos encontrar valores de r y 0 tales que 

[r(cos 0 + i sen 0)] 3 = -2 -2j3i. 

Aplicando el Teorcma 16.4 y expresando -2 - 23/ en forma trigonometrica. 
obtenemos 

r 3 (cos30 + i sen3 9) = 4 (cos 240 + i sen 240 ) 

Si dos niimeros complejos son iguales, sus modulos deben ser iguales y sus argu- 
mentos deben tambien ser iguales o difererir en un multiplo entero de 360 . 
Luego. 

r 3 = 4 y 30 = 240 + *360°, 
o 

r = ^4 y 0 = 80 + kl20 , 

donde k es cualquier entero positivo, negativo o cero. Por tanto, r(cos 0 + i sen 0) 
sera 

^4(cos 80 + i sen 80°) para k = 0. 

^/4(cos200 + / sen 200 ) para k = 1. 

^4(cos 320“ + i sen 320°) para k = 2. 

Estos tres valores son diferentes entre si y representan las tres raices ciibicas 
de -2 - 2yf3i. Para cualquier otro valor entero de k. la expresion que se obtienc 
se reduce a uno de estos tres valores, de modo que estas son las unicas raices 
ciibicas de — 2 — 2j3i. 

Un numero complejo tiene tres y solo tres raices ciibicas. cuatro y solo cuatro 
raices cuartas y, en general, n y solo n raices n-esimas. Si queremos expresar 
nuestras respuestas en la forma x + yi. nos bastara tomar de las tablas el valor 
de ^4 y I os valores de las funciones de 80 . 200 y 320 . 

Veamos ahora el teorema general sobre las raices de un numero complejo. 

Teorema 16.5. Para todo numero complejo r(cos 0 + i sen 0) y todo entero 
poslitvo n, 

y 7(cos Ok + i sen 0k). (16.20) 


donde 

m 0 + Ac360 , A . , , 

6k = -, k = 0,1. 2.(n - 1). 

n 


representa las n distintas raices n-esimas de r{cos 0 + i sen 0). 
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Demos,radon: Para demostrar que la ec. (16.20) es una raiz n-esiraa de r(cos I) 
la ec (16 17)*™ *’ “ Sunciente devarla a la P 0,e "cia n-esima utilizando 


[;’/r(cos 6 k + i sen 0J] n = r(cos n0 k + i sen n0 k ) 

= r[cos (0 + A-360°> + /sen (0 + fc360')] 
= li cos 9 + i sen 9). 


Obscr^mos. ademas que los n niimeros complejos dados por la ec (16 ^0) 
para losn dislintos valores de k son diferentes.ya que no hay dos deestos niimeros 
cuyos argumentos djfieran en un multiplo entero de 360° 

n^Smi^ ,Cn ” !r direC,ameme ^ 


PttOBLEMAS 


1 

3 

5 


Escribase cad a una de las expresiones en 
[2 (cos 15' + i sen I5 )] 6 
[2 (cos 315 + I sen 315°)] J 



los problemas I a 7 en la forma x + yi. 

2 [3 (cos 120 +/sen 120 °)] 5 

4 [(cos 36 + i sen 36 1 ")] 10 
6 (I - r) 8 



Determinensc y representense grtkficamente las raices indicadascn los problemas S a 15. 
8 Raices cuadradas dc 4 + 4^/17. 


9 Raices cuadradas de —16/. 


10 Raices cubicas de ). 

11 Raices cubicas de —8. 

12 Raices cuartas de 4 - 4 N /3 1. 

13 Raices cuartas de 16 (cos 120 + i sen 120 ). 

14 Raices cubicas dc 8 (cos 300 + / sen 300 ) 

15 Raices decimas dc 1. Compiirese la figura con la fig. 6-14. 


Resuelvanse las ecuaciones cn los problemas 
- x + yi Y reprcsentandolas graficamente. 


16 a 19 expresando las raices en la forma 


16 2 6 = 64 
18 c 3 + ( = 0 


17 z* = 1 
19 r 5 + 32 = 0 
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16.5. Explication general de la resolution de triangulos 

En relation con la resolucion de triangulos ha cambiado en los ultimos anos 
todo el cnfoque del problema. Tradicionalmente. se habia considerado que un 
gran numero de metodos numericos, numerosas formulas y un cstudio detallado 
con muchos ejercicios constituian una parte importante de la trigonometria. 
Rccicntemente. sin embargo, ha adquirido mayor importancia la parte analitica 
de la trigonometria con sus aplicaciones a las matematicas superiores y la ciencia 
en general. 

Los nucvos desarrollos han dado origen a metodos graficos de gran exac- 
titud y han hecho posible. ademas. la utilization de calculadoras numericas de 
alta velocidad. En nuestro estudio, concentraremos nuestra atencion en los 
teoremas fundamentales y no insistircmos en procedimientos largos y detallados. 

Si de un triangulo se conoce cierto numero de sus lados y angulos, se puede 
resolver el triangulo determinando los lados y angulos restantes. Deduciremos 
dos de las rnuchas formulas utili^adas cn la resolucion dc triangulos y consi- 
deraremos algunos casos especiales de estas formulas. En los ejemplos y problemas 
aparcceran otras formulas y rclaciones entre los lados y los angulos de un 
triangulo. 

A1 deducir estas relaciones es importante recordar que un triangulo esta 
determinado cuando (1) se dan un lado y dos angulos. (2) se dan dos lados y el 
angulo comprendido entre cllos, (3) se dan los tres lados, siendo el mayor dc ellos 
menor que la suma de los otros dos. Ademas. puede haber a lo mas dos triangulos 
cuando (4) se dan dos lados y el angulo opuesto a uno de ellos. Estos son los cuatro 
tipos de problemas que analizaremos. Denotaremos los angulos de un triangulo 
ABC por a, fi y y. respectivamente, y los lados opuestos correspondientes 
por a, b y c. 


16.6. El teorema de los senos 

Deduzcamos el primero de los dos teoremas generales. el teorema de los 
senos. Estc teorema relaciona los lados de un triangulo y los senos de sus angulos 
y lo demostraremos mediante metodos analiticos. Eligiendo el sistema de coorde- 
nadas de modo que el angulo a del triangulo ABC este en posiciOn normal 
(vease fig. 16-12), las coordenadas de B son (c cos a, c sen a). (Recuerdese el pro¬ 
blema 10, section 16.3 o el Teorema 16.4.) Si, en cambio, el origen del sistema 
esta en C con el angulo (180° - y) en position normal, las coordenadas de B son 

[a cos (180° - y), a sen (180° - y)]. 

Puesto que, en ambos casos, las ordenadas de B son iguales (iguales distancias 
el eje x), tenemos 
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c sen a = a sen (180° - y) = a sen y. 

Dividiendo esta igualdad por sen a 
sen y , obtenemos 


c _ a 
sen y sen a 



SmISi°m Cn diferente el eje * obtenemos b /sen fi = a /sen a. con lo cual 

co mpletamos la demostracion del siguiente teorema: 

LTrT 16 f £ " lodo [ rid ^ ul ° de ™ 9 uIos a,Pyyy lados opuestos cones- 
pondientes a,bycse verified la siguiente relacion: 


a 


sen a sen p sen y 


(16.21) 


Esta rclac.6n nos permite resolver los problemas mencionados en (1) y (4) 
de la seccitin 16.5. Sin embargo, antes de aplicar la ec. (16.21) a la resolucion 

Los DroSL 8 m ner CS ’ C ? nsideremos un caso ^oial de suma importance. 
Los problemas mas generales seran estudiados en la seccion 16.9. 


16.7. Resolucion de triangulos rectangulos 

V sen l - Z ^H U '° reC i 0 ’ eSt0 n S ’ 7 = 90 °’ la ec - (,6 - 21 > se reduce a sen a = a/c 
y sen /? - b/c. Ademas de y = 90 y a + P + y = 180°, results f! = 90° - * de 

Sn « - fl/b C En es7as /C ^ e , tan a a/cos a, tenemos tambien 

n • f condiciones, resulta el siguiente corolario que tambien 

Z d " considerarse como una consecuencia directa de las definiciones onginales 
de estas funciones circularcs. 


Corolario 6.6. En todo tridngulo rectdngulo con y = 90°, 


a 

sen a = — — 

cateto opuesto a a 

c 

hipotenusa 

b 

cos a = — = 

cateto adyacente a a 

c 

hipotenusa 

tan a = - = 

cateto opuesto a a 

b 

cateto adyacente a a 


(16.22) 

(16.23) 

(16.24) 



Aplicacioncs de las funciones circulares a angulos 393 


Las siguientes observacioncs sobrc cifras significativas seran tambien de 
ulilidad en la resolucion de triangulos. 

1. Los resultados no pueden ser mas exaclos que los lados y angulos dados. 
Convendremos en establecer la siguiente tabla de exactitud. 


Numero de cifras signi¬ 
ficativas para los lados: 

Angulos aproximados a: 

2 

grado 

3 

diezminutos 

4 

minuto 

5 

d6cimo de minuto 


2. Si los resultados se necesitan con solo dos o tres cifras significativas, 
los calculos pueden hacersc con regia dc calculo. Adcmas, la icgla de calculo 
puede utilizarse como medio de comprobacion, a mcnos que los rcsulta os 
deban ser de una exactitud mayor que la que se pue a obtener en csta forma. 

3. Si los resultados se necesitan con mas cifras significativas, deben em- 
plearse tablas. Si se dispone de maquinas calculadoras, se emplean general- 
mente las funciones naturales y metodos aritmeticos; pero, dado que la mayoria 
de los estudiantes no tienen acceso a estas maquinas, el metodo logico es el 
logaritmico. Este es el metodo utilizado en la mayoria de los ejemplos. 

4. A1 resolver un problema, es conveniente dibujar el triangulo. indicar 
las partes conocidas y hacer un plan general completo y sistematico de todo 
el proceso de resolucion antes de efectuar los calculos numericos. 

Ejempi.o 1. En el triangulo rectangulo ABC, b = 47,25. a = 41°19'. Dcter- 
minense las partes restantes y el area. 

Solution: Primcramcntc, dibujamos cl triangulo indicando los valores de 
los datos dados, fig. 16-13. Entonces. /? = 90 c — a = 48°4!'. Para determinar a, 
partimos de tan a = a/b y para determinar c. de cos a = b/c: 



J94 Algebra y Irigonometria 


a = 47,25 tan 41° 19' 

log 47,25 = 1,6744 
( + ) log tan 41 0 19' = 9,9440 - 10 
log a = 11,6184 - 10 
a = 41,54 

El area del triangulo es K = $ab. 

log 41,54 = 1,6184 
( + ) log 47,25 = 1,674 4 
log ob = 3,2928 
(—) log 2 = 0,3010 
log K = 2,9918 
K = 981,2 

Los resultados se indican con cuatro cifras significativas, al igual que en la 
tabla III. M 

Ejhmplo 2. Resuelvase el tritingulo rectangulo en el cual a = 284,1 y 
c — 326,7. 

Solution: Dibiijese el triangulo e indiquenst; los valores de los datos dados, 
hg. 15-8. Puesto que aye estan dados, utiiizamos la relation sen a = a/c para 
determinar a y luego cos a = b/c para determinar b: 


c _ 47,25 

cos 41° 19' 

log 47,25 = 11,6744 - 10 
( —) log cos 41°19' - 9,8757 - 10 
log c = 1,7987 
c = 62,90 


sen x -■ 


284 A 
326,7 


log 284.1 = 12,4534 - 10 
( —) log 326,7 = 2,5141 
log sen a = 9,9393 - 10 
rt = 60*24' 


b = 326,7 cos 60 24" 

log 326,7 = 2,5141 

(+) log cos 60-24' = 9,6937 - 10 
log/) = 12,2078 - 10 
b = 161,4 


Log cos a puede encontrarse en la tabla al mismo tiempo que log sen a. 

Esta es una de las ventajas que se obtienen ordenando sistematicamente el 
calculo numerico. 

Vectores. En ciencia e ingenieria..para determinar completamente algunas 
entidades fisicas tales como velocidad, aceleracion y fuerza es necesario conocer 
no solamente su magnitud, sino tambien su direccion y sentido. Las entidades 
de este tipo se representan mediante segmentos rectilineos con una flecha en un 
extremo, la cual mdica su sentido. La longitud del segmento, referida a cierta 
escala. indica la magnitud. Estos segmentos reciben el nombre de vectores. 
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Por ejemplo, con una escala de 40 kilogramos por unidad de longitud, cl vector 
de la fig. 16-15 representa una fuerza de 200 kilogramos actuando on una direc¬ 
tion que forma un angulo de 30° con el semieje x. 

Puesto que v. con su punto inicial u origen en 0 como en la fig. 16-16. 
tiene longitud |v| y forma un angulo 0 con el semieje x positivo. su punto terminal P 
tiene por coordenadas (|v|cos0, |v|sen0). Estas coordenadas. que se designan 
por x e y y rcspectivamente, se llaman componentes o proyeccioncs de > sobre 
los ejes coordcnados y satisfacen las relacioncs 



Ejemplo 3. Deierminense x e y para cl vector con |v| = 247 y 0 ^ 37 40 
Solution: 


x = 247 cos 3740' = (247)(0,7916) = 196, 
y = 247 sen 37°40' = (247)(0,6111) = 151. 

Considerando los vectores x, e y h podemos imaginar a v como un vector 
unico equivalente a estos dos. En forma mas general, un vector v es la resultante 
o suma de dos vectores v, y v 2 que, considerado como una fuerza unica, produciria 
el mismo efecto de las dos fuerzas actuando juntas. (Recuerdese (4g) y proble- 
ma 23. seccion 7.4.) Esta nocion se utiliza por primera vez en el problema 22. 


Problemas 


Fn la resolucion de los problemas. utilicese, si es posible. una m.iquina calculadora para 
efectuar algunos dc los calculos; para los otros. utilicensc logaritmos. Todas las soluciones 
deben comprobarse. 

1 Determinense los lados y angulos no conocidos de cada uno de los siguientes tri&ngulos. 
para los cuales se tiene en cada caso y = 90 
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lal * = 37 20'. a = 243 |b) a = 62°40'. b = 796 

(c) o = 3.28. b = 5.74 (d) b = 68.4. c = 96.2 

(c) // = 51 10'. c = 0.832 (0 a = 37 40', a = 54.8 

Ig) a = 37.9, b = 57.3 (h) /? = 41 -25', c = 3265 

(i) a = 5429. c = 6294 0) a = 3.273. b = 7.647 

<k) /I = 62 57', o = 0.8263 (I) // = 47 23', b = 72.55 

(ml b = 3572. c = 4846 (n) a = 24°47', b = 318.4 

2 En una circunlorencia de radio 96.4 cm. j,cuanto midc cl angulo del ccntro que subtiende 
una cuerda de 40.3 cm? 

3 Un sitio rectangular midc 102 por 296 m. Determinensc la longitud dc la diagonal y cl 
angulo que esta forma con cl lado mayor. 

4 Un postc de tclcgrafo esta sujeto al suelo mediante alambres amarrados al poste a una 
altura de 5,7 m de la base de estc. Detcrminese la longitud dc un alambre si este forma 
un angulo de 26 20' con la vertical. 

5 Detcrminese cl urea dc un paralclogramo cuyus lados miden 33,7 y 15.2 cm si el Angulo 
entre ambos mide 67 40'. 

6 Uno de los lados iguales de un triangulo isosceles midc 6.73 cm y uno dc los ungulos 
basales mide 27 10'. Determinense la base y la altura. 

7 Para alcanzar la cima de un muro de 8 m de altura sc utiliza una escalera de 10 m. Si la 
escalera sc extiende 50 cm mas alia del muro. detcrminese su inclinacion respecto a la 
horizontal. 

8 Una fuente de forma hemisferica de radio interior 20 cm y dc diametro basal superior 
horizontal sc llcnu con agua hasta una profundidad dc 5 cm. (l En que angulo puedc 
inclinarse sin que el agua se derrarae? 

9 Un trozo de alambre de 24.78 m dc largo se dobla en forma dc triangulo isosceles con 
un angulo igual a 97 26'. Detcrminese la longitud de cada lado del triangulo. 

10 Desde un punto a nivel del suelo y a una distancia de 45,74 m del pie de un mastil. el 
dmjulo de elevation del extremo superior del mastil cs 31 46'. iQ ue altura tiene el mastil? 

Indication: Cuando el objeto observado esta sobre el piano horizontal, el angulo 
entre la visual dirigida hacia el objeto y la horizontal sc llama angulo de elevation: 
si el objeto esta bajo cl piano horizontal, cl angulo sc llama angulo de depresion. 

11 Dcsdc un faro situado a 23.50 m sobre el nivel del agua. cl angulo de depresion dc un 
bote es 23 40'. iA que distanria esta el bote del punto situado a nivel del agua y directa 
mente bajo el punto de observacion? 

12 Detcrminese la altura a que se cncuentra un gfobo directamentc sobre una ciudad A si 
el angulo de depresion de la ciudad B. situada a 10.25 km de A, cs 15°20'. 

13 Desde una torre de observacion de 25 m de alto, un hombre observa desde una posicion 
>ituada 2 m bajo cl extremo superior dc la torre que el angulo de elevacion dc la copa 
de un arbol es 12 40 y que el angulo de depresion de su base es 72 20'. Si las bases dc la 
torre > del arbol estiin a un mismo nivel horizontal, { ,cual es la altura del arbol? 

1-4 Desde un punto situado a 6.25 m sobre la superficie del agua. el angulo de elevacion 
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de un edificio a la orilla del agua es 38 16' en tanto que el angulo de depresion de su 
imagen en el agua es 56°28\ Deierminense la altura del edificio y la distancia horizontal 
desde el punto de observation. 

15 Desde un cerro de 540 m de altura, el angulo de depresion dc un punto en la ribera mas 
cercana dc un rio cs 48°40' y el del punto en la ribera opuesta directamente frente al 
anterior es 22°20'. /.Que anchura tiene el rio enlre estos dos puntos? 

16 Desde cierto punto el angulo de elevation de la cumbre de un monte es 40 c 20'. Desde 
un punto situado 2850 m mas lejos del cerro y en el mismo piano horizontal,el angulo 
dc elevation cs 29°50\ Determinese la altura del monte sobre el piano horizontal. 

17 El faro B se encuentra 9,84 km directamente al este del faro A. Un barco en 0 observa 
que el faro A se encuentra directamente al nortc y que la demarcacion de OB es N 46 10’ E 
i\ que distancia se encuentra el barco de Al iDc 0? 

Indication: La demarcacion de una linea en un piano horizontal es el angulo agudo 
que esta linea forma con el eje norte-sur. Cuando se da la demarcacion dc una linea, 
sc antepone al valor del angulo la letra N (norte) o S (sur) y se escribe despues del valor 
la letra E (este) u O (oeste). En esta forma, en la fig. 16-17, la demarcacion de OB se lee 
«norte46°10' este». 


N 



16-17 


18 Un avion se encuentra 180 km al este de una radioestacion A y una segunda radioestacion 
esta 215 km al norte de A. i.C ual es la distancia y la demarcacion de la segunda estacion 
con respecto al avion? 

19 A causa del viento, un barco de vela navega 1576 m en direccion S 47°29' O. /.Cuanto 
ha navegado hacia el sur? /.Cuanto hacia el oeste? 

20 Detcrmincnse x e y para cada uno de los vectores para los cuales v y 0 estan dados por: 


(a) |v = 75, 0 = 60* 

(c) jv = 4,72, 0 = 217*10' 


(b) v| = 48, 6 = 136 
(d) v = 58,47, 0 = 47° 18' 


21 Detcrmincnse la longitud y la direccion de cada vector si 


(a) x = 3, y = 4 (b) x = 23, y = 45 

(c) x = -16,2, y = 28,7 (d) x = 382,4, y = - 768,3 
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22 Si una fuerza de 658.4 kg actua hacia e! este y una fuerza de 316.2 kg actua hacia cl none 
tque magnitud y direccion tienc la resultante? 

23 Un globo sc eleva a la vclocidad de 4 m/seg y al mismo tiempo es empujado horizontai- 
mente por cl viento a 6 m/seg. Dctcrminese el angulo que su irayectoria forma con la 
vertical y su velocidad real. 

24 Un do corre directamente hacia el este a una velocidad de 1.92 km/h. Si un nadador 
puedc nadar a 2.63 km/h en agua quieta y comienza a cruzar el rio nadando directamen¬ 
te hacia el none. <.en que direccion se mueve en realidad? «.En que punto llega a la ribera 
opuesta si el rio tiene una milla de anchura? 

25 iEn que direccion debiera orientarse el nadador del problema 24 para alcanzar la ribera 
opuesta cn d punto situado directamente frente al punto de partida? 

26 Un avion viaja a 232 km/h en aire en calma. El viento sopla a una velocidad de 37 km/h 

desde la direccion N 27° E. 


(al Si el avion lleva rumbo N 63" O, determinense la magnitud de la velocidad y la 
direccion del avion eon relacion al suelo. 

(b) (,En que rumbo debe orientarse el avion para volar en dircccibn N 63' O y cual 
seria en ese caso su velocidad real en el aire? 

27 Detcrmincse la resultante de cada uno dc los siguientes conjuntos dc fuerzas, siendo f la 
magnitud y 0 el angulo que cada fuerza forma con el semieje x positivo. 


= 15. 0, = 65', |f 2 | = 37. 0 2 = 142“ 

= 6280. 0, = 37" 10', |f 2 | = 2840. 0 2 = -I6'40' 


(a) |r. 

(b) |f, 

(c) |f,| = 6800, 0, = 210“, |f 2 | = 7200, 0 2 = 315% |f,| = 5600, 0 3 = 90 

Indication: Si bicn es posible determinar la resultante como diagonal de un paralelo- 
gramo, en problemas dc este tipo es mas scncillo trabajar con las componentes. Deter- 
minensc la suma dc las componentes segun x y la suma dc las componentes segun v V 
cn seguida. dctcrminese la resultante dc las dos sumas. ' 

En los problemas 22 a 27 se han considerado los vcctores principalmente como velocida- 
des. Los vectores tambien pueden aplicarsc a sistemas de fuerzas. Por ejemplo. cuando un 

cucrpo esia en repose (o en mov.miento con vclocidad constantel la suma o resultante de 
las fuerzas que actuan sobre el es cero. 


28 fS?L CS J a i ten r S ' 6n en Cada Unade las doS cadcnas AB y BC que soportan el peso de 
1000 kg de la fig. 16-18? Si seguimos las proposiciones que precedcn al problema. as. 
como la indicacion del problema 27, se tiene para la suma de los componentes sc^un y 


(t,)cos 30” + (t 2 )cos45° - 1000 = 0. 


y para la suma de los componentes segun x 


|t 2 | cos45“ - (t,) cos60° = 0, 

29 Un peso de 450 kg esta suspendido dc dos cables. Si uno de estos forma un angulo de 24 
con la vertical, y cl otro uno de 32“, £cual es la tension en cada cable? 

30 Un cajon de 225 kg de peso se encuentra en un piano inclinado. Sobre el actuan dos 




fuerzas, como consecuencia de su peso. Una dc las fuerzas, f 2 , es perpendicular al piano 
inclinado y la otra, f,. fuerza de roce. es paralela a el. Encontrar la magnitud dc cada 
fuerza si el piano forma un angulo dc 15 con la horizontal. V6ase fig. 16-19. 

31 Un vehiculo cuyo peso es de 2500 kg csta detenido cn una pendiente con angulo dc 12°. 
£Cual cs la fuerza de frenado necesaria para mantener el vehiculo cn reposo? 

32 Tres fuerzas de 150, 200 y 250 kg, respect ivamente. estan en equilibrio. ^Cu&les son los 
Angulos entre ellas? 



33 En la fig. 16-20. la circunfercncia de centro 0 es la circunferencia circunscrita al 
triangulo ABC y OD es perpendicular a BC. <,Quc relacion existe entre ■£ BOD y a? 
Utilizando el triangulo rectangulo BDO, demuestrese que sen a = a/2R y.con una cons- 
truccidn adacional, demuestrese el teorema de los senos. 
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34 En ei triangulo rectangulo ABC. con a = 30° y AB = 2, sc determina D sobre AC de 
modo que DC = BC y desdc D se baja la perpendicular a AB, la cual corta a este lado 
cn K. Demu6stre.se que < DBK = 15 y, calculando las longitudes de los segmentos 
correspondientes, demuestrese que 

1 

4 

35 Utilizando la fig. 16-21, demuestrese que el ire a K del triangulo ABC es K - rs. 
donde s = (a + b + c)/2 y r es el radio de la circunferencia inscrita. 


16.8 El teorema del coseno 

Dcmostrarcmos ahora otra importante relacion, que se conoce con el nombre 
dc «teorema del cose rum. 

Teorema 16.7. En todo triangulo de dngulos a, p y y y lados opuestos corres¬ 
pondientes a. b y c. 


a 2 = b 2 4- c 2 — Ibccos a. (16.26) 

Demostradon: En la fig. 16-12. en la cual el angulo a del triangulo ABC 
esta en posicion normal, las coordenadas de C son (b, 0) y las de B. (c cos a, 
c sen a); por tanto, la distancia entre fly C csta dada por [recuerdcse la cc. (4.9)] 

yj(c cos a - b) 2 + (c sen a — 0) 2 . 

Pero esta longitud es igual a a, de modo que 

a = yjc 2 cos 2 a - 2 be cos a + ft 2 + c 2 sen 2 a, 


o 


a 2 = b 1 + c 2 — 2 be cos a. 

En forma analoga obtenemos 

b 2 = a 2 + c 2 — lac cos fi, (16.27) 

c 2 = a 2 4- b 2 — 2abcosy. (16.28) 

Estas tres relaciones constituyen el teorema del coseno y son validas para 
todo triangulo. Se utilizan en la resolucion de problemas de los tipos (2) y (3) 
de la seccion 16.5. Si en la ec. (16.28) y = 90. resulta c 2 = a 2 4- b 2 . Por esta razon. 
el teorema del coseno es llamado a veces teorema general de Pitdgoras. 
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16.9. Aplicaciones a triangulos oblicuangulos 

Para aclarar la utihzacion de los teoremas de tos senos y del coscno. coiisi- 
deremos los ejemplos siguientes: 

Ejemplo 1. Resuelvase el triangulo ABC de la fig- 16-22 dados a = 5?4 7 
Jj = 46°24' y y = 98=41'. 

Solution: Tendremos a = 180 ; - (46 24’ + 98 41') = 34 55'. Conocido a. 
podemos aplicar el teorema de los senos para determinar b y c. 


b = 


sen ft 


log 524.7 
(—) log sen 34°55' 

log——- 
sen a 

(+) log sen 46°24' 
log/? 
h 


c = 


sen i 
12,7199 - 10 
9,7577 - 10 

2,9622 

9,8599 - 10 
12,8221 - 10 
663,9 
a 

-sen y 

sen a 


log 


a 


sen a 

( + )log sen 98*41' 
Iogc 


2,9622 

9.9950 


- 10 


c = 


12,9572 

906,2 


- 10 


Este ejemplo corresponde a un problema de tipo (1) de la seccion 16.5. 


Ejemplo 2. Determinense 
todos los triangulos con 


a = 62,48, b = 89,72. 


y 


a = 32 16'. 



Solution: Este ejemplo ilustra el «caso ambiyuo» del problema (4). Existe 
la posibilidad de dos soluciones, puesto que sen (180° - /J) = sen/?. Si apli- 
camos el teorema de los senos y resolvemos respccto a /?, quedan determinados 
dos valores, para cada uno de los cuales existen valores correspondientes de y y c. 
De esta manera. hay dos soluciones distintas. como se ilustra en la fig. 16-23. 
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sen/ ? = & S -^ 
a 

log sen 32° 16' = 9,7274 - 10 
( ) log 62,48 = 1,7958 

log- - 7,9316- 10 
a 

(+) log 89,72 = 1,9529 
log sen /J = 9.8845 - 10 

Pi = 50°2' o fi 2 = 129°58'. 



De esla manera, 

>’i = 180" - (a + /»,) = 97-42', y 2 = 180" - (a + p 2 ) = 17°46'. 
Enlonces, 


c, = 


sen y 


log 


a 


sen a 
(+) log sen 97 42' 

log c, 


c, = 


sen a 

2,0684 

9.9961 - 10 
12.0645 - 10 
116,0, 


c 2 = 


■ a 

log- 

sen a 

(+) log sen 17'46' 
logc 2 

c 2 


-sen y 2 

sen a 

2,0684 

9,4845 - 10 


11,5529 

35,72. 


10 


Ejemplo 3. Determinese el tercer lado del triangulo si b = 47, c = 58 y 
a = 63°. 

Solution: Para resolver este problema. lipo (2) dc la seccion 16.5, utiliza- 
m°s el teorema del coseno. Es convenicnte hacer notar que. utilizando tablas 
con cuatro decimates, este teorema da el tercer lado con no mas dc dos cifras 
significativas, puesto que aparece una raiz cuadrada. 

a 2 = (47) 2 + (58) 2 - 2-47-58 cos 63° 

= 2209 + 3364 - 2475,2 
= 3097,8. 


Luego. 


a = 56 (aproximadamente). 


Los angulos restantes pueden determinarse con el teorema de los senos. 
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Del ejemplo 3 se ve claramente que el teorema del coseno no se presta para 
resolver problemas de este tipo cuando los resultados se necesitan con mas 
de dos cifras significativas. En este caso, cs mas convcnicntc utilizar otro teorema, 
llamado primer teorema de las tangentes. A partir de la relation a/ sen a = 
b /sen /*, es facil demostrar que 

sen a - sen P _ a - b 
sen a + sen fi a + b 

De aqui y del problema 27, section 6.9, tenemos 

tan - p) _ a - b 
tan + ft) a b 

Esta igualdad y las cinco formulas similares que se obtienen permutando y 
rotando letras constituyen el primer teorema de las tangentes. (Vease problema 7.) 

Ejemplo 4. Resuelvase el triangulo con a = 16.47. b = 25,49 y c = 33,77. 

Solucion: Este ejemplo, del tipo (3). se resuelve aplicando el teorema del 
coseno: encontramos 

a 2 = 271,26, lab = 839,64. 
b 1 = 649.74, lac = 1112,4, 

c 2 = 1140,4, 2bc — 1721,6, | 

de modo que j 


cos a 

= b± 

+ c 2 - 
2 be 

- a 2 

0,8823. 

6 

a = 28°5', 

cos P 


+ c 2 - 
lac 

■ b 2 

0.6850, 

o 

0 = 46~46'. 

cosy 

_<r 

4- b 2 - 

lab 

- 

-0,2613, 

t 

0 

p = 105°9', 


La solucion puede comprobarse facilmente, puesto que a + p + y = 180°. 

El ejemplo 4 pudo haberse resuelto usando tablas de logaritmos con cinco 
decimales, pero el proceso es largo debido a la forma de la expresion del teorema 
del coseno. Para estos casos es mas adecuada la forma de la expresion del llamado 
segundo teorema de las tangentes , especialmente si se utiliza el calculo logaritmico. 
Sumando 1 en ambos miembros de la expresion para cos a en el ejemplo 4, 
dividiendo por 2 y descomponiendo en factores el segundo miembro, obtenemos 
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1 + cos a _ (b + c + a)(b + c — a) 
2 4 be 


Ademas, 

1 - cos a _ (a + b - c)(a - b + c) 

2 4 be 

Haciendo (a + b + c)/2 = s, y recordando las ecs. (6.49) y (6.51), tenemos 


a (s - b){s - c) a s(s - a) 

SCn 2 -J-£- Z y C ° S 2 = \/ 6c 


Dividiendo ambas expresiones miembro a miembro, obtenemos 


a r 
tan - = 


2 5 — a’ 


(16.30) 


dondc 


r * = / (5 - fl)(s - 6)(s - c) 


La ec. (16. 30) y las formulas analogas 


tan 


B r , y r 
- =- y lan ~ = 


2 s-6 


2 s — c 


constituyen el segundo teorema de las tangent es y expresan los angulos de un 
triangulo en funcion de los tres lados. (Vease problema 10.) 


Problemas 

1 Kesuelvanse los triangulos siguientes, dados 

(a) a = 62°40\ p = 79°20\ a = 147 (b) p = 81°43', y = 57°51\ c = 47. 35 

(c) a = 47°57\ y = 118°11\ b = 87270 (d) p = 14°36\ y = 53°8', b = 8,367 

2 Dcterminense y dibujense todos los triangulos con a = 62,48, b = 43.17 y a = 32°16\ 
Comparese con el ejcmplo 2. 

Indication: No puede haber dos soluciones,puesto que p 2 + « > 180°. 

* Con los resultados del problema 35, seccion 16.7, y del problema 12 de la presente 
seccidn. r resulta ser-el radio de la circunferencia inscrita en el triangulo. 
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3 <,Existc un triangulo con a = 62,48, h = 143,4 y oc = 32° 16'? Comparese con el ejemplo 2 
y dibujese la figura. 

Indication: ^Puede ser sen p mayor que uno? 

4 Obscrvese, comparando el ejemplo 2 con los problemas 2 y 3, las diferentes posibiti- 
dades que existen sobrc numero de soluciones cuando sc dan dos lados y un angulo 
mcnor que 90° y opuesto a uno de los lados dados. Suponiendo dados a, b y a, expliquese 
lo siguientc con la ayuda de la fig. 16-24. 

a < 90° a > 90° 

a < b sen a no da solucion. a S b no da solucioa 

a — b sen a da un triangulo rectangulo. b < a da una solucion. 

b sen a < a < b da dos soluciones- 
a £ b da una solucion. 


5 En cada uno de los problemas siguicntcs. o bien demucstresc que no hay solucion. 
o bien delerminensc todas las soluciones. 

(a) b = 59,4, c = 72,3, fi = 38°40' (b) a = 49,3, c = 8,72, a = 45° 10' 

(c) a = 14,72, b = 25,64, P = 147°47' (d) b = 4,927, c = 5,764, y = 57°t8' 



6 Determinese en cada caso cl lado opuesto al angulo dado. 

(a) a = 4, b = 7, y - 30° (b) a = 7,6, c = 9XP = 47° 

(c) b = 8,3, c = 4,4. a = 138 c 

► 7 Resuelvanse los triangulos siguienles, dados 

(a) b = 18,62, t = 35,61, a = 52°18' 

Indication: Utilice el primer teorema de las tangentcs con c - b= 16,99, c + b = 
54,23, i(y + /?) = 63° 51' y determinese Kv - $)■ Entonces, &y + fi) + - P) = y.ctc. 

(b) a = 463, b = 628, y = 57°40'. 

8 Resuelvanse los triangulos siguicntcs, dados 

(a) a = 356,8, c = 551,4, fi = 87°48' (b) b = 321,0, c = 672, a = 124°I6'. 

9 Utilizando el teorema del coseno, resuelvanse los triangulos siguientes: 

(a) a = 4, b = 5, c = 6 (b) a = 32, b = 56, c = 63 
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► 10 Resuelvanse los triangulos siguientcs por el metodo mas convenienle. 

(a) a = 18,76, b = 25,31, c= 29.65 

Indication: Si se usan logaritmos y sc aplica el segundo teorcma de las tangentes, 
se pueden ordenar los calculos sistematicamente en la forma siguiente: 


2s = 73,72 
s = 36,86 
s - a = 18,10 
s - b = 
s - c = 


log - a) = 
log (s - b) = 

( + )log(s - c) =_ 

lognumerador = 3,1782 

(-) log s = _ 

log r 2 = 
log r = 0.8058 


log r = 
(-)log(s - a) = 
a 
2 


log tan - — 



log r = 
(-) log (s - b) = 

n 

log lan - = 

P = 

2 


(b) = 523, b = 576, c = 615 

(c) a = 0,8147, b = 0,6834, c - 0,3449 

(d) a = 4,32, b = 5,78, c = 13,44 


log r = 
(-) log (s - c) = 

log lan ~ = 

y _ 

2 


► 11 Demuestrese que e! >rea del trnngulo de la fig. 16-12 esta dada por la formula 

K = %bc sen a. 

Permutando ciclicamente las letras se obticne 

K = c sen p = \ab sen •/. 

► 12 Utilizando los valores para sen 0/2 y cos 0/2 dados en la explication que sigue al ejem- 

plo 4 y, ademas. la formula J sen a = sen a/2 cos a/2 (ec. 6.43), demuestrese que 

K = - 3)(s - b)(s - c). 


A partir dc esta expresion y del resultado K = rs . problema 35. section 16.7, establece- 
mos la expresion 


r 


l(s - a)U - b)(s - c) 


donde r es el radio de la circunfcrcncia inscrita. 

13 Utiliccnse los resuliados del problema 11 y el tcorema de los senos para demostrar que 
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^ _ a 2 sen p sen y _ b 2 sen y sen ct _ c 2 sen a sen ft 
2 sen a 2 sen fi 2 sen y 

14 Calculense las areas dc los triangulos en los problemas anteriores que indique el profesor. 

15 Determinense las longitudes de los lados de un paralelogramo si una diagonal mide 
72,83 cm y forma con los lados Angulos dc 27 52' y 26 41', respcctivamcnte. 

16 iQub angulo forma la falda de un cerro con la horizontal si un arbol dc 22,3 m de alto, 
que crece en la falda, se ve bajo un angulo de 19'30' desde un punto situado a 44,1 m de 
la base del &rbol? (La distancia se considera medida a lo largo de la falda del cerro y 
bajando en la direccion de maxima pendiente.) 

17 Dos vias abreas se cruzan bajo un angulo de 49°. En cierto instante, el avion A esta 
a 48 km del cruce.cn tanto que otro avion B sc encucntra a 114 km del cruce. <’,Quc 
distancia separa a los dos aviones en esc instante? (Dos soluciones.) 

18 Dos lados de un paralelogramo miden 68 y 83 cm y una de las diagonales mide 42 cm. 
Determinense los angulos del paralelogramo. 

19 Desde un punto situado en el mismo piano horizontal que la base de un edificio, los 
angulos de elevacion del extremo superior y de la base de un mastil situado en la parte 
mas alta del edificio son 64°40' y 59°50\ respcctivamcnte. Si la altura del edificio cs de 
33,6 m. <.quc altura tiene cl mastil? 

20 Desde untren que viajahacia el nortepor una via recta, cl maquinistaobserva una colum- 
na de humo en direccion N 20°20' E. Despues de recorrer 145 m observa la misma 
columna en dircccion S 71°40' E. £A que distancia cstaba cl humo del primer punto de 
observacibn? (.Del segundo? iDc la via ferrea? 

21 Un barco dc guerra navega a lo largo de la costa con rumbo N 18°40' E a una vclocidad 
constante dc 59 km/h. Si una escuadrilla de aviones, que vuela a 301 km/h, se encuentra 
directamente al este del barco, <,en qu£ direccion debe volar para aleanzarlo lo antes 
posible? 

22 Si R es la resultante dc dos fuerzas f, y f 2 , y R. |f,| y |f 2 | representan las magnitudes 
respcctivas, expliquesc la formula R 2 = |f 2 | + |f 2 | + 2|f, ||f 2 | cos 0, siendo 0 cl angulo 
entre las dos fuerzas. (Recu6rdese el problema 22, seed bn 16.7.) Determinense la magni- 
tud y la direccion de la resultante dc las dos fuerzas: 75 kg actuando hacia el norte 
y 93 kg en direccion N 63° O. 

23 Un avion vuela a la velocidad de 260 km/h en aire en calma. Si el viento sopla con 
velocidad d<? 45,9 km/h desdp la direrribn S 71' O y el avion hace rumbo en direccion 
S 53° E, determinense la magnitud de la velocidad del avion y su direccion con relacion 
al suelo. 

24 La resultante de dos fuerzas de 61.3 kg y 34,9 kg es una fuerza de 73.7 kg. ^Que angulo 
forma la resultante con cada una de las dos fuerzas? 

Problf.mas de repaso 

1 Una bomba de vacio remueve un quinto del airc contcnido cn un rccipicnte en cada 
golpe del embolo. (,Que parte del aire contenido inicialmente ha sido removida des- 
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pues de 6 golpes del embolo? jCuantos golpes se requieren para remover el 80° 0 del 
aire? 

2 ^Cuales de las siguientes igualdadcs son verdaderas? 

Hff = log “ - 108 6 ""cjf' 108 © 

(C) = log^ (d) = log (a 1 '*) 

bo b 

(e) = log a 1 " 1 

n 

3 Resuclvase el problema 18, section 14.3, si en lugar de los tercios centrales sc borran 
los decimos centrales. 

4 Bosquejese una gr&fica de la funcion 

Indicaci&n: Considerense las ecuaciones y = 2 x /2 e y = 2”*/2. 


5 | 0 g es identica a 


(a) >°g^ + log - 

(b) log« + + 4 > 

(c) log (x + Jx 2 - 4) - log 2 

(d) i log x + J log (x 2 - 4) 

log —* es id6ntica a 


(a) log J\ + x - log y/l - x 

(b) log (1 + Jx) - log (1 - Jx) 

(c) log yfx- log(- y/x) 

, 1 | 1 + X 

2 ° 7 8 9 1 — x 

(e) 2 log(1 + x)-|log(l -x) 



7 Determinese el capital compuesto total obtenido al cabo de 12 anos con un capital 
inicial de $6000 al 4%. 

(a) compuesto anualmente. 

(b) compuesto trimestralmente. 

(c) compuesto mensualmente. 

(d) compuesto en forma continua. 

8 Expresese el numero complejo (1 — i) 4 (2 + 2 1 ) 3 en la forma x + yi. 

9 Bosqudjcsc la gr&fica de 


(a) {(JC, y)b = log $, l <, x < 3}. 

(b) {(x,y)|>> = log Zjl -x 2 ,isxs i}- 
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10 ;.Para que valores de x es j°^ 

log 3x 

(a) positiva? (b) ncgativa? (c) ccro? 

11 Si z, = 6 (cos 135° + i sen 135 ) y z 2 = 12 (cos 15 + i sen 15"), expresese zjz 2 en la 
forma x 4- yi. 

12 (a) Determinese el conjunto A n B si 

A = {(x, y)|y = 6x} y B = {(x, y)|y = sen x}. 

(b) Utilizando cl result ado de (a), determinese el numero de raices de la ecuacion 
6x - sen x = 0. 

13 Aplicando el teorema de De Moivre a (cos 0 + t sen ft)*, demuestrese que 

(a) cos 3 0 = 4 cos 3 0 - 3 cos 0. (b) sen 30 = 3 sen 0-4sen 3 0 

14 Un avi6n a reaction vuela a una velocidad de 840 km/h en aire en calma. Si cl avion 
debe ir en la direction N 37° E y el viento sopla a 60 km/h, dcsde la direccion S 45° E, 
determinese la velocidad del avi6n y su direccion rcspccto al suelo. 

15 Calculese {yfl — y/Ti) to . 

16 Dcterminense las raices reales de la ecuacion 

e' 4x - 4e* 3x 4 4e.~ 2 * - 4e~ x + 3 = 0. 

17 Resuclvansc las siguientes ecuaciones (para valores reales de x): 

(a) log(4x - 7) + log(2x — 4) — 1 ^ 0. 

(b) 2 log (2x - 3) + log (3x + 4) - 1 =0. 

18 Un avion comercial despega desdc la ciudad A en vuclo a la ciudad B. situada a una 
distancia de 1315 km. Desputis de volar durante dos horas a una velocidad de 655 km/h, 
el piloto observa que ha estado volando en direccidn desviada en 13°20' de su ruta. 

que distancia de B sc* cncuenlra? 

19 Bosquejese la grafica para eada una dc las siguientes ecuaciones: 

(a) y = 2 sen ^ (b) y = sen 2 x + cos 2 x. 

(c) y = 2x — cos 3x. 

20 Bosquejese la grafica de la funcidn determinada por y = e“ x sen x, 0 < x ^ 2 tt. 
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TABLA I. VALORES DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 


T 


Grados 

Rodianos 

Son 

Cos 

Tan 

Cot 

Soc 

Csc 



O’ 00' 

0000 

.0000 

1.0000 

.0000 


1.000 


1.5708 

90 00 

10 

029 

029 

000 

029 

343.8 

000 

343.8 

079 

50 

20 

058 

058 

000 

058 

171.9 

000 

171.9 

650 

40 

30 

.0087 

.0087 

1.0000 

.0087 

114.6 

1.000 

114.6 

1.5621 

30 

40 

116 

116 

.9999 

116 

85,94 

000 

85.95 

592 

20 

50 

145 

145 

999 

145 

68.75 

000 

68.76 

563 

10 

1 00' 

.0176 

.0175 

,9998 

.0175 

57.29 

1.000 

57.30 

1.5533 

89 00 

10 

204 

204 

998 


4910 

000 

49.11 

504 

50 

20 

233 

233 

S97 

233 

42.96 

000 

42 98 

475 

40 

30 

.0262 

.0262 

,9997 

.0262 

38.19 

1.000 

38.20 

1.5446 

30 

40 

291 

291 

996 

291 

34.37 

000 

34 38 

417 

20 

50 

320 

320 

995 

320 

31.24 

001 

31.26 

388 

10 

2 00* 

,0349 

,0349 

9994 

.0349 

28.64 

1.001 

28 65 

1 5359 

88 00 

10 

A A 

378 

378 

993 

378 

2643 

001 

26.45 

330 

50 

20 

407 

407 

992 

407 

24.64 

001 

24 56 

301 

40 

30 

.0436 

0436 

9990 

.0437 

2290 

1.001 

2293 

1 5272 

30 

40 

r* a 

465 

465 

989 

466 

21 47 

001 

21.49 

243 

20 

50 

495 

494 

988 

495 

20 21 

001 

20.23 

213 

10 

3’ 00' 

.0524 

.0523 

.9986 

.0524 

19 08 

1,001 

19.11 

1.5184 

87 00 

10 

A A 

553 

552 

985 

553 

18.07 

002 

18,10 

155 

50 

20 

582 

581 

983 

582 

17.17 

002 

17.20 

126 

40 

30 

4 A 

.0611 

,0610 

.9981 

0612 

16.35 

1.002 

16.38 

1 5097 

30 

40 

640 

640 

980 

641 

15.60 

002 

15,64 

068 

20 

50 

669 

669 

\978 

670 

14.92 

002 

14.96 

039 

10 


.0698 

.0698 

9976 

.0699 

14.30 

1.002 

14.34 

1.5010 

86 00 

A A 

727 

727 

974 

729 

13.73 

003 

1376 

981 

50 

20 

756 

756 

971 

758 

1320 

003 

1323 

952 

40 

30 

.0785 

,0785 

9969 

.0787 

1271 

1.003 

12,75 

1.4923 

30 

40 

r* a 

814 

814 

967 

816 

12.25 

003 

12.29 

893 

20 

50 

844 

843 

904 

846 

11.83 

004 

11.87 

864 

10 

5 00 r 

.0873 

,0872 

.9962 

.0875 

11.43 

1 004 

11,47 

1.4835 

85 00’ 

10 

902 

901 

959 

904 

11.06 

004 

1110 

806 

50 

20 

931 

929 

957 

934 

10.71 

004 

10 76 

777 

40 

30 

.0960 

.0958 

.9954 

.0963 

10.39 

1.005 

10 43 

1.4748 

30 

40 

989 

987 

/ 951 

992 

10 08 

005 

1013 

719 

20 

50 

.1018 

.1016 

948 

.1022 

9.788 

005 

9.839 

690 

10 

6 00 

.1047 

,1J}45 

.9945 

1051 

9.514 

1.006 

9.567 

1.4661 

84 00' 

10 

_. 076 

^ 074 

942 

080 

9,255 

006 

9.309 

632 

50 

20 

105 

103 

939 

110 

9.010 

006 

9.065 

603 

40 

30 

.1134 

,1132 

,9936 

.1139 

8.777 

1.006 

8.834 

1.4573 

30 

40 

164 

161 

932 

169 

8.556 

007 

8 614 

544 

20 

50 

193 

190 

929 

198 

8345 

007 

8.405 

515 

10 

7 00 

.1222 

.1219 

.9925 

.1228 

8,144 

1.008 

8.206 

1.4486 

83 00 

10 

251 

248 

922 

257 

7.963 

008 

8,016 

457 

50 

20 

280 

276 

918 

287 

7.770 

008 

7.834 

428 

40 

30 

.1300 

,1300 


1317 

/.J>9t> 

1.009 

7.661 

1 4399 

30 

40 

338 

334 

911 

346 

7.429 

009 

7.496 

370 

20 

50 

367 

363 

907 

376 

7.269 

009 

7.337 

341 

10 

8- 00 

.1396 

.1392 

9903 

.1405 

7.115 

1.010 

7,185 

1.4312 

82 00 

10 

425 

421 

899 

435 

6.968 

010 

7.040 

283 

50 

20 

A A 

454 

449 

894 

465 

6.827 

01 

6.900 

254 

40 

30 

4 A 

.1484 

.1478 

.9890 

.1495 

G.691 

1 011 

6.765 

1.4224 

30 

40 

513 

507 

886 

524 

6.561 

012 

6.636 

195 

20 

50 

542 

536 

881 

554 

6.435 

012 

6.512 

166 

10 

9 00 

.1671 

.1564 

.9877 

1584 

6.314 

1.012 

6.392 

1.4137 

81 00 



Cos 

Sen 

Cot 

Tan 

Csc 

Sec 

Radianes 

Grados 


410 




















TABLA I. VALORES DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS icontinuaadn) 


Grado6 

Radiance 

Sen 

Cob 

Ton 

Cot 

Sec 

C&c 



9 00* 

1671 

1564 

9877 

1584 

6314 

1 012 

6.392 


8V 00' 

10 

600 

593 

872 

614 

197 

013 

277 


50 

20 

629 

622 

868 

644 

084 

013 

166 

079 

40 

30 

.1658 

1650 

9863 

1673 

6 976 

1.014 

6059 

1 4050 

30 

40 

687 

679 

858 

703 

871 

014 

5.955 

1 4021 

20 

50 

716 

700 

853 

733 

769 

015 

855 

992 

10 

io- 00' 

.1745 

1736 

9848 

1763 

5671 

1 016 

5.769 

1 3963 

80 00' 

10 

774 

765 

843 

793 

576 

016 

665 

934 

50 

20 

804 

794 

838 

823 

485 

016 

575 

904 

40 

30 

.1833 

1822 

9833 

1853 

5 396 

1 017 

5487 

1 3875 

30 

40 

862 

851 

827 

883 

309 

018 

403 

846 

20 

50 

891 

880 

822 

914 

228 

018 

320 

817 

10 

11 00’ 

.1920 

1908 

9816 

1944 

5 145 

1.019 

5.241 

1.3788 

79 00' 

10 

949 

937 

811 

974 

066 

019 

164 

759 

50 

20 

978 

965 

805 

2004 

4 989 


089 

730 

40 

30 

2007 

1994 

9799 

2035 

4915 

1 020 

5016 

1 3701 

30 

40 

036 

2022 

793 

065 

843 

021 

4 945 

672 

20 

50 

065 

051 

787 

095 

773 

022 

876 

643 

10 

12 00 

2094 

20/9 

9/bl 

2126 

4 /Ut> 

1.022 

4.B10 

1.3014 

/« uu 

10 

123 

108 

775 

156 

638 

023 

745 

584 

50 

20 

153 

136 

769 

186 

574 

024 

682 

555 

40 

30 

2182 

2164 

.9763 

2217 

4 511 

1 024 

4 620 

1 3526 

30 

40 

211 

193 

757 

247 

449 

025 

560 

497 

20 

50 

240 

221 

750 

278 

390 

026 

502 

468 

10 

13' 00* 

2269 

.2250 

9744 

2309 

4 331 

1 026 

4 445 

1 3439 

77 00' 

10 

298 

278 

737 

339 

275 

027 

390 

410 

50 

20 

327 

306 

730 

370 

219 

028 

336 

381 

40 

30 

2356 

2334 

9724 

2401 

4 165 

1 028 

4 284 

1 3352 

30 

40 

385 

363 

717 

432 

113 

029 

232 

323 

20 

50 

414 

391 

710 

462 

061 

030 

182 

294 

10 

14' 00' 

2443 

2419 

9703 

2493 

4 011 

1 031 

4 134 

1 3265 

78 00' 

10 

473 

447 

696 

524 

3 962 

031 

086 

235 

50 

20 

502 

476 

689 

555 

914 

032 

039 

206 

40 

30 

2531 

2504 

9681 

2586 

3867 

1 033 

3.994 

1.3177 

30 

40 

560 

532 

674 

617 

821 

034 

950 

148 

20 

BO 

589 

660 

667 

648 

776 

034 

906 

119 

10 

16 00’ 

2618 

2588 

9659 

2679 

3 732 

1 035 

3864 

1 3090 

75 00‘ 

10 

647 

616 

652 

711 

689 

036 

822 

061 

50 

20 

676 

644 

644 

742 

647 

037 

782 

032 

40 

30 

2705 

2672 

9636 

2773 

3606 

1 038 

3 742 

1 3003 

30 

40 

734 

700 

628 

805 

566 

039 

703 

974 

20 

50 

763 

728 

621 

836 

526 

039 

665 

945 

10 

16 00' 

.2793 

.2756 

.9613 

2867 

3487 

1 040 

3.628 

1.2915 

74'00* 

10 

822 

784 

605 

899 

450 

041 

592 

886 

50 

20 

851 

812 

596 

931 

412 

042 

556 

857 

40 

30 

2880 

2840 

9588 

2962 

3.376 

1.043 

3521 

1 2828 

30 

40 

909 

000 

000 

394 

340 

044. 

407 

790 

20 

50 

938 

896 

572 

.3026 

305 

045 

453 

770 

10 

17' 00' 

2967 

2924 

9563 

3057 

3271 

1 046 

3420 

1 2741 

73'00* 

10 

996 

952 

555 

089 

237 

047 

388 

712 

50 

20 

3025 

979 

546 

121 

204 

048 

356 

683 

40 

30 

.3054 

3007 

9537 

3153 

3.172 

1 049 

3326 

1.2654 

30 

40 

083 

035 

528 

185 

140 

049 

295 

625 

20 

50 

113 

062 

520 

217 

108 

050 

265 

595 

10 

18 '00' 

.3142 

.3090 

9511 

3249 

3 078 

1 051 

3236 

1.2566 

72 00 



Cob 

Sen 

Cot 

Tan 

Csc 
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Radianes 

Grados 




















412 Algebra y (rigonometria 


TABLA I. VALORES DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS (continuaadn) 


Grados 

Rodianes 

Son 

Cob 

Tan 

Cot 

Sec 

Csc 



18 00' 

3142 

3090 

.9511 

.3249 

3.078 

1,051 

3.236 

1.2566 

72* 00 

10 

171 

118 

502 

281 

047 

052 

207 

537 

50 

20 

200 

145 

492 

314 

018 

053 

179 

508 

40 

ao 

.3229 

.3173 

9483 

.3346 

2.989 

1.054 

3.152 

1.2479 

30 

40 

268 

201 

474 

378 

960 

056 

124 

450 

20 

so 

287 

228 

466 

411 

932 

057 

098 

421 

10 

19 00' 

3316 

3250 

9455 

3443 

2.904 

1 058 

3.072 

1 2392 

71 00' 

10 

345 

283 

446 

476 

877 

059 

046 

363 

50 

20 

374 

311 

436 

508 

850 

060 

021 

334 

40 

ao 

3403 

3338 

9426 

3541 

2.824 

1.001 

2.996 

1.2305 

30 

40 

432 

365 

417 

574 

798 

062 

971 

275 

20 

&0 

4 62 

393 

407 

607 

773 

063 

947 

246 

10 

20 00' 

.3491 

3420 

9397 

3640 

2 747 

1.064 

2.924 

1.2217 

70 * 00’ 

10 

520 

448 

387 

673 

723 

065 

901 

188 

50 

20 

549 

476 

377 

706 

699 

066 

878 

159 

40 

ao 

.3578 

3502 

9367 

.3739 

2 675 

1.068 

2.855 

1,2130 

30 

40 

607 

529 

356 

772 

651 

069 

833 

101 

20 

50 

636 

557 

346 

805 

628 

070 

812 

072 

10 

21 00' 

3665 

3584 

9336 

3039 

2.605 

1.071 

2.790 

1.2043 

69 00' 

10 

694 

611 

325 

872 

583 

072 

769 

1.2014 

50 

20 

723 

638 

315 

906 

560 

074 

749 

985 

40 

ao 

.3762 

.3665 

9304 

.3939 

2.639 

1.075 

2.729 

1.1956 

30 

40 

782 

692 

293 

973 

517 

076 

709 

926 

20 

50 

811 

719 

283 

4006 

496 

077 

689 

897 

10 

22 00' 

.3840 

3746 

9272 

4040 

2.475 

1.079 

2.669 

1 1868 

68-00' 

10 

869 

773 

261 

074 

455 

KSjj 

650 

839 

60 

20 

898 

800 

250 

108 

434 

081 

632 

810 

40 

30 

.3927 

3827 

9239 

4142 

2.414 

1.082 

2.613 

1.1781 

30 

40 

966 

854 

228 

176 

394 

084 

595 

752 

20 

50 

985 

881 

216 

210 

375 

085 

577 

•723 

10 

23 00' 

4014 

3907 

9205 

.4245 

2356 

1.086 

2.669 

1.1694 

67- 00’ 

10 

043 

934 

194 

279 

337 

088 

542 

665 

50 

20 

072 

961 

182 

314 

318 

089 

525 

636 

40 

30 

.4102 

3987 

9171 

4348 

2300 

1.090 

2 508 

1.1606 

30 

40 

131 

4014 

169 

383 

282 

092 

491 

577 

20 

50 

160 

041 

147 

417 

264 

093 

476 

548 

10 

24 OO' 

.4189 

4067 

9135 

.4462 

2.246 

1 095 

2.459 

1.1519 

66 ’00' 

10 

218 

094 

124 

487 

229 

096 

443 

490 

50 

20 

247 

120 

112 

522 

211 

097 

427 

461 

40 

ao 

4276 

4147 

.9100 

.4357 

2.194 

1.099 

2.411 

1.1432 

30 

40 

305 

173 

088 

592 

177 

100 

396 

403 

20 

50 

334 

200 

075 

628 

161 

102 

381 

374 

10 

25 00' 

.4363 

4226 

.9063 

.4663 

2,145 

1 103 

2.366 

1.1345 

65‘ 00' 

10 

392 

253 

051 

699 

128 

105 

352 

316 

50 

20 

422 

279 

038 

734 

112 

106 

337 

286 

40 

30 

4451 

4305 

9026 

.4770 

2.097 

1.108 

2.323 

1.1257 

30 

40 

480 

331 

013 

806 

081 

109 

309 

228 

20 

50 

509 

358 

001 

841 

066 

111 

295 

199 

10 

28'00' 

.4538 

4384 

8988 

4877 

2.050 

1.113 

2.281 

1.1170 

64- 00' 

10 

567 

410 

975 

913 

035 

114 

268 

141 

50 

20 

596 

436 

962 

950 

020 

116 

254 

112 

40 

30 

4625 

4462 

8949 

.4986 

2.006 

1.117 

2.241 

1.1083 

30 

40 

654 

488 

936 

5022 

1 991 

119 

228 

054 

20 

50 

683 

514 

923 

059 

977 

121 

215 

1.1025 

10 

27‘00' 

4712 

4540 

.8910 

5095 

1 963 

1.122 

2.203 

1.0996 

63‘ 00' 



Cos 

Sen 

Col 
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Csc 

Sec 
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Grados 
























Tablas 413 


TABLA I. VALORES DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS (contmuaadn) 


Grados 

Radianes 

Son 

Cos 

Tan 

Cot 

Sec 

Csc 



27’ 00’ 

.4712 

4540 

8910 

.5095 

1.963 

1,122 

2.203 

1.0996 

63’ 00’ 

10 

741 

566 

566 

897 

949 

124 

190 

966 

50 

20 

771 

592 

884 

169 

935 

126 

178 

937 

40 

30 

.4800 

.4617 

.8870 

.5206 

1.921 

1.127 

2.166 

1 0908 

30 

40 

829 

643 

857 

243 

907 

129 

154 

879 

20 

50 

858 

669 

843 

280 

894 

131 

142 

850 

10 

28* 00 

4887 

4695 

8829 

.5317 

1.881 

1.133 

2.130 

1.0821 

62 00 

10 

916 

720 

816 

354 

868 

134 

118 

792 

50 

20 

945 

746 

802 

392 

855 

136 

107 

763 

40 

30 

.4974 

.4772 

8788 

5430 

1.842 

1.138 

2.096 

1.0734 

30 

40 

.5003 

797 

774 

467 

829 

140 

085 

705 

20 

50 

031 

823 

760 

505 

816 

142 

074 

676 

10 

29’ 00' 

.5061 

4848 

8746 

5643 

1.804 

1.143 

2.063 

1.0647 

EuPvfll 

10 

091 

874 

732 

581 

792 

145 

052 

617 

■K-'iTnll 

20 

120 

899 

718 

619 

780 

147 

041 

588 

40 

30 

.5149 

4924 

8704 

5658 

1 767 

1 149 

2.031 

1 0559 

30 

40 

178 

950 

689 

696 

756 

151 

020 

530 

20 

50 

207 

975 

675 

735 

744 

153 

010 

501 

in 

30’ 00' 

.5236 

5000 

8660 

5774 

1.732 

1.165 

2.000 

1.0472 

60 00' 

10 

265 

025 

646 

812 

720 

157 

1.990 

443 

50 

20 

294 

050 

631 

851 

709 

159 

980 

414 

40 

30 

,5323 

.5075 

8616 

5890 

1 698 

1.161 

1.970 

1.0385 

30 

40 

352 

100 

601 

930 

686 

163 

961 

356 

20 

50 

381 

126 

587 

969 

675 

165 

961 

327 

10 

31' 00' 

.5411 

.5150 

.8572 

6009 

1.664 

1.167 

1.942 

1,0297 

59 00 

10 

440 

175 

557 

048 

653 

169 

932 

268 

50 

20 

469 

200 

542 

088 

643 

171 

923 

239 

40 

30 

.5498 

5225 

8526 

6128 

1.632 

1.173 

1.914 

1.0210 

30 

40 

527 

260 

511 

168 

621 

175 

905 

181 

20 

50 

556 

275 

496 

208 

611 

177 

896 

152 

10 

32’ 00 

5586 

5299 

8480 

6249 

1 600 

1.179 

1.887 

1 0123 

58’ 00 

10 

614 

324 

465 

289 

590 

181 

878 

094 

50 

20 

643 

348 

450 

330 

580 

184 

870 

065 

40 

30 

5672 

.5373 

8434 

6371 

1 570 

1.186 

1.861 

1 0036 

30 

40 

701 

398 

418 

412 

560 

188 

853 

1 0007 

20 

50 

730 

422 

403 

463 

550 

190 

844 

977 

10 

33 00 

.5760 

5446 

8387 

6494 

1.540 

1,192 

1.836 

.9948 

57 00 

10 

789 

471 

371 

636 

530 

195 

828 

919 

50 

20 

818 

495 

355 

577 

520 

197 

820 

890 

40 

30 

.5847 

.5519 

.8339 

6619 

1.511 

1.199 

1.812 

.9861 

30 

40 

876 

544 

323 

661 

501 

202 

804 

832 

20 

50 

905 

568 

307 

703 

1.492 

204 

796 

803 

10 

34’ 00' 

.5934 

,5592 

.8290 

.6745 

1.483 

1,206 

1.788 

.9774 

56 00’ 

10 

963 

616 

274 

787 

473 

209 

781 

745 

50 

20 

992 

640 

258 

830 

464 

211 

773 

716 

40 

30 

.6021 

5654 

8241 

6873 

1.455 

1.213 

1766 

.9687 

30 

40 

050 

688 

225 

916 

446 

216 

758 

657 

•20 

50 

080 

712 

208 

959 

437 

218 

751 

628 

10 

36 ‘ 00’ 

.6109 

.5736 

8192 

.7002 

1 428 

1.221 

1.743 

.9699 

65 00' 

10 

138 

760 

175 

046 

419 

223 

736 

570 

50 

20 

167 

783 

158 

089 

41 1 

226 

729 

541 

40 

30 

.6196 

.5807 

8141 

7133 

1.402 

1.228 

1.722 

.9512 

30 

40 

225 

831 

124 

177 

393 

231 

715 

483 

20 

50 

254 

854 

107 

221 

385 

233 

708 

454 

10 

36’ 00' 

6283 

.5878 

8090 

7265 

1.376 

1.236 

1.701 

.9425 

64 00 

■ ■■ 
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414 Algebra y trigonometria 


TABLA I. VALORES DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS (connnuacidnj 


Grados 

Radianes 

Sen 

Cos 

Tan 

Cot 

Sec 

Csc 



36 00' 

.6283 

.5878 

8090 

7265 

1 376 

1 236 

1.701 

.9425 

54- OO' 

10 

312 

901 

073 

310 

368 

239 

695 

396 

50 

20 

341 

925 

056 

355 

360 

241 

688 

367 

40 

30 

.6370 

.5948 

8039 

7400 

1.351 

1.244 

1.681 

.9338 

30 

40 

400 

972 

021 

446 

343 

247 

675 

308 

20 

50 

429 

995 

004 

490 

335 

249 

668 

279 

10 

37 00' 

.6458 

.6018 

.7986 

7636 

1.327 

1.252 

1 662 

.9250 

53 00 

10 

487 

041 

969 

581 

319 

255 

655 

221 

50 

20 

516 

065 

951 

627 

311 

258 

649 

192 

40 

30 

.6545 

6088 

7934 

7673 

1 303 

1.260 

1 643 

9163 

30 

40 

574 

111 

916 

720 

295 

263 

636 

134 

20 

50 

603 

134 

898 

766 

288 

266 

630 

105 

10 

38 00 

.6632 

.6157 

.7880 

7813 

1 280 

1.269 

1.624 

9076 

52' 00 

10 

661 

180 

862 

860 

272 

272 

618 

047 

50 

20 

690 

202 

844 

907 

265 

275 

612 

9018 

40 

30 

.6720 

.6225 

7826 

7954 

1.257 

1 278 

1.606 

8988 

30 

40 

749 

248 

808 

8002 

250 

281 

601 

959 

20 

50 

778 

271 

790 

050 

242 

284 

SQ5 

Q30 

10 

39' 00' 

.6807 

6293 

.7771 

8098 

1.235 

1 287 

1.589 

8901 

51 00 

10 

836 

316 

753 

146 

228 

290 

583 

872 

50 

20 

865 

338 

735 

195 

220 

293 

578 

843 

40 

30 

.6894 

6361 

.7716 

8243 

1 213 

1.296 

1.572 

.8814 

30 

40 

923 

383 

698 

292 

206 

299 

567 

785 

20 

50 

952 

406 

679 

342 

199 

302 

561 

756 

10 

40- 00' 

.6981 

.6428 

.7660 

8391 

1 192 

1.305 

1.556 

.8727 

50 00 

10 

.7010 

450 

642 

441 

185 

309 

550 

698 

50 

20 

039 

472 

623 

491 

178 

312 

545 

668 

40 

30 

.7069 

6494 

.7604 

8541 

1.171 

1.315 

1 540 

8639 

30 

40 

098 

517 

585 

591 

164 

318 

535 

610 

20 

50 

127 

539 

566 

642 

157 

322 

529 

581 

10 

41 * 00’ 

.7156 

6561 

.7547 

8693 

1.150 

1.325 

1.524 

.8552 

49 00 

10 

185 

583 

528 

744 

144 

328 

519 

523 

50 

20 

214 

604 

509 

796 

137 

332 

514 

494 

40 

30 

.7243 

6626 

.7490 

8847 

1 130 

1.335 

1 509 

8465 

30 

40 

272 

648 

470 

899 

124 

339 

504 

436 

20 

50 

301 

670 

451 

952 

117 

342 

499 

407 

10 

42 00 

.7330 

6691 

7431 

9004 

1.111 

1.346 

1.494 

8378 

48 00 

10 

359 

713 

412 

057 

104 

349 

490 

348 

50 

20 

389 

734 

392 

110 

098 

353 

485 

319 

40 

30 

.7418 

.6756 

.7373 

9163 

1.091 

1.356 

1 480 

.8290 

30 

40 

447 

777 

353 

217 

085 

360 

476 

261 

20 

50 

476 

799 

333 

271 

079 

364 

471 

232 

10 

43' 00 

7505 

.6820 

.7314 

.9325 

1.072 

1.367 

1.466 

.8203 

47 00' 

10 

534 

841 

294 

380 

066 

371 

462 

174 

50 

20 

563 

862 

274 

435 

060 

375 

457 

145 

40 

30 

.7592 

.6884 

7294 

9490 

1 054 

1.379 

1 433 

.8110 

30 

40 

621 

905 

234 

545 

04ft 

382 

448 

087 

20 

50 

650 

926 

214 

601 

042 

386 

444 

058 

10 

44 00' 

.7679 

.6947 

.7193 

9657 

1 036 

1.390 

1 440 

.8029 

46 00 

10 

709 

967 

173 

713 

030 

394 

435 

999 

50 

20 

738 

988 

153 

770 

024 

398 

431 

970 

40 

30 

.7767 

.7009 

7133* 

9827 

1.018 

1.402 

1.427 

.7941 

30 

40 

796 

030 

112 

884 

012 

406 

423 

912 

20 

50 

825 

050 

092 

942 

006 

410 

418 

883 

10 

45 00 

.7854 

7071 

.7071 

1.000 

1.000 

1,414 

1 414 

.7854 

45 00 



Cos 

Sen 

Cot 

Ton 

Csc 

Sec 

Radianes 

Grados 
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TABLA II . LOGARITMOS DE NUMEROS 


N 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

m 

.0000 

.0043 

.0086 

.0128 

, 0170 

.0212 

.0253 

.0294 

.0334 

.0374 

1.1 

.0414 

,0453 

.0492 

,0531 

,0569 

.0607 

.0645 

.0682 

.0719 

.0755 

1.2 

0792 

.0828 

.0864 

0899 

.0934 

0989 

1004 

1038 

.1072 

.1106 

1.3 

.1139 

,1173 

,1206 

.1239 

.1271 

.1303 

.1335 

1367 

.1399 

.1430 


.1461 

.1492 

.1523 

.1553 

.1584 

.1614 

.1644 

.1673 

.1703 

.1732 

i 

1761 

.1790 

,1818 

,1847 

.1875 

.1903 

,1931 

.1959 

1987 

.2014 

1.6 

.2041 

.2068 

.2095 

.2122 

.2148 

.2176 

.2201 

.2227 

2263 

.2279 

1.7 

2304 

.2330 

.2355 

.2380 

.2405 

.2430 

.2455 

.2480 

2504 

2529 

18 

2553 

.2577 

.2601 

.2625 

.2648 

.2672 

.2696 

.2718 

.2742 

.2765 

1.9 

2788 

.2810 

2833 

2856 

.2878 

.2900 

.2923 

.2946 

.2967 

.2989 

2.0 

.3010 

.3032 

,3064 

.3076 

.3096 

.3118 

.3139 

.3160 

v 3181 

.3201 

21 

.3222 

.3243 

.3263 

.3284 

,3304 

.3324 

.3345 

.3365 

3385 

.3404 

22 

.3424 

,3444 

.3464 

.3483 

.3502 

.3522 

.3641 

.3560 

3579 

3598 

2.3 

.3617 

.3636 

,3655 

.3674 

.3892 

.3711 

,3729 

.3747 

.3766 

.3784 

2.4 

.3802 

.3820 

.3838 

.3858 

.3874 

.3892 

.3909 

.3927 

.3945 

.3962 

2.5 

.3979 

,3997 

.4014 

.4031 

.4048 

.4065 

.4082 

,4099 

4116 

4133 

2.6 

.4150 

.4166 

.4183 

.4200 

.4218 

.4232 

.4249 

.4281 

4281 

4298 

2.7 

.4314 

.4330 

.4346 

,4362 

.4378 

.4393 

.4409 

4426 

4440 

4466 

2.8 

.4472 

.4487 

.4502 

4518 

.4533 

.4548 

.4664 

4579 

.4594 

4609 

2.9 

.4624 

.4639 

.4654 

.4669 

.4683 

.4698 

4713 

.4728 

.4742 

.4757 

3.0 

.4771 

,4786 

.4800 

.4814 

,4829 

.4843 

4857 

4871 

.4886 

.4900 

3.1 

.4914 

.4928 

.4942 

.4955 

.4969 

.4983 

4997 

.5011 

.5024 

.5038 

3.2 

.5051 

.5066 

.5079 

.5092 

.5105 

.5119 

.5132 

.5145 

.5159 

.5172 

3.3 

5185 

.5198 

.5211 

5224 

.5237 

.5250 

.6263 

.5276 

.5289 

.5302 

3.4 

5316 

.5328 

.5340 

.5353 

.5366 

.6378 

5391 

.5403 

.5416 

.5428 

3.5 

.5441 

.5453 

.5465 

.5478 

.5490 

.5502 

.5614 

.5527 

.5539 

.5551 

3.6 

.5663 

.5576 

5587 

5599 

5611 

.5623 

5635 

6647 

.6658 

5670 

3.7 

.5682 

.6694 

.5705 

.6717 

.6729 

.6740 

.5752 

.5763 

.5776 

.5786 

3.8 

.6798 

.5809 

.5821 

5832 

.5843 

5856 

.5866 

.5877 

5888 

.5899 

3.9 

.6911 

.5922 

5933 

5944 

.5955 

.5966 

5977 

.5988 

5999 

.6010 

» 

.6021 

.6031 

.6042 

.6053 

.6064 

.6076 

.6086 

6096 

.6107 

.6117 

4.1 

.6128 

.6138 

.6149 

.6160 

.6170 

.6180 

.6191 

.6201 

.6212 

.6222 


.6232 

.6243 

.6253 

.6263 

.6274 

.6284 

6294 

6304 

.6314 

.6325 


,6336 

.6345 

,6355 

.6365 

.6375 

.6385 

.6396 

.6405 

.6415 

.6425 


.6435 

.6444 

,6454 

.6464 

.6474 

.6484 

.6493 

6503 

.6513 

.6522 

PJ 

.6532 

.6542 

.6551 

.6561 

.6571 

.6580 

.6690 

6599 

.6609 

.6618 

4.6 

.6628 

.6637 

.6646 

.6656 

.6665 

.6675 

.6684 

.6693 

,8702 

.6712 

4,7 

.6721 

.6730 

.6739 

.6749 

.6758 

,6767 

,6776 

.6785 

.6794 

.6803 

4.8 

.6812 

.6821 

,6830 

6839 

.6848 

.6857 

.6866 

.6875 

.6884 

.6893 

M 

.6902 

.6911 

.6920 

.6928 

.6937 

.6946 

.6955 

.6964 

.6972 

.6981 

5.0 

.6990 

.6998 

,7007 

.7016 

.7024 

.7033 

.7042 

.7050 

.7059 

.7067 

5.1 

.7076 

.7084 

.7093 

.7101 

.7110 

.7118 

.7126 

.7135 

.7143 

.7152 

5.2 

.7160 

.7168 

,7177 

.7185 

7193 

.7202 

.7210 

.7218 

.7226 

.7235 

5.3 

.7243 

.7251 

.7259 

.7267 

.7275 

7284 

.7292 

7300 

7308 

.7316 

6.4 

.7324 

.7332 

.7340 

.7348 

.7356 

.7364 

7372 

7380 

.7388 

.7396 

N 

0 

1 

2 

3 


5 

6 

7 

8 

9 
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TABLA II. LOGARITMOS DE NUMEROS tcontinuacidn) 


N 

0 

1 

2 

3 

8KM- 

5 

6 

rfl 

8 

9 

5.5 

.7404 

.7412 

.7419 

.7427 

.7435 

.7443 

.7451 

.7459 

.7466 

.7474 

5.0 

.7482 

.7490 

.7497 

.7505 

.7513 

,7520 

.7528 

.7536 

.7543 

.7551 

5.7 

.7559 

.7566 

.7574 

.7582 

.7589 

.7597 

.7604 

.7612 

.7619 

.7627 

5.8 

.7634 

.7642 

.7649 

.7657 

.7664 

.7672 

.7679 

.7686 

.7694 

.7701 

5.9 

.7709 

.7716 

.7723 

.7731 

.7738 

.7745 

.7752 

.7760 

.7767 

.7774 

60 

,7782 

.7789 

.7796 

.7803 

7810 

.7818 

.7825 

.7832 

.7839 

.7846 

61 

,7853 

7860 

.7868 

.7875 

7882 

.7889 

.7896 

.7903 

.7910 

.7917 

62 

.7924 

.7931 

.7938 

.7945 

7952 

.7959 

.7966 

.7973 

7980 

.7987 

63 

.7993 

.8000 

.8007 

.8014 

.8021 

.8028 

.8035 

.8041 

8048 

.8055 

H 

.8062 

.8069 

.8076 

.8082 

8089 

.8096 

.8102 

.8109 

.8116 

.8122 

6,5 

.8129 

.8136 

.8142 

.8149 

.8156 

.8162 

.8169 

.8176 

.8182 

.8189 

6.6 

,8195 

.8202 

.8209 

.8215 

.8222 

.8228 

.8235 

8241 

.8248 

.8254 

6.7 

.8261 

.8267 

8274 

8280 

8287 

.8293 

8299 

8306 

8312 

.8319 

6.8 

.8325 

8331 

.8338 

.8344 

8351 

.8357 

.8363 

.8370 

.8376 

.8382 

6.9 

.8388 

.8396 

8401 

.8407 

8414 

.8420 

.8426 

.8432 

.8439 

.8445 

n 

8461 

.8467 

.8463 

.8470 

.8476 

.8482 

.8488 

.8494 

.8500 

8506 

7.1 

.8513 

.8519 

.8526 

.8531 

.8537 

.8543 

.8549 

.8555 

.8561 

.8567 

gipl 

8573 

.8579 

8585 

.8591 

.8597 

.8603 

.8609 

.8615 

8621 

.8627 


.8633 

.8639 

.8645 

.8651 

8657 

.8663 

.8669 

8675 

.8681 

.8686 

II 

.8692 

.8698 

.8704 

.8710 

.8716 

.8722 

.8727 

.8733 

.8739 

.8745 

HR 

.8761 

.8766 

8762 

8768 

.8774 

.8779 

8786 

8791 

8797 

8802 


.8808 

8814 

.8820 

6825 

8831 

8837 

8842 

8848 

8854 

8859 

6)31 

8865 

8871 

8876 

8882 

8887 

8893 

8899 

8904 

8910 

8915 

7.8 

8921 

8927 

8932 

8938 

8943 

8949 

8954 

8960 

8965 

.8971 

7.9 

.8976 

8982 

8987 

8993 

8998 

9004 

9009 

.9015 

9020 

.9025 

8.0 

.9031 

.9036 

.9042 

9047 

9053 

.9058 

9063 

9069 

9074 

.9079 

8.1 

9085 

9090 

.9096 

.9101 

9106 

.9112 

.9117 

.9122 

9128 

.9133 

8.2 

9138 

.9143 

.9149 

.9154 

.9159 

.9165 

9170 

9175 

9180 

9186 

83 

9191 

9196 

.9201 

9206 

9212 

.9217 

9222 

.9227 

9232 

.9238 

84 

9243 

.9248 

.9263 

9258 

.9263 

,9269 

9274 

.9279 

9284 

.9289 

8.5 

9294 

.9299 

.9304 

9309 

.9316 

9320 

9325 

.9330 

9335 

.9340 

8.6 

.9345 

9350 

.9355 

9360 

9365 

.9370 

9375 

.9380 

.9385 

.9390 

8.7 

9395 

9400 

.9405 

.9410 

9416 

.9420 

9425 

9430 

.9435 

.9440 

8.8 

9445 

9450 

9455 

9460 

9465 

.9469 

.9474 

9479 

9484 

9489 

8.9 

9494 

9499 

9504 

9509 

9513 

9518 

.9523 

.9528 

.9533 

.9538 

9.0 

9542 

9547 

9552 

9557 

9567 

.4566 

.9571 

.9576 

Q6R1 

Q5ftR 

9.1 

9590 

9595 

.9600 

9605 

9609 

.9614 

9619 

.9624 

.9528 

.9633 

9.2 

9638 

9643 

.9647 

9652 

9657 

.9661 

.9666 

9671 

.9675 

9680 

9.3 

.9685 

9689 

.9694 

.9699 

.9703 

.9708 

.9713 

.9717 

.9722 

.9727 

9.4 

9731 

.9736 

.9741 

9745 

.9750 

9764 

.9769 

.9763 

9768 

.9773 

9.5 

9777 

9782 

.9786 

.9791 

9795 

9800 

9805 

.9809 

.9814 

.9618 

96 

9823 

9827 

9832 

9836 

9841 

9845 

9850 

9854 

9859 

.9863 

9.7 

9868 

.9872 

9877 

9881 

9886 

9890 

9894 

9899 

9903 

9908 

9.8 

.9912 

.9917 

9921 

9926 

9930 

9934 

9939 

9943 

9948 

.9952 

9.9 

9956 

.9961 

.9965 

.9969 

.9974 

9978 

9983 

.9987 

9991 

9996 

N 

0 

1 

2 

3 

n 

6 

6 

7 

8 

9 
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TABLA III. LOGARtTMOS DE FUNClONES TRIGONOMETRlCAS 


Grados 

Log,,, Sen 

— 

Log ,, Tan 

Log |f ,Cot 

Log, n Cos 


O' 00’ 

10' 

4637—3 

4637—3 

2.5363 

.0000 

90 00' 

50' 

20' 

.7648-3 

7648-3 

2.2352 

.0000 

40' 

30* 

9408-3 

9409-3 

2 0691 

0000 

30' 

40- 

0658—2 

0658—2 

1 9342 

0000 

20' 

BO' 

.1627—2 

1627-2 

1.8373 

0000 

10' 

1 00 

.2419—2 

.2418-2 

1 7581 

9999-1 

89 00 

10' 

.3088-2 

3089-2 

1.6911 

.9999-1 

50' 

20* 

.3668-2 

3669-2 

1.6331 

9999-1 

40* 

30' 

4179-2 

.4181—2 

1.5819 

9999-1 

30* 

40' 

.4637-2 

.4638—2 

1 5362 

9998-1 

20' 

50' 

.5050-2 

.5053-2 

1 4947 

9998—1 

10' 

2 00' 

5428-2 

5431-2 

1.4669 

9997 -1 

88 00’ 

10' 

.5776-2 

5779-2 

1.4221 

9997-1 

50' 

20' 

.6097-2 

6101-2 

1.3899 

9996-1 

40' 

30' 

.6397 -2 

6401—2 

1.3599 

9996-1 

30' 

40* 

.6677-2 

6682-2 

1.3318 

.9996-1 

20* 

50* 

.6940-2 

6945-2 

1.3055 

9995-1 

10' 

3 00' 

,7188-2 

.7194-2 

1.2806 

9994-1 

87 00' 

10' 

.7423-2 

7429-2 

1.2671 

.9993-1 

50' 

20' 

.7645-2 

7652-2 

1.2348 

.9993-1 

40' 

30' 

.7867-2 

.7865-2 

1.2135 

.9992—1 

30' 

40' 

.8059-2 

8067-2 

1.1933 

9991 -1 

20' 

50’ 

.8251-2 

.8261-2 

1.1739 

9990-1 

10' 


,8436-2 

.8446-2 

1.1554 

.9989-1 

86 00' 


.8613-2 

8824-2 

1.1376 

.9989-1 

50* 


.8703-2 

8795-2 

1.1205 

9988-1 

40' 


.8946-2 

8960-2 

1.1040 

.9987—1 

30' 


.9104-2 

9118-2 

1.0882 

9986-1 

20' 


.9256-2 

.9272-2 

1.0728 

.9985-1 

10* 


.9403-2 

9420-2 

1 0680 

.9983-1 

85 00' 


.9545—2 

.9563-2 

1.0437 

.9982-1 

50' 

20* 

9682-2 

9701-2 

1 0299 

.9981—1 

40' 

30' 

9816-2 

9836-2 

1 0164 

.9980 1 

30' 

40’ 

9945-2 

9966-2 

1 0034 

9979-1 

20' 

50' 

0070-1 

.0093-1 

9907 

9977—1 

10' 

6- 00' 

.0192—1 

.0216-1 

9784 

9976-1 

84 00’ 

10’ 

0311—1 

.0336-1 

9664 

.9976-1 

50' 

20' 

0426-1 

.0453-1 

.9547 

9973—1 

40‘ 

30' 

.0539-1 

.0567-1 

9433 

9972-1 

30* 

40' 

.0648-1 

0678-1 

.9322 

.9971-1 

20' 

50' 

.0755-1 

.0786-1 

.9214 

.9969-1 

10' 

7* 00' 

.0859-1 

.0891 -1 

.9109 

9968-1 

83 00' 

10' 

.0961—1 

.0995-1 

9005 

.9966-1 

50' 

20' 

1060 1 

.1090—t 

.8904 

.9904— 1 

4U' 

30' 

.1157-1 

1194—t 

8806 

.9963-1 

30' 

40' 

1252-1 

1291—t 

8709 

9961-1 

20' 

50' 

1345-1 

.1385-1 

.8615 

.9959-1 

10' 

8 00' 

.1436-1 

1478-1 

.8522 

9958-1 

82 00 

10’ 

.1525-1 

1569-1 

8431 

9956-1 

50 

20' 

.1812—1 

.1658-1 

8342 

9954 -1 

40* 

30' 

1697—1 

.1745-1 

8255 

9952—1 

30' 

40' 

.1781-1 

1831—1 

8169 

9950-1 

20' 

50* 

.1863-1 

1915—1 

8085 

9948-1 

10' 

9 00 

.1943-1 

1997—1 

— 

8003 

.9946-1 

81 00' 


Log, „Cos 


Log 10 Cot 


Lo O,o Ton 


Log, fl Son 


Gradoa 
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TABLA III. LOGARITMOS DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS fcontmuacidn) 


Grados 

L°0, o Son 

Log 10 Tan 

Log 10 Cot 

Log |0 Cos 


9' 00* 

.1943-1 

.1997-1 

.8003 

.9946-1 

81* 00' 

10* 

.2022-1 

.2078-1 

.7922 

9944-1 

50' 

20* 

.2100-1 

.2158-1 

.7842 

.9942-1 

40' 

30' 

2176-1 

.2236-1 

.7764 

9940-1 

30' 

40* 

.2251-1 

2313-1 

7687 

9938-1 

20' 

50' 

.2324—1 

2389-1 

.7611 

.9936-1 

10' 

10' 00' 

.2397—1 

.2463-1 

.7637 

.9934 1 

80' 00' 

10' 

.2468-1 

.2536-1 

.7464 

9931—1 

50' 

20* 

.2538-1 

2609-1 

7391 

9929-1 

40' 

30' 

2806—1 

.2680-1 

.7320 

9927-1 

30' 

40' 

.2874—1 

.2750-1 

.7250 

.9924-1 

20' 

50’ 

.2740-1 

2819-1 

.7181 

9922-1 

10' 

11'00' 

.2806-1 

2887-1 

.7113 

9919-1 

79' 00' 

10* 

2870-1 

2953-1 

7047 

991 7—1 

50' 

20' 

2934-1 

.3020-1 

.6980 

9914-1 

40* 

30' 

.2997-1 

.3085-1 

6915 

9912-1 

30' 

40' 

.3058-1 

.3149-1 

.6851 

9909-1 

20' 

BO’ 

.3110—1 

.32*12—1 

.0700 

9907—1 

10* 

12 00* 

.31 79-1 

.3275-1 

6726 

9904—1 

78' 00' 

10' 

3238-1 

.3336-1 

6664 

9901-1 

50' 

20' 

3296-1 

3397-1 

.6603 

9899- 1 

40' 

30' 

.3353-1 

.3458-1 

6542 

9896-1 

30' 

40' 

.3410-1 

3517-1 

.6482 

9893-1 

20' 

50' 

.3466-1 

.3676-1 

.6424 

9890—1 

10' 

13* 00' 

.3621-1 

3634-1 

6366 

9887-1 

77' 00' 

10' 

.3575-1 

3691-1 

6309 

9884-1 

50' 

20' 

.3829-1 

3748-1 

6252 

9881-1 

40' 

30’ 

3682-1 

3804-1 

6196 

9878-1 

30' 

40' 

.3734-1 

.3859-1 

6141 

.9875-1 

20' 

50’ 

3788-1 

.3914-1 

.6086 

.9872-1 

10* 

14 00' 

3837-1 

.3968-1 

.6032 

.9869- 1 

76 '00' 

10' 

.3887-1 

.4021-1 

5979 

.9866-1 

50' 

20' 

3937-1 

.4074-1 

.5926 

9863 1 

40' 

30' 

.3986 -1 

.4127-1 

.6873 

9859-1 

30' 

40' 

4035 -1 

.4178-1 

5822 

9856—1 

20' 

50' 

.4083-1 

.4230-1 

5770 

.9853-1 

10' 

15'00' 

4130-1 

4281-1 

6719 

.9849-1 

75 00 

10' 

4177—1 

4331-1 

5669 

9846-1 

50' 

20' 

.4223-1 

4381-1 

5619 

9843-1 

40' 

30' 

.4269 -1 

.4430-1 

5570 

9839-1 

30' 

40' 

.4314-1 

.4479-1 

5521 

.9836-1 

20' 

50' 

.4359-1 

.4527—1 

5473 

9832-1 

10' 

16 00' 

.4403-1 

.4575-1 

.5425 

9828-1 

74' 00' 

10' 

.4447-1 

4622-1 

5378 

9825-1 

50’ 

20' 

.4491-1 

.4669-1 

.5331 

9821-1 

40' 

30‘ 

.4533—1: 

.4716—1 

.5284 

SOI /—I 

JO' 

40' 

.4576-1 

.4762-1 

.5238 

981 4-1 

20' 

50' 

.4618-1 

.4808-1 

.5192 

9810—1 

10' 

17 00' 

.4659-1 

.4853-1 

.5147 

.9806-1 

73' 00' 

10' 

.4700 -1 

4898-1 

.5102 

.9802—1 

50' 

20' 

4741—1 

.4943-1 

.5057 

.9798-1 

40' 

30' 

.4781—1 

.4987-1 

.5013 

.9794—1 

30' 

40' 

4821-1 

.5031-1 

4969 

9790-1 

20’ 

50’ 

.4861—1 

5076-1 

.4925 

.9786-1 

10’ 

18 00 

.4900-1 

5118-1 

4882 

.9782-1 

72' 00' 


Log , 0 Cos 

Log J0 c °t 

Log 10 Tan 

Log, 0 Sen 

Grados 














TABLA III. LOGARITMOS DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS (ContmuKiOn/ 


Grodos 

Log, „ Sen 

Log , n Tan 

Lo B| „Co. 

Log Cob 



.4900-1 

.5118-1 

.4882 

.9782-1 

72* OO 

10* 

.4939-1 

.5161-1 

.4839 

.9778-1 

50' 

20' 

.4977-1 

5203-1 

.4797 

.9774-1 

40' 

30’ 

.5015-1 

5245—1 

.4755 

.9770-1 

30' 

40’ 

.5052-1 

5287-1 

.4713 

.9765-1 

20' 

50* 

.6090-1 

-5329—1 

.4671 

.9761-1 

10' 

19’ 00 

.5126-1 

,5370-1 

4630 

.9757-1 

71 00 

10‘ 

5163-1 

5411-1 

4589 

.9752-1 

50' 

20* 

.5199-1 

5451 -1 

.4549 

.9748-1 

40' 

30’ 

.5235-1 

5491-1 

.4509 

.9743-1 

30' 

40' 

.5270-1 

5531-1 

.4469 

.9739—1 

20' 

50’ 

.5306-1 

5571-1 

.4429 

.9734-1 

10' 

20’ 00 

5341-1 

,5611 —1 

4389 

9730-1 

70- 00' 

10* 

5375-1 

.5850-1 

.4350 

9725-1 

50' 

20' 

.5409-1 

5689-1 

.4311 

9721-1 

40' 

30' 

.6443-1 

.5727-1 

.4273 

.9716-1 

30’ 

40' 

.5477-1 

5766-1 

4234 

.9711-1 

20' 

SO' 

.5510—1 

.5004 —1 

.4106 

.0706 1 

10' 

21 00 

.5543-1 

.6842-1 

.4158 

.9702-1 

69 00 

10' 

.5576-1 

.5879-1 

.4121 

.9697-1 

50' 

20' 

.5609-1 

.5917—1 

.4083 

.9692-1 

40' 

30' 

.5641-1 

.5954-1 

,4046 

.9687-1 

30' 

40' 

.5673-1 

.5991 -1 

4009 

.9682-1 

20' 

50' 

.6704-1 

.6028-1 

3972 

,9677-1 

10' 

22 00 

5736-1 

.6064-1 

3936 

9672-1 

68* 00 

10' 

.5767-1 

.6100-1 

.3900 

9667-1 

50' 

20' 

.6798—1 

6138-1 

3864 

9661 -1 

40’ 

30' 

.5828 -1 

.6172-1 

.3828 

9656-1 

30' 

40' 

.5859 1 

.6208-1 

.3792 

9651 -1 

20' 

50 

.5889 -1 

6243-1 

.3757 

9646-1 

10 

23 00 

5919—1 

.6279-1 

.3721 

9640 1 

67 00 

10‘ 

5948-1 

6314-1 

3686 

9635-1 

50' 

20' 

.6978 1 

.6348-1 

3652 

.9629-1 

40' 

30' 

.6007 -1 

6383-1 

3617 

.9624-1 

30' 

40' 

.6036-1 

6417-1 

3583 

9618-1 

20' 

50' 

.6066-1 

.6452-1 

3548 

9613-1 

10' 

24' 00 

.6093-1 

6486-1 

3514 

9607-1 


10’ 

.6121-1 

.6520-1 

3480 

9602-1 

50' 

20’ 

.6149-1 

.6553-1 

3447 

.9596-1 

40' 

30’ 

.6177-1 

.6587-1 

3413 

.9590-1 

30' 

40' 

.6205-1 

6620-1 

3380 

9584-1 

20' 

50' 

.6232-1 

.6654-1 

3346 

.9579-1 

10' 

26 00 

.6259-1 

.6687-1 

.3313 

.9573-1 

65 00' 

10' 

.6286-1 

.6720-1 

3280 

.9567-1 

50' 

20' 

.6313-1 

6752-1 

.3248 

9561-1 

40' 

30* 

.6340—1 

.5/85-1 

.3215 

9555-3 

30 

40' 

.6366-1 

.681 7—1 

.3183 

9549-1 

20' 

50’ 

.6392-1 

.6850-1 

.3150 

9543-1 

10' 

26 00' 

.6418-1 

.6882-1 

.3118 

9537-1 

64 00' 

10' 

.6444-1 

.6914-1 

3086 

.9530-1 

50' 

20' 

.6470-1 

.6946-1 

.3054 

9524-1 

40' 

30' 

.6495-1 

.6977-1 

3023 

9518-1 

30' 

40' 

.6521—1 

.7009-1 

2991 

951 2-1 

20' 

50’ 

.6546-1 

.7040-1 

,2960 

.9505—1 

10' 

27' 00’ 

.6570-1 

.7072-1 

.2928 

.9409—1 

63 ‘00’ 


LogCos 

Log, „ Cot 

lOfl,o Tan 

Log,,, Sen 

Grados 
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TABLA III. LOGARITMOS DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS (continuaddn) 


Grados 

Loo ,o Sen 

Log , n Tan 

Lo B| „Co. 

Log , n Cos 


27‘ 00’ 

6570-1 

.7072-1 

.2928 

.9499-1 

63 00 

10' 

.6595-1 

.7103-1 

.2897 

.9492—1 

50' 

20' 

6620-1 

.7134—1 

.2866 

.9486—1 

40' 

30' 

.6644-1 

.7166—1 

.2835 

.9479-1 

30' 

40‘ 

6668-1 

.7196 1 

.2804 

9473-1 

20' 

50' 

6692—1 

.7226-1 

.2774 

.9466-1 

10' 

28' 00' 

.6716-1 

.7257-1 

.2743 

9459-1 

62' 00 

10' 

.6740-1 

.7287-1 

.2713 

.9453 1 

60' 

20' 

.6763-1 

.7317-1 

.2683 

.9446-1 

40' 

30' 

.6787—1 

7348-1 

.2662 

.9439-1 

30' 

40’ 

.6810-1 

.7378-1 

.2622 

.9432-1 

20' 


.6833-1 

.7408-1 

.2592 

.9425-1 

10’ 


6866-1 

.7438-1 

.2562 

.9418—1 

61 00 


.6878-1 

.7467-1 

2533 

9411-1 

50' 


.6901—1 

.7497—1 

2503 

9404-1 

40' 


.6923-1 

.7526-1 

2474 

9397-1 

30' 


.6946-1 

.7556-1 

.2444 

9390-1 

20' 


6988— 1 

7586-1 

2415 

9383—1 

10' 


.6990-1 

7614-1 

.2386 

.9375-1 

80* 00 

10' 

.7012-1 

,7644-1 

.2356 

.9368-1 

50' 

20' 

.7033-1 

.7673-1 

,2327 

.9361 -1 

40' 

30' 

7056-1 

.7701 -1 

.2299 

.9353-1 

30' 

40' 

7076-1 

.7730-1 

.2270 

.9346-1 

20' 

50' 

.7097-1 

.7759-1 

.2241 

.9338-1 

10' 

31 ’ 00 

.7118-1 

.7788-1 

.2212 

9331 — 

59' 00 

10' 

.7139-1 

,7816-1 

.2184 

.9323-1 

50' 

20' 

.7160-1 

.7845-1 

.2155 

9316—1 

40' 

30' 

.7181-1 

.7873-1 

,2127 

.9308-1 

30' 

40' 

.7201—1 

.7902-1 

,2098 

.9300-1 

20’ 

50' 

.7222-1 

. 7930-1 

.2070 

.9292-1 

10' 

32' 00' 

.7242-1 

.7958-1 

.2042 

.9284-1 

68'00 

10' 

.7262—1 

.7986-1 

,2014 

.9276-1 

50' 

20' 

7282-1 

.8014-1 

.1986 

.9268-1 

40' 

30' 

.7302-1 

.8042-1 

1958 

.9260-1 

30' 

40' 

.7322-1 

.8070-1 

.1930 

.9252-1 

20' 

50' 

.7342-1 

.8097-1 

.1903 

.9244-1 

10' 

33 00 

.7361-1 

.8126-1 

.1875 

.9236-1 

67 00 

10' 

7380-1 

.8163-1 

.1847 

.9228-1 

50' 

20' 

7400-1 

.8180-1 

.1820 

9219-1 

40’ 

30' 

7419—1 

8208-1 

.1792 

.9211—1 

30' 

40' 

7438-1 

.8235-1 

.1766 

9203-1 

20' 

50' 

.7457-1 

.8283-1 

.1737 

.9194-1 

10' 

34' 00' 

.7476-1 

.8290-1 

.1710 

.9186-1 

58*00' 

10' 

7494—1 

8317—1 

1683 

9177—1 

60' 

20' 

7613-1 

.8344-1 

.1656 

.9169-1 

40' 

30' 

7631—1 

.0371—1 

.1029 

.9100—1 

30" 

40' 

.7650-1 

.8398-1 

.1602 

.9151—1 

20' 

50' 

7668—1 

8425-1 

.1575 

9142—1 

10' 

35' 00' 

.7686—1 

. 8452-1 

1548 

.9134—1 


10' 

7604-1 

.8479-1 

1521 

.9125-1 

50' 

20' 

7622-1 

.8506-1 

.1494 

9116— 

40' 

30' 

7640-1 

8633 1 

.1467 

9107—1 

30* 

40' 

7657-1 

8559-1 

.1441 

.9098-1 

20' 

50' 

.7675-1 

.8586-1 

1414 

.9089—1 

10* 

36' 00' 

.7692—1 

.8613—1 

.1387 

.9080-1 

64' 00' 


Log 10 Cos 

Log 10 Cot 

Log |0 Tan 

Log, 0 Sen 

Grados 
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TABLA III, LOGARITMOS DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS fconlmuaciOr)) 


Grado* 

Log , 0 Sen 

Log I0 Tan 

Log I0 Cot 

L°g io Cos 


36‘ 00' 

.7692-1 

.8613-1 

.1387 

.9080-1 

54 * 00 * 

IQ- 

.7710-1 

.8639—1 

.1361 

.9070-1 

50* 

20* 

.7727—1 

.8666—1 

.1334 

.9061-1 

40* 

30’ 

.7744—1 

.8692—1 

.1308 

9052-1 

30* 

40* 

.7761—1 

8718-1 

.1282 

.9042-1 

20* 

60' 

.7778-1 

.8745—1 

.1256 

.9033—1 

10* 

37*00* 

.7795—1 

.8771—1 

1229 

.9023-1 

63*00* 

10* 


0797—1 

.1203 

.9014—1 

50* 

20* 

.7828-1 

.8824-1 

.1176 

.9004-1 

40* 

30* 

.7844—1 

.8860-1 

.1160 

.8996-1 

30* 

40* 

.7861—1 

8876—1 

.1124 

8985-1 

20* 

60* 

.7877—1 

8902-1 

.1098 

.8975-1 

10* 

38 00' 

7883—1 

8928-1 

.1072 

.8965—1 

52 * 00 ' 

10* 

.7910—1 

8964-1 

,1046 

8965-1 

50* 

20‘ 

.7928-1 

.8980-1 

.1020 

.8946-1 

40* 

30* 

.7941—1 

.9006-1 

0994 

.8936-1 

30* 

40* 

.7967—1 

.9032—1 

0968 

8925-1 

20* 

fiO* 

7973—1 

ftORR—1 

0947 

ARIfi—1 

10* 

39 00* 

.7989-1 

9084-1 

.0916 

8905-1 

61 *00* 

10* 

.8004—1 

.9110—1 


8895-1 

50* 

20* 

.8020-1 

9135-1 

.0865 

8884-1 

40* 

30* 

.8035- 1 

.9161-1 

.0839 

8874-1 

30' 

40* 

.8060—1 

.9187—1 

0813 

.8864—1 

20* 

50* 

.8068-1 

.9212-1 

.0786 

.8853-1 

10* 

40* 00* 

8081—1 

9238-1 

.0762 

8843-1 

60*00* 

10* 

.8096—1 

.9284—1 

.0736 

.8832-1 

50* 

20* 

.8111—1 

9289-1 

.0711 

.8821-1 

40* 

30* 

,8126-1 

.9316-1 

.0685 

8810-1 

30* 

40- 

.8140-1 

.9341 — 

.0659 

.8800-1 


BO* 

.8165—1 

.9366— 

.0634 

.8789-1 

10* 

41*00* 

.8169-1 

.9392— 

,0608 

.8778-1 

49*00* 

10* 

.8184—1 

.9417-1 

0683 

.3767-1 

50* 

20' 

.8198—1 

.9443-1 

.0657 

.8758-1 

40* 

30* 

.8213—1 

.9468—1 

.0632 

.8745-1 

30* 

40* 

.8227-1 

.9494-1 

.0506 

.8733-1 

20* 

50* 

.8241—1 

.9519—1 

.0481 

8722—1 

10* 

42 * 00 * 

.8266—1 

.9644-1 

.0466 

8711-1 

48* 00* 

IQ- 

.8269—1 

.9670—1 

,0430 

8699-1 

50* 

20* 

,8283--1 

.9695-1 

.0405 

8888-1 

40* 

30* 

.8297—1 

,9621—1 

.0379 

.8676-1 

30* 

40* 

.8311—1 

.9648—1 

.0354 

.8865—1 

20* 

50* 

.8324—1 

.9671—1 

.0329 

.8653-1 

IQ- 

43* OO 

.8338—1 

.9697—1 

.0303 

8841—1 

47* 00 

10* 

.8351-1 

.9722-1 

.0278 

.8629-1 

50* 

20* 

.8365—1 

.9747—1 

.0263 

.8618-1 

40* 

30* 

.8378—1 

.9772—1 

.0228 

.8606-1 

30* 

40* 

.8391—1 

.9798-1 

.0202 

.8594-1 

20* 

50* 

8406—1 

.9823—1 

.0177 

.8582—1 

10* 

44*00* 

.8418-1 

.9948—1 

.0152 

.8569-1 

48* 00* 

10* 

.8431-1 

.9874—1 

.0126 

.8667-1 

50* 

20* 

.8444-1 

.9899-1 

.0101 

.8545-1 

40* 

30* 

.8457—1 

.9924—1 

.0076 

8532-1 

30* 

40* 

.8469—1 

.9949—1 

.0061 

8520-1 

20* 


.8482—1 

.9975—1 

.0026 

.8607-1 



.8495—1 

.0000 

.0000 

8495—1 



Log, 0 Coe 

L°g 10 Cot 

Log 10 Tan 

Log 10 Sen 

Gradoi 























422 Algebra y trigonometria 




N * Cuadrado Ral * 

cuadrada 


1.000 

1,414 

1.732 

2.000 

2.236 

2.449 

2.646 

2,828 

3.000 

3,162 


3.317 

3.464 

3.606 
3.742 
3.873 
4.000 
4 123 
4.243 
4.359 
4.472 


4.583 

4.690 

4,796 

4.899 

6.000 

6.099 

6.196 

6.292 

5.385 

6.477 


6.668 

5.667 

5.745 

5.831 

5.916 

6.000 

6.083 

8.164 

6.245 

6.326 



1 681 
1 764 
1 849 

1 936 

2 025 
2116 
2 209 
2 304 
2 401 
2 600 


6.403 

6,481 

6.557 

6,633 

6.708 

6.782 

6.856 

6,928 

7.000 

7.071 


1 331 
1 728 
21 
27 

3 375 

4 096 
4913 

5 832 

6 869 
8 000 


9 261 
10 648 
12167 
13 824 
16 626 
17 576 
19 683 
21 952 
24 389 
27 000 


29 791 
32 768 
35 937 
39 304 
42 875 
46 656 
50 663 
54 872 
59 319 
64 000 


68 921 
74 088 
79 507 
85184 
91 125 
97 336 
103 823 
110 592 
117 649 
125 000 


Ralz 

cubica 


1.000 

1.260 

1.442 

1.687 

1.710 

1.817 

1.913 

2.000 

2.080 

2.154 


2.224 

2.289 

2.351 

2.410 

2,466 

2 570 

2.571 

2.621 

2.668 

2.714 


2,769 

2.802 

2,844 

2.884 

2.924 

2.962 

3.000 

3.037 

3.072 

3.107 


3.141 

3.175 

3,208 

3.240 

3.271 

3.302 

3.332 

3.362 

3.391 

3.420 


3.448 

3.476 

3.503 

3.530 

3.557 

3.583 

3.609 

3.634 

3.659 

3.684 


N * Cuadrado 


2 601 
2 704 
2 809 

2 916 

3 025 
3 136 
3 249 
3 364 
3 481 
3 600 


3 721 

3 844 

3 969 

4 096 
4 225 

4 356 

4 489 
4 624 
4 781 
4 900 


5041 
6.184 
5 329 
5 476 
5 625 
5.776 

5 929 

6 084 
6 241 
6 400 


Ralz 

Cuadrada 



8 281 
8.464 
8 649 

8 836 

9 025 
9 216 
9 409 
9 604 
9 801 

10000 



7.348 

7.416 

7.483 

7.550 

7.616 

7.681 

7.746 


7.810 

7.874 

7.937 

8.000 

8.062 

8.124 

8185 

8.246 

8.307 

8.367 


6.426 
8.485 
8.544 
8.602 
8.660 
8.718 
8.776 
8832 
8 868 
8 944 


9,000 

9.055 

9.110 

9.165 

9,220 

9.274 

9.327 

9.381 

9.434 

9.487 


9 539 
9.592 
9.644 
9.696 
9747 
9.798 
9.849 
9.899 
9 950 
10.000 


132.651 
140 608 
148 877 
157 464 
166 376 
175 616 
185 193 
195 112 
205.379 
216 000 


226 981 
238 328 
250 047 
262 144 
274 626 

207 490 

300 763 
314 432 
328 509 
343 000 


367 911 
373 248 
389 017 
405 224 
421 676 


612 000 


531 441 
551 368 
571 787 
692 704 
614 125 
636 056 
658 503 
681 472 
704 969 
729 000 


763 671 
778 688 
804 357 
830 584 
857 375 
884 736 
912 673 
941 192 
970 299 


Raiz 

cubica 


3,708 

3.733 

3.756 

3.780 

3.803 

3.826 

3.849 

3.871 

3.893 

3915 


3.938 

3.958 

3.979 


4.021 

4.041 

4.062 

4,082 

4.102 

4.121 


4.141 

4,160 

4.179 

4.198 

4.217 


166 533 

4 

174 552 

4 


4.327 

4,344 

4.362 

4.380 

4,397 

4.414 

4.431 

4448 

4.465 

4.481 


4.498 
4.514 
4.531 
4.547 
4.563 
4.579 
4 595 
4610 
4626 
4.642 
















Respuestas 


Seccion 1.1 

3 {l/x|x es un numero entero positivo mcnor quc 10}. 

5 {2,4,6,8,10,12,14,16,18}, {x|x cs multiplo dc 2 y es mcnor quc 20}. 

7 {x 2 |x es un numero entero positivo menor que 6}. 

9 {3x - 2|x es un numero entero positivo mcnor que 6}. 

19 (a), (b), (c), (d) y (e) son equivalentcs; (a), (b), (c) y (d) son igualcs. 


Secci6n 1.2 

1 (a) Falsa. (b) Falsa. (c) Verdadera. 

(d) Falsa. (e) Verdadera. (0 Falsa. 

(g) Verdadera. (h) Verdadera. (i) Falsa. 

3 {r} y {r.s}. 

5 (a) {a,b,c,d}. 

(b) {a, b, c}, {a, 6, J], {a.c.d}, {h.c,d}. 

(c) \a,b), {a, c}, {a,d}, {b.c}, {b.d}, {c.d}. 

(d) {«}. {b}. {e}, {d}. 

(c) 0- 


7 Uno, A = 0. 


9 (a) Verdadera. 

(b) Falsa. 

(c) Verdadera. 

(d) Falsa. 

(e) Verdadera. 

(0 Falsa. 

(g) Falsa. 

(h) Verdadera. 

(i) Falsa. 

(j) Falsa. 


4 

11 (a) Si. 

(b) Si. 

(c) No necesariamente. 

(d) Si. 

(e) Si. 

(0 Si. 

15 (a) {6, 7, 8.9}. 

(b) {0.1,6,7, 8,9}. 

(c) {0,1,2,3,8,9}. 

(d) {0.1,2,3,4,5}. 

(e) 0. 

(0 U. 
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Seccion 1.3 


1 

{a) {1,2,3,4. 5} 

(b) {2,3,4,5,6,7} 

(C) {6,7} 


(d) U 

(e) ft 

(0 {4.5} 


(g) A 

(h) 0 

(i) U 


(j) o 

(k) {0,1,6,7,8,9} 

(1) {0.1,2.3,8,9} 


(m) {6, 7,8,9} 

(n) U 

(o) 0 

3 

(a) {e} 

(b) {'I 

(c) 0 


(d) A 

(e) 0 

(0 E 

5 

(a) U 

(b) X 

(c)X 

7 

X u X' = U y X n X' 

= 0 


11 

(a) Verdadera 

(b) Falsa 



(e) Falsa 

(fi Verdadera 

13 

n(K) = 61 



15 

n(V) = 50 



17 

n(A ufluC) = n(A) 4- n(B) 4- n{C) - n(A n B) - n(B n C) - n(C n A). 

19 

(a) 2 

(b) 3 

(c) 6 


(d) 4 

(c) 9 

(0 6 

21 

n(A x B) = n(A) • n(B) 



25 

(a) Verdadera 

(b) Verdadera 

(c) Falsa 


(d) Falsa 

(e) Falsa 

(0 Verdadera 


Scccion 2.1 


1 (a) Axioma 4 (b) Axioma 2A 

(e) Axioma 2M (0 Axioma 3M 

3 (a) 10 4- (8 4- 20) por Axioma 2A; cn seguida, apliquese Axioma 3A. 

(c) 3• (4- 10) + 3-2 por Axioma 4; en seguida, apliquese Axioma 3M. 

(e) (40 4- 30) • 100 4* (40 4- 3) • 2 por Axioma 4; en seguida, apliquese Axioma 4. 

(g) (3 • 10)-20 por Axioma 2M; en seguida, apliquese Axioma 2M. 

5 (a) Axiomas 4 y 5M. 

(c) Axiomas 4 y 5M. 

7 (n • b) z = (a ■ b)(a b) = a-(h(a-b)j = a((a • b) ■ b) = a(a ■ (b ■ b)) = (a ■ a)[b -b) = a 2 -b z ; 
^cuales axiomas se aplican en cada paso? 

11 La union de dos conjuntos es tambien un conjunto; la intersection de dos conjunlos 
es tambitii un conjunto. 

13 Los axiomas dc conmutatividad corresponden a A u B = B u A yAr\B = BnA 
para conjuntos cualesquiera A y B. Los axiomas de asociatividad corresponden a 
(A u B) kj C = A v (B u C) y (A n B) n C = A r> (B n C) para conjuntos cuales¬ 
quiera A, B y C. 
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Seccion 2.2 

1 Av<l> = Ay<[>\jA = A, para todo conjunto A. 

2 Vcase la dcmostracion de (-a)b = -( ab ) en Tcorema 2.3. 

7 Haganse c = -1 cn el problema 6. 

9 Si a 4- u = 0, cntonces — ci +- [a + u) = —a + 0, de modo quQ (—ci +- a) + u = —a 
por los Axiomas 2A y 5A. Asi, 0 + u — -a por Axioma 6A y u = -a por Axioma 5A. 

Seccion 2.3 

1 (— w)*( —m) U nm por Teorema 2.3. de modo que. si n y m son positives, cntonces 
(-n)-(-m) es posilivo. 

3 u • 0 = 0 por Teorema 2.2 y 0 es un entero. 

5 ( — #i) -t- ( — m) = — (n + m) por Teorema 2.4 y n + m es positivo. 

7 15 = 3*5. Los divisores positivos de 15 son 1; 3; 5 y 15. 

9 KnJ = {1,2,4,8,16}. El maximo comun divisor es 16. 

11 Vease el ejemplo ilustrativo 2 en la presente seccion. 

15 Si n = 2r y m = 2s, cntonces n * m = (2r)(2s) = 2{r{2s)) por Axioma 2A. Asi. n * m = 2f 
donde t = r(2s), que es cl producto de dos enteros 

17 Axioma 5M. i?or qu6? 

19 Si x = 2r + 1 e y = 2s + 1, cntonces 

xy = (2r + 1) • (2s + 1) = 2r(2s -t- 1) + (2s + 1) por Axioma 4 
= (2(r(2s + 1)) + 2s) + 1 por Axioma 2A y 2M 
= 2(r(2s + 1) -f s) + 1, de modo que xy = 2u + 1 

donde u es el entero r(2s + 1) + s. 

21 Si x es un entero positivo, tambien lo es x 2 . Si x es el negativo - n de un entero /t, cnton¬ 
ces x 2 = (— n) * (— /i) = ir que es un entero positivo. Si x = 0, cntonces x 2 = 0. 

Seccion 2.4 

1 Indication: Si a = -a , entonccs a + a = 0; en seguida apliquese Axioma 4. 

7 Si a{bc) = 0. entonces a = 0 6 be = 0 por Teorema 2.6; en seguida, vuelvase a utilizar 
cl Teorema 2.6. 

11 Si (a + c)l(b + c) = a/b , entonces (e + c)b = c:(b + c ) por Teorema 2.19, de modo que 
ab + cb = ab 4- ac por Axioma 4 y cb = cc por la ley de cancelacion para la adicion. 
Por tanto, c = 0 6 a = b por la ley de cancelacion para la multiplicacion. 

Seccion 2.5 

1 (a) 3/5 

(c) -1473/100 


(bl 29/4 
(d) -22/7 
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3 (a) 5 (b) 1 

(c) 12 (d) 3/2 

5 Indication: Dos decimales exactos pueden expresarse con un mismo denominador, 
el cual es una potencia de 10. 

13 Muestrese que si n es divisible por 3, entonces n 2 es divisible por 3, pero si n deja 1 6 2 
como residuo al ser dividido por 3; entonces n 2 no es divisible por 3. 

Section 3.1 


1 

3a + b — 1, a + 5b — 7 

3 

6x + 6 y - z , 2x + 3 z 

5 

— 8.x - 11 y y 12.x - y 

7 

— 2x - 4 y 

9 

1 

1 

vg 

1 

11 

S' 

1 

# 

1 

SO 

13 

13x - lOy 

15 

a 2 - (b 2 - 2be + c 2 ) 

17 

4.x 2 - (4y 2 + 4y + 1) 

19 

(c - a)x, -(a - c)x 

21 

(u + l>)x, -(—a - b)x 

23 

7 

25 

17 

27 

5 

29 

35 

31 

2 

33 

-4 

35 

a 2 

37 

-a 3 

39 

2(a 3 - a) 

Seccidn 3.2 



1 

a 9 

3 

3x 12 

5 

y 24 

7 

a 2 " 

9 

125c 3 

11 

32a 15 

13 

a tMl " 

15 

2»x» 2 

17 

2x 2 +x - 15 

19 

16x 2 - 4y 2 

21 

r 3 — r 2 s — rs 2 + s 3 

23 

x 3 + y 3 

25 

x 2 + 4y 2 - 4xy + 6x - 12y + 9 

27 

a 3 + 3a 2 b + Jab 2 + b 3 

29 

a 6 — 3 a*b + 3 a 2 b 2 — b } 

31 

2x 4 - 3x 3 - 10x 2 + 6x + 8 

33 

x 3 - 2x 2 - 5x + 6 

35 

x 6 - 8y 6 

37 

a 2n+ * - a 2 " - 7a" 11 + 7a" + 10a - 10 



39 

x 4 " - 2x 2 "y 2n + y 4 " 

41 

x 4 - 4x 3 y + 6x 2 y 2 - 4xy 3 + 

43 

a 4 + 4a 3 + 6a J + 4a + 1 

45 

x 1 - 8x 3 + 24x 2 - 32x + 16 


Secci6n 3.3(1) 

1 3y 2 -2x 2 
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3 2x 2 /y — 3x 3 

5 3x - 4y + 6x 2 y 2 

7 x 2 - 7x + 10 s (x - 2)(x - 5) 

9 3x 2 - 13x + 4 = (3x - l)(x - 4) 

11 2x 3 - 7x 2 + 1 lx - 4 s (x 2 - 3x + 4)(2x - 1) 

13 x 2 y - 6x J - 12 xy 2 - 6y 3 = (-3x 2 - 4xy - 12y 2 )(2x - 3yj - 42/ 
15 4x 3 + 5 + 4x 2 - 13x = (2x 2 - 3x + l)(2x + 5) 

17 5x 3 — 2x 2 + 3x — 4 = (5x + 8)(x 2 - 2x + 1) + (14x - 12) 

19 x 6 _ yt = ( X 5 + x *y + + xy* + y s )(x - y) 

Seccion 3.3(2) 

1 Q = 3x + 7, R =* 17 

3 (7 = x 2 - 4x + 8, R = —7 

5 (a) Q = x 3 - 3x - 10, R = -28 

(b) Q = x 3 - 3x 2 - 4, R = -4 

7 (a) 0 = 3x 3 + 6x 2 + 12x + 17, R = 14 

(b) 0 = 3x 3 - 6x 2 + 12x - 31, R = 42 

9 x 3 - 2x 2 + 3x - 4 = (x 2 + x + 6)(x - 3) + 14 

11 x 4 - 5x 3 + x 2 - 6 s (x 1 - 4x 2 - 3x - 3)(x - 1) - 9 

13 14 

15 -9 

Seccion 3.4 

1 6ax — 8 ay 
5 4x 2 - 9 y 2 
9 4x 2 +• 28xy + 49/ 

13 x 2 / - 2x/z 2 >v + zV 
17 4x 2 + I2xy + 9/ — 9 
21 x 3 + 8 

23 x 2 + 6xy + 9 y 2 - 4z 2 + 16ztv - 16/ 

25 a 1 + b 2 + c 2 + d 2 - 2ab + 2ac - 2 ad 
27 4(x + 2y) 3 + 2(x + 2y) - 12 
29 8x 3 4- 36x 2 y + 54x/ + 27 y 3 


3 —21x 3 y — 28x/ 

7 x 4 - 16/ 

11 x 2 — 7x + 10 
15 28x 2 — 9xy - 9/ 

19 x 2 + 4/ + z 2 - 4xy - 2xz + 4yz 


- 2bc + 2 bd - 2cd 
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Section 3.5(1) 


1 

4(jc - 5) 

3 

3y(y - 3) 

5 

xyz\yz - 3x + Sy 2 ) 

7 

(2x 4- 5)(3y - 4x) 

9 

2z(x + 3 y)(z - 3x) 

11 

(3 - a)(3 + a) 

13 

(15a 4 - 86)(15a 4 + 86) 

15 

x{xy 2 - 5 d 3 )xy 2 + 5d 3 ) 

17 

(x +2y- z)(x + 2 y + z) 

19 

(a + 6 + c + J)(a + h — c — d) 

21 

[9(4x - 3 y) + 5(3z + w)][9(4x - 3 y) - 

5(3z -f 

*v)] 

23 

(x - 4) 2 

25 

(3xy + 11) 2 

27 

5(2 - 3w) 2 

29 

(7 - x) 2 

31 

(a - 2)(a 2 + 2a + 4) 

33 

(2x 2n + 3)’ m )(4x 4 " - 6x 2 "y" + 9y 2 ' 

35 

(x - 5y)(19x 2 - lOxy + 7y 2 ) 

37 

1 

X. 

1 

X, 

39 

( ab - 3)(a6 + 4) 

41 

(7x - 2)(5x - 2) 

43 

(3<i - 4)(2a + 5) 

45 

(x + y - 5)(x + y - 2) 

47 

(4x + 2y - 5)(2x + y + 2) 



49 

2(2a + 2b + c + d)(3a + 36 - 5c - 5«*, 



Section 3.5(2) 



1 

(a + 6)(x - y) 

3 

(x - 2)(x 2 + 4) 

5 

(a - 3)(2 - 6 J ) 

7 

(x - l + y)(x - l - y) 

9 

(2* + y - 2)(2x -y+ 2) 

11 

(x + y 4 z - tv)(x 4- y - z 4- w) 

13 

(x + 2 y- 3)(x + 2y + 2) 

15 

(x 2 - xy - 3y 2 )(x 2 + xy - 3y 2 ) 

17 

(a 2 - 2a6 + 3b 2 )(a 2 + 2a6 + 36 J ) 



19 

(b 2 + 26c + 5c 2 )(6 2 - 26c + 5c 2 ) 

21 

(x - 2y)(3a + 46 + c) 

23 

(z 3 - 2)(z + 4) 

25 

(a 4 + 6 4 )(a 2 + b 2 )(a + 6)(a - 6) 

27 

(x - 2 )(x + 2y 4- z) 

29 

3(z - x)(x + 2y + 2 ) 

Section 3.6 



I 

4 


fl 2 X 2 

* 

9 

j 

y J 

5 

a 

1 

X + 1 


x + y 


X 

9 

x + 4 

11 

y + 2 

* 

x -4 

1 A 

>- + 5 
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n 3a + 1 

1 5 

2(3 - x) 

13 2a — 1 


x+ 5 

17 * + 6 

x 3 + 6x + 36 

19 

x 3 + 2xy + y 2 
x 2 + y 2 

21 

3 - a 

23 

x - 4 

Secci6n 3.7 



■ i 

3 

(3x - 4y)(3x + Ay) 

12xy 

r 23-2x 

7 

2x 3 - y 3 

18 



9 

5x — 3 

11 

5yz — Axz + 3 xy 

xyz 

, 3 5(1-x) 

15 

2x 2 — 9x — 9 

3(x - 4) 

(2x - 3)(x - 5)(x - 6) 

.. 4a 2 4- 9a + 29 

19 - 

5 

17 - 27 


(x + 2)(x + 3) 

8y 4 -28y 3 + 21y 3 + 27y-35 

23 

xz - X 2 -f xy - y 2 4 - yz - z 2 

(2 y - 3) 2 (y 4- 1) 


(X - y)(y - r)(z - x) 

Secct6n 3.8(1) 



i « 

3 

i 

5 A 

7 

15x 

4y 

o 40x3 

11 

X 

9 81 

11 

x 2 4- xy 4- y 2 

13 —-—— 

x 4- 3 

15 

X 4- 1 

(x + 4)(x + 5) 

17 * + 2 

— 2) 

19 

y 

21 1 

23 

2 + 3x 
x 2 (x + 1) 

Secci6n 3.8(2) 



‘ -f 

3 

X 

z 

2y + 5x 

2y - 5x 

7 

X - 1 
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9 (3a- + 2y)(y - 2x) 

11 

x 2 + xy + y 2 

x 2 + 2xy + y 2 - x 

Seccion 3-9 



1 8 

3 

3/ 

X 2 

5 *e! 

3/ 

7 

cd(« + b ) 
ab 

n (« + W 
ab 

11 

^nmy2 hi 

Seccion 3-10 



1 5 

3 

4 

5 # 

7 

61 

9 81 

11 

Tx 

13 *yi 

15 

# 

17 1 

64xy 5 

19 

5x 2 

3y 

21 a -f 2 Jab 4* b 

23 

x + y 

t 2 , 2. 

27 

a" 1 ' 2 + 2 v'a - a 

Zj A -f- — -r —=■ 

y y 

a 1 

29 |a - 1| + |x + I| 



Seccion 3-11 



1 2J2 

3 

1 

5 -5^5 

7 

3xy 2 J3xy 

9 3zx 2 y^j3zy 2 

11 

5^/35/21 

13 bja 2 +c 2 

15 

v / 3xy/y 2 

17 ^12/4 

19 

3x J4xy/2y 

2J (a + 3)Jx/x 

23 

xyt/nxV/9 

25 J5 

29 xJTTTz/y 

27 

2 /45x/3x 

Seccion 3-12 



1 4^3 

3 

njl 

5 -J2J2 

7 

14^/3 
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9 

1072 

11 

13 

-s/*Ty 

15 

17 

3275/3 

19 

Section 3-13 


1 

J6S 

3 

5 

(x - y)Jx + y 

7 

9 

2*f3 

11 

13 

-2 

15 

17 

(3 - V5)/2 

19 

21 


23 

25 

yi5/10 

27 

29 

x 2 J 1 -X 2 

31 


1 - x 2 


33 

X 2 - xjy 

i 

35 


x* — y 


37 

X 2 {J* 2 — 1 + yjx + 3) 

39 

x 2 - x - 4 

41 

X 2 + X + 2jxJx 2 - 1 - 1 

43 

1 + X - X 2 

45 

(2VJ+3V2- 730)/12 

47 

49 

1,094 



(a + ih + J_) >b 

(ac 2 + b 3 c + a*b 2 )yfabc 
5 , 2 


2^/13 

(x + y)Jx 2 - xy+ y 2 
2(75 + V?) 

-13 - y/15 

f 

tfla^lb 

r* 

( 5^7 + 5 ^ 1/4 

-(57 + 13V2i)/12 

2.x: 2 - 2x7x 2 - 9 - 9 
9 

2(4 + 2 4/3 + 4/9)/5 
3,134 


Capitulos 1-3 

PROBLE tyAS DE 

REPASO 

1 (c) 

3 

(c) 

5 (e) 

7 

No 

9 Si 

11 

Si 

(2 - x 2 ) 

13 Si 

15 

(1 - X 2 ) 3 ' 2 

17 No 

19 

3/2- 1072 

“ 7 ^ 

25 

1 
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Seccidn 4.1 


7 Indicacidn: 
11 Indicacidn: 
13 Indicacidn: 
17 Indicacidn: 

19 Indicacidn: 


Utilicese Teorema 4.7. 

Procedase como en el problema 8. 

Consid6rense por separado los casos a>b^O t a>Q>b, 0^a>b. 
Utilicese Teorema 4.8. 

Debemos demostrar que ^ + j>£ + |>^ + -. L p OT qu e? 


Secci6n 4.2 


I -6,5, -5, -1,0, 0,333, i /4, 2,3, 2 3 


5 (0, (1), 

7 (a) ±2 
(d) ±i 
(g) 9, -3 
(j) Ninguno 

15 (a) Verdadero 

17 Dos 


*i + 

2 ) 

(b) ±y/S (c) ±3 

(e) 7. -3 (0 4 

(h) 6, -4 (i) 6, -2 

(k) Ninguno ( 1 ) 8, 2 

(b) Verdadero 


Seccidn 4.3 

3 («) (3.2) (b> (—4,6) (c) (5,0) 

5 II, IV, III, I, II, IV 

7 (a) (8,4), (4, -4), (-4,4) (b) (-1,6), (3, -2), (-3, -4) 

11 (a) (-1.1) (b) (V-, -f) (c) (-1,0) 


Section 4.4 


1 (a) /34 
(c) 3/2/4 
(e) 8 

3 (a) 13 

9 /t = 6 

15 (2/3, -1 ^4v^N5 (-2/3, 
17 (±a/2/2,0) y (0, ±a/2/2) 


(b) /106 

(d) 13_ 

(0 /(x + l) 5 + (>- - 3) 2 

(b) 2/34 


1+4/3) 


19 (1,0), (0, -1), (1//2.1//2). (-i, n /3/2) 
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Section 4.5 

1 (a) (x - 3) 2 + (y - l) 2 = 25 (b) (x - 4) 2 + (y + 2) 2 = 9 

(c) (x + l) 2 + (y - 3) 2 = 9 (d) (x - 2) 2 + {y + 4) 2 = 25 

3 x 2 + y 2 = r 2 

5 (a) Todos los puntos del piano. 

(b) Todos los puntos que estan sobre o entre las circunferencias con centros en (2, - 7) 
y radios 1 y 3. 

Section 4.6 

1 (a) sup — 3 r no hay inf 

(c) sup 0, inf— 3 

Secci6n 4.7 

1 4rjl 
3 2 n, Jt/2, ti/3 

Section 5.1(1) 

1 (a) Dominio, todos los numeros reales; recorrido, todos los numeros reales. 

(b) Dominio, todos los reales no negativos; rccorritjo. todos los realcs no ncgativos. 

(c) Dominio. todos los numeros reales; recorrido. todos los realcs no negativos. 

(d) Dominio, todos los reales entre 2 y - 2 inclusive ;(j^corri^ t 3o.dosiosju^iles^ entre 0 
y 2 inclusive;] 

(ej Dominio, todos los realcs mayorcs que o igualcs a 1 o mcnorcs que o iguales a — 1; 

recorrido. todos los reales no negativos. 

(0 Dominio, todos los reales cxccpto 1; recorrido, todos los reales excepto - 1. 

(g) Dominio, todos los reales excepto 3 y — 1; recorrido, todos los realcs excepto los que 
son iguales a — 1 6 0, que estan entre ellos. 

(h) Dominio, todos los reales; recorrido. todos los reales mayores que o iguales a —2. 

3 (a) Dominio 1, 2, 3; recorrido 2, 3, 4. 

(b) Dominio 1, 2; recorrido 2, 3, 4. 

(c) Dominio R ; recorrido R. 

(d) Dominio R\ recorrido R. 

(e) Dominio, todos los reales menores que o iguales a 1; recorrido R- 

(f) Dominio R; recorrido, todos los reales menores que o iguales a 1. 

(g) Dominio, todos los reales entre - 1 y 5 inclusive; recorrido, todos los reales entre 0 
y 6 inclusive. 

(h) Dominio R ; recorrido R. 

(i) Dominio R excepto 7; recorrido R excepto 3. 

(j) Dominio, todos los reales entre — 1 y 1 inclusive; recorrido, todos los reales entre — 1 
y 1 inclusive. 

5 (a) Dominio, todos los reales; recorrido, todos los reales no negativos. 

(b) Dominio, todos los reales; recorrido todos los reales mayores que o iguales a — J. 


(b) no hay sup ni inf 
(d) sup 1, infO 
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(c) Dominio, todos los numeros no negativos; recorrido, todos los reales: relacion 
1 0.0.-2. 10 9 1.2,32,3*1 

11 0,1,2,-2 13 6.-3,4 

15 A = nx 2 ,x-*Kx I 17 0,15,20,15,0 

19 1,0,-1,0,0,1 23 (a) 3. (b) 1/ax 

Seccion 5.1(2) 

1 /+ g : 5x - 1; fg : 6x 2 - 5x - 6; dominio f/g : (2x - 3)/(3x + 2, todo x * -§; 
f°9 : 6x + 1; gof: 6x - 7 

3 /+ 9 : “3* s -x + 4- fg: 9x J - 18x 2 + 8x; f/g : (4 - 3x)/(2x - 3x 2 ), x * 0, J; 
f°g :9x* - 6x + 4; g°f: -27x 2 + 66x - 40 


5 f+g:x 3 + y /x,x>0:fg:x i y /x,x 
gof : Xy/x, x > 0 

7 /(x) = 1 - x 2 

9 g(x ) = x 2 + 1 

11 (f°g)°h : x 1 -,f“{goh): x 2 ; si 
Sccci6n 5.2 

i -i 
5 2,5 
9 1 

Seccion 6.2 

1 + 

5 + 

9 + 

13 + 

17 1 o IV 
21 I o IV 
25 II 

29 send = $; cosd = -j 
33 sen 0 = - 1; cos 0 = 0 
37 sen 0 = tan 0 = $ 

41 send =- vTT/ 6; tan 0 = - y/U/5 
45 sen 0 = ± 2/ /U; cos 9 = ± 3/ 7D 


0;f/g : l/x iJ2 ,x / 0 J°g: xjx,x> 0; 


3 0 
7 1 

11 0,±1 

3 + 

7 - 
11 + 

15 - 

19 III o IV 
23 IV 

27 send = f;cosd = | 

31 sen d = -{4; cos 9 = --fa 
35 sen d = 0; cos 0 = 1 

39 cosd-75/3; tan 0 = -2/75 

43 cosd = -f; tand = | 

47 cos d = + 795/12; tan 0 = ±7/795 
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49 sen 0 = —14; cos 0 = -ft 
53 sen 0 = -fj; cos 0 = ft 
57 sen 0 = j; cos 0 ='$ 

Seccion 6.3 


51 sen0 = —cos0 = — ft 

55 sen 6 = -ft; cosO = 44 & 

/■> y 


1 Son los mismos. 


(a) 

sen 0 

= 

0; 

cos 0 = -1 

(b) 

sen 0 = 

— 

1; cos 0 = 0 

(c) 

sen 0 

= 

1 ; 

cos 0 = 0 

(d) 

sen 0 = 

0; 

cos 0 = 1 

(e) 

sen 0 

= 

0; 

cos 0 = -1 

(0 

scn0 = 

0; 

cos 0 = 1 

(g) 

sen 0 

= 

1; 

cos 0 = 0 

(h) 

sen 0 = 

0; 

cos 0 = 1 

(i) 

sen 0 

= 

0; 

cos 0 = — 1 





(a) 

V* 



(b) 2 






Seccidn 6.4 


u 

(a) 1, (b) 1 

13 

-V3 

15 

5-V3 

17 

-1 

19 

2 

21 

tt/6, 5jt/6 

23 

tc/6, 7tt/6 

25 

37C/4, 7*/4 

27 

7t/4, 3tc/4 

29 

5tt/ 6, riTi/6 

31 

(a) -73/2 

(bW/75 

(C) -273 

33 

(a) -73/2 

(b) 1/2 

(C) -1/73" 

35 

(a) 72 - 73 

(b) 1 

(c) 2 

37 

(a) verdadera 

(b) falsa 

39 

falsa 



Seccion 6.6 



1 

1/sen 0 

3 

+ 7« - sen 2 0 

5 

± sen 0/ ^/l - sen 2 0 

7 

1/cos 0 

9 

±J\ - COS 2 0 

11 

±^/l - cos 2 0/cos 0 

13 

sen 0 = ± tan 0/J 1 4- tan 2 0^ 

cos 0 = +1/JT 

+ fan 2 0 


cot 0 = 1/tan 0, sec 0 = ± yfi 

+ tan 2 0,'esc 0 = 

± ^/l + tan 2 0/tan 0 

15 

1/(1 - cos 2 0) 




Seccion 6.9 



1 sen 


571 n / 6~ + v r 2 57T y/S - yl2 ^ 5n ^ ^ 

12 = 4T^’ C0S l2 = *~~ 4 ' lan ]2 = 2+ ' /r 
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3 

5 

7 

9 

11 

15 


Ik J 2 — J6. In 
COS 12 = ' V 4 * lan 12 = “ (2 + V 3 ) 

(a) If 
(c) -ft 
(e) 8 

(a) II 

sen (u + fl) = -Iff, cos (a + fi) = iff 

v/3 lan 0 + 1 
y/3 — tan 0 

2 


(b) -ff 
(d) -|f 
(0 -I! 

(b) IV 


0, = if 


13 


17 


1 — tan 0 
1 + tan 0 

sen 0 - cos 0 


•J3 sen 0 — cos 0 
35 13 sen (0 4- 0,), donde sen 0, = -fi y cos 0, = 
37 5 sen (0 + 0,), donde sen 0, = - $ y cos 0, = f 




39 ,/2senftf + ^ 


Seccidn 6.10 

1 -sen 0,2793 
5 -cot 0.3665 
9 -cot 0,2443 
13 -sen 0,7124 
27 7t 

Seccion 6.11 

3 sen 7rc/12 = ^2 + ^3/2; cos7t:/12 


3 - sen 0,7156 
7 cos 0.0873 
11 -sen 0,4292 
15 -sen 0,2832 


- V2 - ^3/2; tan 7ir/12 = -(2 + ,/3) 


5 (a) -fff (b) -+*$ (c) 

(d) 3/VI3 (e) 2/Vn (f) f 

- 3 + 4 cos 20 + cos 40 

8 


Seccion 6.12 

1 (sen 80 - sen 20)/2 
5 (sen 70 + sen 30)/2 
9 2 scn(7t/6)cos(7t/18) 
13 2 sen 60 cos 20 


3 (sen 120 - sen 20)/2 
7 [sen (30/2) - sen (20)]/2 
11 2 cos (ti/ 2) cos (5 tc/1 8 ) 

2 cos (50/4) sen (50/12) 


15 
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Section 6.13 

3 Hti/ 60 = it/12 + Tt/10, 13n/60 = S»/12 - ir/S, 7n/30 = it /3 - k/10 

5 (a) 0,4566 (b) 0,9261 (c) 2,2286 

(d) 0,1679 (e) -0,9903 (0 U571 

(g) -0,9881 (h) -0.9528 


PROBLEMAS DE REPASO 


Capitulos 4-6 

I (C) 

5 216^05- *? 4 ^9 + ^*^4 - 26 
15 (e) 

19 0 

23 —128^2 sen 2 0 
29 2U/3-1) 

33 -v/lft- u 2 

Seccion 7.1 

1 (a) 6 + 4i, (b) -2 + 6i 

5 (a 2 - h 1 ) + 2 abi 

13 z = V' 

17 z- ±2^2 
21 z = -1 6 z = -/ 

Seccion 7.2 

3 (a) 5 

Seccion 7.3 

II ( 1 ,- 6 ) 

Seccion 7.4 

i yo 

5 1 


3 (3 J • l3)/(2 4 • 5”) 

17 cos 0/9 
21 » - *'‘"0 - 
25 <i 6 sen 4 U cos 2 0 
31 i 

35 (a) H (b) -it (c) fh 

3 (a i A + f4i. (b) -fV - f4i 

, a + hi 
7 a 2 + b 2 

15 z= —fl-6 i 

19 z =-2 6 z =-3 

23 : = 4i 6 : = 3i 


(b) 1 (c) VT3 (d) 3 

13 (-2,2) 15 (2,1) 

3 2 
7 ^17 
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9 13 

u 

(a) Jn, (b) 2J2 

13 (4.-6) 

15 

(-6,4) 

17 (4,4) 

19 

(6, -4) 

25 

(W (-!, t) 

(C ) ( " 4 

’ [jffi v'241/ 

,dl (te'Tb) 

(0 (i -f) 

-k 

s 

27 (a) No 

(b) Si 

29 (b) c, = c 2 = f 

(c) v= — 10e, — 5e x 

Seccion 8.1 

1 -2 

3 

1 

5 -3 

7 

-7 

9 V 

11 

-5 

13 

15 

rr/3, 2n/3 

17 0.3217,3.4633 

19 

0,2195, 2,3985, 3,3611, 5,5401 

21 -h 

fl — b 

23 

2A/h 

25 '" fl 

27 

Sr + a - S 

n — 1 

r 

m 2S - an 

31 

atan tf, 

n 

tan If 2 - tan 0, 

41 18 aftos 

45 l$h 

Seccion 8.2 

43 

S45.000 


i 

10. 13, 16; f 

, = 25, S g = 117 

3 

1 , — 2, — 5; f|s — —32, — 

5 

•n = 

46. S l2 

= 288 

7 

<* = & 1.4 =¥ 

9 

t, = 

— f 14 

-W 

11 

n = 7, S, = 147 

13 

8 , 9, 

10 


15 

187.026 

17 

2, 5. 

8 . 11 


19 

-7, -1 

21 

(a) - 

■4; 

(b)tf 

25 

27 numeros; S = 2835 

27 

1092 



29 

490 m |l ^ 


31 S5075 


-165 



Kespuesm 




Seccion 8.3 


1 

5 

9 


Minimo -4, cuando x - 
Minimo -W. cuando * = H- 

8, 8 


Seccion 8.4(1) 


1 - 1.-5 
5 M 
9 ±i 

13 ^ -4 

17 -i 2 
21 -a±b 

25 - 4 . 


3 Minimo -H 1 -^ando x = 4 - 

7 Minimo 2. cuando x = “ 3 ‘ 

11 40 m. 40 m 

3 4.4 

7 Ninguna. 

H n/6, 5n/6, 7n/6, 1 ln/6 

15 „/4, 3n/4. 5«/4. 7n/4 

19 71/3, 77/2, 377/2. 577/3 

23 n/2, 77t/6. 1177/6 


Seccion 


8.4(2) 


1 |.-4 

5 0.77/3. 577/3 

c — a 

9 1.--k 

. a - 

13 1,-5/4 


17 




21 4 6 ? 


25 


-27 + V?09 


Seccion 8.5(1) 

I x > 9 

5 x > 9 6 x < — 1 1 
9 x > — i + '/n 6 x < — 1 

II No hay valores realcs. 

15 3<x<5 

19 x £ -26 6 x 2 - 22 


-vn 


3 

7 



3n/4.777/4. 0.5880.3.7295 

0 3142. 0.9425. 2,1991. 2 8275 


19 -3 
23 1 



7 -*< x< * 

13 x > 5 6 x < 0 

17 
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21 ~r < V < ~r 6 0 £ 0 < ^ 6 < 0 < 2n 

4 4 4 4 


23 n < 0 < 2n 


25 j<0< 2* 


27 0 £ 0 < 6 < 0 < 2n 

o 6 


29 Todos los valores. 


31 


n „ 
* <u< 


5 n 
4 


Seccion 8.6 

1 Las sumas de los ceros son —6, — 1, —& -6 y J. Losproduclosdelos ceros 

son 5, -6. -6, g, -4, 11, $. 


3 

x 1 + x - 20 = 0 

5 

12x 2 + x - 

6 = 

0 

7 

x a — 4x + 1=0 

9 

8x 2 + 12x + 1 = 

= 0 

11 

5*2 - 8x - 4 = 0 

13 

2x 2 + 5x - 

3 = 

0 

15 

36x* + 24x - 5 = 0 

17 

6x 2 - 5x - 

1 = 

0 

19 

k = -1 

21 

k = 1 



23 

k = n 

25 

k = -5 



27 

k = 0 

29 

Todos los valores de k. 

31 

-8 < fc < 8 

33 

k = V 




35 fc > f 6 k < - 1 


Seccion 8.7 

1 ±2,1^7 

3 

±i ±ir 

5 Raiccs reales: —2,1 

7 

-64,8 

9 5,2,I±^S 

11 

0,0 

“ -f 

15 

3 , 

4 

Seccion 8.8 

• ¥ 

3 

7,1 

5 16 

7 

-5 

9 6 

11 

2,09, 6,05 (aprox.y 

13 O.n/2 

15 

3?r/4,5,99 (aprox.) 




Rcspuesm 


44 ! 


Seccion 8.9 


kx 

l z = — 

>’ 

5 C = kd 
9 y = 2x/3 
13 5 7671 cm 2 
17 2 m 

Seccion 8.10 

1 x = 2 . y = -1 

5 x = i y = I 

9 a = ti/ 6, lln/6; /) = n/6,77t/6 

+ fl 2 b + 3ab J + b J 
13 -x=- 


n J - a 2 b + ab 1 + b s 

y = - 

17 x' = xcosa + ysena 
y' =• y cos a - x sen a 

31 300 km/h, 20 km/h 

35 (—1.2), (2,5), (3. - 1) 

37 (■¥. 5). <*M>- (¥. (¥. 

x U 

39 (a) y= -3 + y 


3 2 = 6xy 

7 A =kx l 
11 90 
15 72 ergs 

19 Se multiplica por 16. 


3 x = 3, y = 5 
7 a — n/6. 5n/6; ft = 0 
11 x = 5,y = -2 


15 x = 


tan k 2 


fc, - tan k, 


<1 tank , 

y = tan k-j - tan k, 


29 & 


33 12 h, 15 h 


(b) y 


3 4 

“TO* + 5 


Seccion 8.11 

, - 3 x = 3, y = - 1. * = 4 

l x = 1, y = 2, 2-3 

, I 7 X = 5, y = 6. 2 = 7 

, 4.-6 11 K- 1 * 2 ’ 3) ) 

9 x = 3, y - 4. i — 6 

13 10 de 5 CIS, 10 de 10 cts y 5 de 25 cts 

,5 x . + ,.-x-7, + 6-0 17 + 


Seccion 8.12 

1 x = 0,2 y = 0.16 

3 ± n/T „ = l±_s/Z 


5 x 


3 No hay valores reales. 
7 {(2,1). ( — 8/5). (—1/5)} 
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-2 + 2 x /5 


. 1 4- 


4 (- 


11 b = ±, 

15 7, 4 

Seccion 9.1 


13 23. 32 


= 2, h = - 1, c = 3 

3 

a = _ 1 , b = 0, c « 0, <1 = 2 

1 2 3] 

2 0 3j 

CT\ 

[3-4 3" 

[-2 2 1 

-4 7 -31 

\iY) 

[2 4- 3x -1 4- 3.y x 4- 6"] 

4 -3 Oj 

L 3 y-3 11 J 

-4 111 „ 


r i si 

« - 2 ]' 

27 

U -■] 


29 No. Las matrices deben tcner igual numero de filas que de columnas. 
Seccion 9.2 


[-] 




2 10 12 
-10 -2 2 
-3 £ 3 

-4 2] 

4 2 


7 [7] 


G -] 
[I] 


" [-3 f] 
15 [->] 


17 L*J 

21 Si 
Seccion 9.3 


19 Si 


[-8 5 

m 


3 No existe. 

’ r.i 


Seccion 9.4 

I -2 

5 1 


3 3 

11 x = 1 



15 Reales, iguales, imaginarias. 
Seccion 9.5 

■*-[t 

Seccion 9.6 

1 x = 15. y = 4, - = 41 
5 0 

19 3y +• 4x = 17 
Seccion 9.7 

1 Tienen filas y columnas permutadas. 
3 Dos columnas son idcnticas. 

Seccion 9.8 

1 - 1101 / 

5 0 


Respuestas 


17 (a) 2.4 (b) 6,-7 



3 5 

17 (a) 5 (bl ^ 

21 (a) x = 2 (b) x = o x = 2 


3 -484 


S. 


Seccidn 9.9 

3 .v = -4, y = -3. r = 2, w = 1 
7 /(.v) = 2.x 2 - 5.x + 4 


Capitulos 7.9 


PROBLEMAS DL REPASO 


1 

3 

5 

7 

9 


(a) positiva si x < 0 

(a) positiva si x < 3 

(a) positiva si .x > 2 6 x < 
(c) cero si x = 0.1.2 

No tiene solucion real. 


,v = ^ 


us 


3.x 4 3 


(1 + .xV 3 ) 


(b) negativa si x > 0 (c) cero si x = 0 

(b) negativa si 3 < x < 9/2 (c) cero si x = 3 
(h) negativa si 0 y <? 7, x & 1 


II {(2. 1), ( — 2, !JJ 

13 4 seg. 80 m 

17 0,7r/6, 5 tt/ 6, 7n/6,11 tt/6 


443 
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19 {(0,2),(0, -2)}. 

21 No unicos; una posibilidad: A = 1, B 

23 Si, similar a/ 

25 (a) OA) 

(c) (12,-2) 

Seccion 10.1(1) 

1 R = 17 

5 (a) -6, (b) 57 

9 No , 

15 -23 

Seccion 10.1(2) 

1 2, simple, 3, dos, -4. tres. 

3 —7, simple, ■}, tres. 

5 —simple, 3, cuatro. 

7 Cota superior 3, cota inferior -4. 

9 Cota superior 3, cota inferior -2. 

11 Cota superior 3, cota inferior —3. 

13 Cota superior 2. cota inferior -1. 

15 Cota superior 2, cota inferior -3. 

Seccion 10.2 

5 2. doble; una entre 1 y 2; una entre -5 y 6. 

7 Simple en - 3; doble entre 0 y 1. 

9 Una entre —2 y -3. 

I I I Ina entre — I y 0: una entre 0 y 1: una entre 3 y 4. 

13 Una entre — 3 y -2. 

15 Una entre -1 y 0 y entre 0 y 1. 

Seccion 10.4 

1 -2,3,i 3 1,3,5,7 


(b) (1,-6) 
(d) (-2,22) 

3 R = -7 
7 Si 
11 Si 
17 —52 


5 1.2.3.-5 


_l 1 ± n /5 

2 ’ 2 ' 2 
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9 1,1,1,1 Hi- i. i> ±'/- r * 

13 1.1,-2.5 

17 n/6, 5n/6.7n/6, 1 ljr/6. l-n/2 
19 n/6. 57t/6, 7 tt/6. 11tt6. 3ti/4. 7tt/4 


Seccion 10.5 

1 0.75 

3 0,45 


5 1.36. 1.69 

7 — 0.62,1,62 


9 1.817 

11 1.189 


13 Tres 

15 Raices dc x 3 - x 2 

- 12x - 18 

17 x 3 - 7x 2 4- 17x - 15 = 0 

19 2x 3 4- !9x 2 4- 42x 

- 26 = 0 

21 3*3 _ 17v 2 4- 27* 4- 1 1 = 0 

23 4. 4-3/ 


25 2.3 ± 72 i 

27 (a) 0.9549 (b) 0.8765 

(c) 0.7957 

(d) 0.4480 

(e) 0,8183 (0 0.7815 

(g) -0.8932 

(h) 0.1419 

Seccion 11.1 

1 y = 5x - 6. dominio R \ inversa y = 

(x 4- 6)/5, dominio R 



3 y = x 2 - 4x.dominiox > 2;i»versay = 2 + ,/x + 4.dominiox £ — 4.dominiox ^ Z 
in versa y = 2 - Jx~+~4. dominio -4. 

5 v = (x 1 - D/.x 2 ,dominiox > 0; inversa y = \/J\ ^Tv.dominiox < l.dominiox < 0; 
inversa y = l/(- V 1 - *). dominio x < 1. 

7 Dcpende de que n sea par o impar. 

9 y = Jx 2 - 4. dominio x > 2: inversa y = Jx 2 + 4. dominio x > 0. dominio x < - 2. 
inversa y = — Jx 2 + 4. dominio x > 0. 

11 y = x/(x 2 - 1). dominio r>0 y i/l: inversa y = (1 + J 1 + 4x 2 )/2x. dominio 
x < 0 y x # -1: inversa y = (1 - Jl + 4x 2 )/2x. 

Seccion 11.3 


3 

±2n/3 4- 2nn 

5 

' nn 

7 

± 7r/4 4- 2nn 

9 

n/2 

11 

-71/2 

13 

(— 1 )"(0.4189) + nn 

15 

±0.8901 4- 2 nn 

17 

1.4719 

21 

■\ arctan (y/3) 

23 

\ arcsec(y/2) 

27 

i (4 4- cos 3y) 

29 

tan (y + 2) 
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31 


cos (2y - n/12) - 1 
2 


Seccion 11.4 

t ±i 

s JTi/6 

9 ± Jl - u 2 /u 
13 ti/18 
17 0 
21 ±1 
25 -4J 

37 2nn ± (n/2 — 0) 

41 1 
45 0 

Seccidn 12.1 
1 4 
5 240 
9 60 

Seccion 12.2 
1 504 

5 (a) 5040 (b) 144 

9 103.680 
13 468.000 
17 360 

Seccion 12.3 

1 (a) 35 
5 84.456 
9 560 
13 (a) 36 
17 (a) 28 

Seccion 12.4 
1 a 7 


3 ±¥ 

7 u 
II n/1 
15 2*/5 

19 uv ± J(l -h 2 )(1 - 
23 1 6 -J 
27 (24y/T — 14)/75 
39 nn + 9 
43 0 


3 120 
7 1920 

11 (a) 56, (b) 64 

3 585 
7 5040 
11 1440 
15 151.200 
19 n = 8 

3 12.650 
7 9000 
11 384C(36,6) 

15 126 
19 n = l 


(b) 45 (c) 210 


(b) 84 

(b) 56 (c) 247 

+ la 6 b + 21 a 5 b 2 + 35 a 4 b* + 35a 3 6 4 + 21 a 2 b 5 + lab 6 + b 
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3 32x 5 + 80x 4 y 2 + 80x 3 / + 40x 2 y 6 + 10xy 8 + y‘° 

5 62 Sx 4 - 500x 3 y 2 + 150x 2 y 4 - 20xy 6 + y“ 

7 x 2 + 6 x 5 'V ' 3 + 15x 4/3 y 2 ' 3 + 20xy + 15x 2/3 y 4 ' 3 + 6 x ,, 3 y 5 ' 3 + y 2 


9 

2 15x 8 ' 5 

x 2 -j— + - 

y 

90x 6 ' s 

/ 

270x 4,s , 

y 6 

405x 2 ' 5 

y 8 

243 

y 10 


x 24 3x 22 

33x 20 , 

55x‘“ ^ 



11 

4096 + 256y 2 + 

128y 4 

16y 6 



13 

„ii/j H* 10 ' 3 
* 

55x 3 

+ W 

165x 813 ( 

y 

• ••• 


15 


i>x 2 + 

M - i )(k - 
3! 

Jx s + 

••• 

17 

59.136xV 



19 

35y 9 

8 

21 

-414.720x 7 



23 

(7/2)x 

Seccion 12.5 





1 

1 - X + X 2 - X 

3 + - 


3 

*+i 

5 

0,9803 



V 7 

1,005 

9 

5,745 



11 

4,932 

13 







3x^ 5x^ 

8 16 


+ - 


PROBLEMAS DE REPASO 


Capitulos 10-13 
1 (a) 

3 -x 3 + 5x 2 — 3x + 15 
5 ,/ 2 , jTfi, \JlJQi,... 

7 (a) y = 2x + 4, funcion 


9 (a ) y = x 3 + 5, funcion 

10 45 120 210 

15 1 = T + ?“^ y r 


(b) y = 1 ~ ’ l> ' 1 + 36a - relacion 
(b) y = ± Jx^x 7* 0 , relacion 


Seccion 14.2 

1 64,256,1024; f„ = 16.384, S B = 21.845 
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3 -1,5,-25; r„= 125, S, = 13.021/125 
5 l„ = 486, S 6 = 728 
7 r = 3, o -4; r„ = 9, o 16 
11 n = 6; S = - 126 
15 n = 9 
19 ±^b 
25 S1583 


Seccion 14.3 


^ f i — — loss 

13 

17 ±i|.±l 
23 j*r m, 17$ m 
27 La segunda 


i i 

5 4 + 2^2 
9 * 

13 r = | 

17 60m 


3 ¥ 

7 

11 ff 

15 16[2 + V2] 


Seccion 14.4 
1 log 3 27 = 3 
5 log 8 16 = f 
9 log, 4 = 1 
13 x = 2 
17 u = 25 

21 a = V 
29 


3 log* 1 = 0 
7 log, o 0,001 = -3 
11 36 I/J = 6 
15 x = -1 
19 x = 14 

27 log ‘7ry 

31 log, x 5 (x - 1)‘ 


33 4 log 10 60,3 

35 3 log 10 54,3 + log iq 67 - log 10 93,9 - 2 log 32,5 


Seccion 14 5(1) 


1 0,4099 
5 0,6730 
9 0,5153 
13 2,43 
17 8,74 
21 8,374 


3 0,8401 
7 0,8373 
11 0,8858 
15 4,12 
19 1,851 
23 3,213 
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Seccion 14.5(2) 


I Caracteristica, 1: mantisa, 0.3782. 

3 Caracteristica, - 3; mantisa. 0,5728. 
5 Caracteristica. 5; mantisa. 0,8723. 

7 Caracteristica, -4; mantisa. 0,2715. 
9 2,5172 
13 8,8623 - 10 
17 267,2 

Seccion 14.6 

1 32000 
5 158.800 

9 2,642 
13 8,52 

Seccion 14.7 


11 3,6747 
15 6650 
19 0,003653 

3 34.6 
7 0.5152 
11 0.1313 
15 0,923 


(Todos los problemas resueltos con las tablas a cuatro decimalcs, al final del libro.) 

1 (a) $295,80 (b) $297.10 

(c) $297,10 [mayor que (b) si se usan tablas mas precisas] 

(d) $298.30 

3 (a) 11,9 afios (b) 11,55 aft os 

5 r = 0,3467 

7 (a) - 0,2746 (b) 0,002 


Seccion 14.8 
1 3.808 
5 1,947 
9 7,052 xlO 13 
13 2,33 
19 3,155 
23 0,402 
27 A 
Seccion 15.1 
1 Amp 5. periodo 1. 


3 2,493 
7 0,5824 
11 26,6 
17 5 
21 6,14 

25 log,(l ± V2j 
29 ^ 

3 Amp 3. periodo 6. 
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5 Amp 1,5, periodo 4 tt/3. 

9 Amp 0,5, periodo 2n/3. 

Seccion 15.3 

1 Amp 2, periodo 2 ti, desfasamicnto tt/ 6 . 

3 Amp 0,5, periodo n, desfasamiento tt/16. 

5 Amp 1, periodo 2k, desfasamiento 0,25. 

7 Amp 1, periodo 2k, desfasamiento 1,176. 

9 Amp 17, periodo In, desfasamiento 0,4900. 

11 Amp yj 29, periodo 2n, desfasamiento 1.1903. 
13 Periodo 271. 

15 Periodo 4 ti. 

17 Periodo 271. 

Seccion 15.4 

1 La abscisa de P x es x = a cos cot . 

5 E = 8 sen \20nt 

Seccion 15.5 


1 Amp a 

3 A 0 = 80, A, = 9,5, A 2 = 1,44, a, = 0,53. a, = 2,16 
Seccion 16.1 


5 

Problema 2: (a) £ 

(b) # 

(c) 

(d) -1 


(e) $ 

(0 ! 

(g> 2 

(h) 


Problema 3: <a) ^ 

(b) i 

(0 i 

(d) J 


(e) -5 

(0 -A 

(g) & 

(h) -1 

7 

(a) 0,4712 

(b) 17285 


(r) 0.8703 


(d) 3.3080 

(e) 4,4186 


(0 -6,6116 

9 

(a) 47 J 41' 

(b) 33°53' 


(C) 51° 


(d) 151° 

(e) 81 0 21' 


(0 85°17' 


(g) 164 “47' 

(h) 42°22' 


(i) 212°37' 


0 ) 206° 12 ' 

(k) 37°38' 


(1) 4°26' 


11 } radianes, 85°57\ 

13 120°, 30°, 172°30', 108°30’ 
15 50 radianes. 


3 Si; periodo n. 

7 y = 0,001 sen 800 tt/ 


7 Amp 2, periodo 87 r. 

11 Amp 100, periodo 200 (aprox.). 
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Seccion 16,2(11 


1 

-1 



3 -i 


5 

30°, 150° 



7 30°, 210° 


9 

135°, 315° 



11 45°, 135" 


13 

150°, 330“ 





15 

(a) sen 2 = 0,9088 > sen 2° 

= 0.00349 

(b) cos 4 = -0.6539 < cos4 6 = 0,9976 


(c) tan 1 = 1,5597 > tan 1 

= 0,0175 



17 

(a) -sen 16° 

(b) 

-cos 33° 

(c) -sen 41° 

(d) -sen 16" 


(e) -cot24° 

(ft 

cos 8° 

(g) cos 5° 

(h) sen 15° 

19 

(a) 0,2476 

(b) 

1.3111 

(c) 0,8760 

(d) 0.8949 


(e) 0,3872 

(ft 

0,3035 

Ig) 0.9026 

(h) -0,9465 

23 

(a) 25° 10' 

(b) 

48°20' 

(c) 27°40‘ 

(d) 57°40' 


(e) 12°10' 

(ft 

75°50' 

(g) 20°20’ 

(h) 38°20' 

33 

54.1 





35 

43.000 





Seccion 16.3 





1 

sen 0 = f , cos 0 = $ 



8 

3 

II 

£ 

4 

-3 

5 

sen 0 = ‘-^cos 0 = - 

* 


7 sen 0 = — 1,-cos 0 = 0 

9 

sen 0 = 0, cos 0 = 1 





11 

(1 ) 0* 56°20\(2) 0 % 

126' 

50', (3) 0 = 

300", (4) 0 = 236=20- 

AS) 0= 150°. (6) 9= 135 

13 

m 



15 (0,-8) 


17 

(a) 2 (cos 0° + i sen 0°) 



(b) 2 (cos 180° + 

1 sen 180°) 


(c) 3 (cos 90° + / sen 90 

1°) 


(d) cos 270= + / sen 270° 


(e) 272 (cos 315° + /sen 315") 

(0 2 72 (cos 135 

+ I sen 135°) 


(g) cos 120° + i sen 120 

° 


(h) cos 240° 4- i sen 240° 

19 

(a) 6/ 



(b) -473-4i 



(c) 12# 



<d) 8 


21 

(a) 73 + i 



(b) -1 + 73/ 



Seccion 16.4 


1 64/ 


3 - 472 - 472 / 


5 



7 1 


9 -272 + 272i, 272 — 272i 


11 1 + 75 f, -2, 1 - 73/ 
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13 VJ+ /, -1 + y/% - V3 - i, 1 - V3f 
15 (cos 36° H- i sen 36°), (cos 72° + i sen 72°),.. 
17 1,1,-1, -i 



l-v'J /5 + /5 . ys + l /5 - 75 . 

2 V 2 2 V 2 ' 


Seccion 16.7 


1 (a) p = 52°40', b = 319, c = 401 

(c) a = 29°40'. p = 60°20', c = 6,63 

(e) a = 38“ 50', a = 0,522, ft = 0,648 
(g) a = 33°30', p = 56°30\ c = 68,7 

(i) a = 59°36', p = 30°24', b = 3185 

(lc) a - 27°3', b - 1,619, c - 1,818 
<m) a 42°30', p = 47°30’, a = 3274 

3 313 m, 19°0' 

7 57° 

11 53,6 m 

15 840m 

19 1065 msur, 1162 m oestc 

21 (a) v = 5, 6 = 53° 

(c) v = 32,9, 0 = 119°30' 

23 56°, 7,3 m/seg 

27 (a)/=43, 0 = 122° 

(c)/= 3000, 61 = 255° 

29 t, = 210, f 2 = 273 
Seccion 16.9 

1 (a) y = 38°. b = 163. c = 102: 

(c) p = 13°52', a = 270.400, c = 321.000 

3 No 

5 (a) «, = 91°50', y, = 49°30', a, = 95,0; c 
(b) p = 127-40', y = 7°10', b = 55,0 

(d) a = 76-42', p = 46°0', a = 6,667 

7 (a) p = 31°19'. y = 96°23\ a = 28,35 
9 (a) a = 41°, p = 56°, y = 83° 

15 29,80 cm, 48,52 cm 


(b) p = 27-20', a = 1540, c = 1730 
(d) a = 44-40', p = 45“20', a = 67,6 

(0 P = 52°20', b = 71,0, c = 89,7 

(h) a = 48°35'. a = 2448. b = 2160 
(j> a = 23-10', p = 66-50’. c = 8,320 

(I) a - 42-37', a - 66,74. c = 98, 58 

(n) p = 65° 13', a = 147,0, c = 350.8 

5 474 cm : 

9 7,08 m, 7,08 m, 10.62 m 
13 24,65 m 

17 9,45 km de A, 10,65 km dc B 


(b) v = 50, 0 = 63° 

(d) v = 858,2, 6 = 296°27' 

25 N 47°0' W 

<b)/ = 8250, 9 = 2I°10' 


31 520 kg 


(h) v = 40-26', a = 36,27, b = 55,35 
(d) a = 112-16', = 30,72, c = 26,56 


= 10-50', y 2 = 130-30', a 2 = 17,9 
(c) a = 17°49', y = 14°24', c = 11,96 


(b) a = 45“50', p = 76-30’, c = 545 
(b) a = 30 c , p = 63°, y = 87° 

17 150 km, 90 km 







19 7,65 m 

23 252 km/h, S 63° E 


21 N 79°20' W 
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PROBLEMAS DE REPASO 


Capitulos 14-16 



5 Proposition (c). 

7 (a) $9600 

(c) ligeramcnte mayor quc (b). 



17 (a) 3 


3 j 

(b) $9648 

(d) ligeramcnte mayor que (c). 
15 — 1024i 
(b) 2 



_ 
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unitaria o trigonometrica, 89, 91 
Cofuncidn, 135 
Columna, 228 
Combinacion, 306 
Complejo, 
numero, 161 
^ piano, 166. 382 
Complejos conjugados, 163 
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Completar el cuadrado, 192 
Componentes de un vector, 172 
Composicion de ordenadas. 357 
Conjunto, 1 
finito, 2 
infinito, 2 
producto, 12 
solucidn, 214 
universal. 8 
Conjuntos, 
disjuntos, 6, 11 
exhaustivos, 14 
Conmutativo, 
grupo, 170 
Coordenadas, 76, 81 
polares, 380 

Correspondencia uno-a-uno o biumvoca, 
3, 82 

Currieme eldctrica, 361 
Cota, 

inferior, 92 
superior. 92 

Cramer, regia de, 247, 262 
Crecimiento natural, 347 
Cuerda, longitud de una. 12? 

Cuerpo conmutativo, 17 
Cuociente, 29, 43 

de dos numeros complejos, 164, 385 
Curva, 89 

periodica seccionalmente continua, 366 

Dc Moivre, teorema de, 387 
Decimal, 

exacto o "que termina", 31 
periodico, 336 
Demarcacion, 397 
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en factores, 49 
en factores primos, 25 
Desfasamiento, 356 
Desigualdad. 195 
absoluta, 1% 
condicional, 196 
Dcterminante, 
de orden n, 250 
de segundo orden. 243 
de tercer orden, 248 
Diferencia, 23 
comun, 183 

de pares ordenados, 170 
Discrimfnante, 204 
Distancia entre dos puntos, 79, 85 


Dividendo, 43 
Division, 

de expresiones algebraicas, 41 
de fracciones, 57 
de numeros complejos, 164 
de raices, 67 
sintetica o abreviada, 45 
Divisor, 25, 42 
Dominio de una funcion. 98 

e (base de logaritmos naturales). 348 
Ecuacion, 
caracteristica, 245 
cuadratica, 187 
de lugar geometrico, 227 
de una circunferencia, 90 
de una curva. 89 
de una recta, 214 
defectiva, 179 
equivalente, 178 
literal, 180 
logarftmica, 350 
rebajada. 276 

reductible a cuadratica, 207 
redundante, 179 
Ecuacion lineal, 
dc dos dimensiones, 214 
de tres dimensiones. 220 
Ecuaciones, 
dependientes, 216 
incompatibles, 216 
que contienen radicales, 208 
Elcmento, 
de una matriz, 227 
reciproco. 27 
Entero, 24 
impar, 27 
Espacio, 
lineal, 170 
vectorial, 171 
Exponente, 43 
cero, 60 
entero, 43. 60 
negativo, 60 
racional, 61 
Expresion. 
algebraica, 36 
racional entera, 43 
Extremo, 
inferior, 92 
superior. 92 
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Factor, 24, 49 
Factorial «!, 303 
Fase, 

constante de, 356 
desplazamiento de, 356 
difercncia de, 356 
Fila o renglon, 228 
Formula, 
cuadratica, 192 
de la distancia, 86 
Formulas, 
de recurrencia, 322 
especiales de reduccion. 134 
generales de adicion. 136 
generales de reduccion, 140 
Fracciones, 53 
complejas, 59 
Frecucncia, 359 


de una expresion racional entera, 43 
Grafica, 89 

de funciones circulares. 119 
de una curva, 89 
de una funcion, 105 
de una funcion cuadratica. 188 
de una funcion lineal. 105 
de una relacion, 105, 177 
de y = a sen fo, 354 
de y = a sen (*x + b), 356 
de y = arccos x, 293 
de y = arcsen x, 293 
de y = arctan .t, 294 
de y = cos 0, 120 
dcy = sen 0, 119 
de y = tan 0. 123 
Grupo conmutativo. 170 



Geometric a. 
media, 333 
progresion, @ 

Grado, 

como medida de angulo, 371 
de un polinomio, 43 


Lado, 

inicial de un angulo, 368 
terminal de un angulo. 368 
Ley, 

dc la seccion aurea o divina, 213 
del crecimiento natural. 347 
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Limile de sen 9/0. 156 
Linea recta, 178 
Lineas paralelas, 216 
Logaritmo, 337 
decimal. 341 
funcion, 337 
Longitud, 

de un arco de circunferencia. 94. 372 
de una cuerda. 122 
Lugar geometrico. 89 

Mantisa. 343 
Matriz. 227 
cero, 229 
identidad. 236 
ortogonal, 239 
Maximo de una funcion. 189 
Media. 

aiitnielica. 186 
geometrica. 333 
Medida de un angulo, 369 
Merer de un determinate. 250 
Metodo. 

por comprension. 2 
por extension. 2 
Minimo. 

comun denominador, 55 
de una funcion. 189 
Minutos, 370 

Modulo de numero complejo. 167, 382 
Monomio, 37 

Movimiento armonico simple. 359 
Multinomio. 37 
Multiplicacion. 

de expresiones algebraicas. 40 
de fracciones, 57 
de radicales, 67 

Naturaleza de raices, 204 
Norma de vector, 172 
Numero, 
cardinal. 7 
complejo, 161 
compuesto. 25 
entero par. 25 
imaginario, 161 
imaginario puro. 162 
irracional, 32 
natural par. I 
prime. 25 
racional. 31 
real, 16 


Numeros, 

complejos conjugados. 164 
compuestos. 25 
primos entre si, 25 

Ondas, 

atmosfericas, 365 
en propagation, 362 
estacionarias, 366 
sonoras, 361 
transversales, 361 
Operaciones permisibles, 179 
Ordenada. 82 
Origen, 82 
Oscilacion. 364 

Parabola, 103. 188 
vertice de. 189 
Pares ordenados. 12. 82, 169 
Pascal, triangulo de, 310 
Pentagono, 128 
Pendiente, 86 
formula de la, 87 
Perlodo, 112, 354 
Permutacion, 302 
Pertenencia, 2 
Pi(7r), 33, 96 
Pitagoras, 
teorema de, 85 
tcorema general de. 400 
Plano complejo. 166, 382 
Plenitud. propiedad de. 91 
Poligonal inscrita, 94 
Polinomio, 43. 266 
caracteristico. 245 
Posicion normal (estandar), 
de un angulo. 369 
de la coma de un decimal. 343 
Potencia. 

de numeros complejos. 387 
de raices de numeros complejos. 387 
electrica, 365 

Primer Teorema de las tangentes, 403 
Principio. 

de superposicion. 365 
fundamental. 300 
Producto. 
cartesiano. 13. 82 

de dos numeros complejos. 162. 383 
de matrices. 233 

de raices de una ecuacion cuadratica, 
203 
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Productos especiaies, 47 
Progresion, 
aritmetica, 183 
armonica, 187 
geometrica, 330 
geometrica infinita, 334 
Propiedad, 
de induccion, 318 
reflex iva, 19 
simetrica, 19 
transiliva. 19 

Proporcionalidad, 210 

directa, 210 
inversa, 210 
Pulsaciones, 364 
Punto, 

medio, 80, 84 
terminal, 111 

Racionalizar el denominador, 68 
Radian, 370 
Radical, 62 
Raices, 

caracterislicas, 245 
complejas de una ecuacion. 271 28^ 
imaginarias, 278 
irracionales. 278 
o ceros de una funcidn, 106, 178 
racionales. 275 
Rafz, 

cuadrada, 78 
de una ecuacion. 178 
n-esima de mimeros complejos, 387 
n-esima principal, 62 
Reciproco, 27 

Recorrido o contradominio de una 
funcion, 98 
Recta, (Linea). 178 
Relacidn, 101 

entre las raices y los coeficientes de 
una ecuacion cuadratica. 202 
grafica dc, 105 , 290 
Renglon o fila, 228 
Representacion grafica, 
de funciones polinomiales. 272 
de numeros complejos, 167. 383 
Residuo, 43 
teorema del. 266 
Resolucion, 
de desigualdades, 196 
de ecuaciones cuadraticas, 190 
completando el cuadrado, 192 


"’•jdiante descomposicion en factores, 

por aplicacion de formula, 192 
de^sistemas de dos ecuaciones lineales, 

de sistemas de ecuaciones lineales, 219 
de triangulos, 391 

de triangulos oblicuangulos, 401 
de triangulos rectangulos, 392 
de un sistema de una ecuacion lineal y 
una cuadratica, 223 
de una ecuacion, 1 78 
Resultante, 174 
Revoluciones, 369 
Ruffini-Homer, metodo de, 45 

Seccion aurea o divina, 128, 213 
Segundo, 371 

Segundo 1 eorema de las tangentes, 403 
oimetrica, propiedad, 19 
Sismologia, 367 
Sistema, 
de coordenadas, 
de dos dimensiones, 81 
de tres dimensiones. 220 
de una dimension, 76 
deductivo, 16 
sexagesimal, 370 
Sonido simple, 361 
Subconjunto. 5 
propio, 6 
Substraccion. 

de raices o radicales, 66 
Sucesion, 183 
Suma, 

de las raices de una ecuacion 
cuadratica, 202 
de pares ordenados, 169 
de una progresion aritmetica< 
de una progresion geometrica 
de vectores, 174 
Supremo, 92 

Tabla de mareas, 367 
Tamano de conjuntos, 3 
Teorema, 

de la descomposicion en factores, 266 
reciproco del. 267 
de Pitagoras, 85 

de las tangentes (primero), 403 1 
de las tangentes (segundo), 403 1 
de los senos, 391 



1 



462 Algebra y trkgonometria 


del binomio, 310, 323 ^ 
del coseno. 374 
del residuo, 266 
fundamental del algebra, 270 
general de Pitdgoras, 400 
Tdrmino, 37 
Terremoto, 367 

Transformaciones de sumas y productos, 
149 

Transitiva, propiedad, 5, 19 
Triangulo oblicuangulo, 401 
Tricotomia, 72 
Trigonometria, 110 
Trios ordenados, 85, 222 


Unidn de coryuntos, 10 


Valor absoluto, 78 
de numeros complejos, 167. 382 
de numeros reales, 78 
Valores, 

de funciones dc multiplos de tt/3, 124 
de funciones de multiplos de 7 t/ 4. 125 
de funciones de multiplos de 7r/5, 128 
de funciones de multiplos de 7r/6, 124 
de funciones de multiplos de 7r/60, 151 
Variacion, 210 
Vector, 172 

componentes de un, 172 
Vectores, 
ligados, 173 
perpendiculares, 384 
Venn, diagramas de, 6 
Vertice de parabola, 189 
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